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Ueber  die  reellen  Wurzeln  dreigliedriger  algebrsdscher 
Oleichimgen  von  beliebigem  Orade. 


Von  Dr.  M.  W.  Drobisch, 

Ordentlichem  Professor  an  der  Universität  Leipzig*. 


•    •    « 


•_  • ' 


(Aas   den    Sitzungsberichten   der   K.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
^  zu  Leipzig.) 


.ZjLllgemein  bekannt  ist  der  Satz,  dass  jede  cubisclie  Gleichung  von  der 

Form 

oc^  —  ax  +  b  =  0, 

wenn  a  und  b  reelle  positive  Grössen  bedeuten,  je  nachdem  ^y«'  kleiner, 

.        I  Vorzeichen 

von  b  nur  eine  {      °.^.       }   reelle  Wurzel,  oder  ausser  dieser  noch  zwei 

l  positive  )  ' 

,  .  ,      (positive  )       j  1        11  •         1  •  i.     (positive  )       „ 

gleiche  {^  ..  >,  oder  ausser  derselben  zwei  ungleiche  <^  ..  > reelle 
^  (negative)'       <  °  (negative) 

Wurzeln,  dagegen  wenn  a  negativ  ist,  immer  nur  eine  |     ^.  .      | reelle 

Wurzel  hat.  Auf  die  nachfolgende  Erweiterung  dieses  Satzes  für  drei- 
gliedrige algebraische  Gleichungen  von  beliebigem  Grade  bin  ich  durch- 
die  geometrischen  Betrachtungen  über  eine  specielle  cubische  Gleichung 
geleitet  worden,  welche  in  einem  früheren  Vortrag  mitgetheilt  worden 
sind*).  Einige  der  hier  erhaltenen  Resultate  sind  allerdings  schon  in  Gausses 
Beiträgen  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (§.  11  ff.)  beiläufig 
bemerkt.  Doch  lag  die  vollständige  Erörterung  der  Zahl  und  Beschaffen- 
heit der  reellen  Wurzeln  dreigliedriger  algebraischer  Gleichungen  nicht  in 
dem  Hauptzweck  von  Gausses  Untersuchung,  welcher  vielmehr  die  Be- 
rechnung der  reellen  und*  imaginären  Wurzeln  solcher  Gleichungen  war. 
Da  nun  die  negativen  reellen  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  als 
die  positiven  ihrer  entgegengesetzten  angesehen  werden  können^  so  ^enU^t^ 


•;  Berichte,  1854.  8.  Heft.  8.  122. 
ZeltMchrift  f.  MmlhemMtik  n.  Physik.  If. 
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es  für  jenen  Zweck,  was  dje^Veellen  Wurzeln  betrifft,  zu  zeigen,  wie  die 
positiven  zu  berechnen  jsintJ;  und  konnten  deshalb  diejenigen  Gleichungen, 
in  denen  alle  drei  Glieder  positiv  sind,  und  die  daher  keine  positiven  reel- 
len Wurzeln  haben /«V^^  ^^^  Betrachtung  ausgeschlossen  werden.  Ebenso 
konnte  für  die  ül^Hg  l&Icibenden  die  beschränkende  Voraussetzung  gemacht 
werden,  dass. die' 'Beiden  Exponenten  der  Unbekannten  keinen  gemein- 
schaftlichen. Divjsor  haben,  weil,  wenn  die  Gleichungen  dieser  Form  gelöst 
sind,  sich'äa^us  die  Auflösung  der  Gleichungen,  deren  Exponenten  ein 
gemeinfJ^ibcTr  Divisor  zukommt,  leicht  von  selbst  ergiebt.  Unsere  Aufgabe 
^^geg^^ist,  für  alle  Formen,  welche  dreigliedrige  algebraische  Gleichun- 
geil «hiftsichtlich  der  Vorzeichen  der  Coefficienten  und  der  Beschaffenheit 
'det  Exponenten  annehmen  können,  die  Kennzeichen  der  reellen  Wurzeln, 
ihre  Vorzeichen  und  Grenzen  zu  finden. 

'     1. 

Alle  dreigliedrige  algebraische  Gleichungen  mit  reellen  Coefficienten 
sind  unter  einer  von  folgenden  vier  Formen  enthalten ,  in  denen  a  und  b 
reelle  positive  Grössen,  m  und  ;i  positive  ganze  Zahlen  bedeuten: 

II)  a''"+«  +  ax'**  +  //  =  0, 
ni)  0:'"+'*  +  rto:"«  — ft  =0, 
IV)     .r««+'«  — aa-"*  — 6  =1=0. 

Dividirt  man  jede  dieser  Gleichungen  durch  b  und  setzt 

j  X    a    


so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Gleichungen       # 

I*)     |«.-f«_  ^^j/«  +  i=o, 
II*)     ^»1.+«  + ^§«»  +  1=0, 

IV*)     ^»•+«  — ^1«—  1=0. 

Denkt  man  sich  nun  J  und  t;  als  rechtwinklige  veränderliche  Coordinaten, 
wobei  wir  a  als  variabel,  b  als  constant  annehmen,  so  stellen  diese  Gleichun- 
gen, im  allgemeinen  betrachtet,  algebraische  Linien  der  (w-|-w)ten  Ord- 
nung dar.  Zwischen  diesen  Curven  und  den  reellen  Wurzeln  der  Gleichun- 
gen I  bis  IV  findet  aber  folgender  Zusammenhang  statt.    Da  a  und  ft,  folg- 

z»  * 

lieh  auch  ^  .  ^     =  v^  positiv ,  so  kommen  in  Bezug  auf  die  Gleichungen  I 

bis  IV  nur  diejenigen  Theile  der  Curven  in  Betracht,  welche  positive  Or- 

/iinAten  haben,  also  oberhalb  der  §-Axe  liegen,  und  jede  zu  einer  solchen 

I 

^^^'o afp  gehörige  AhsciHRC  ^  zeigt,  da  a:  =  b*""^**  |,  o\we   voello  Wurzel 
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der  entsprechenden  Gleichung  unter  I  bis  IV  von  demselben  Vorzeichen 
an.  Den  zu  negativen  Ordinaten  gehörigen  |  dagegen  entsprechen  keine 
reellen  Wurzeln  der  Gleichungen  I  bis  IV.  Liegt  daher  die  Curve  ganz 
unter  der  J-Axe,  so  hat  die  ihr  entsprechende  Gleichung  keine  reollen 
Wurzeln.  Dies  bedeutet  nun  aber  soviel  als:  jede  in  dem  positiven  Abstand 


a 


^  parallel  zur  |-Axe  gezogene  Gerade,  welche  die  Curven  unter*!* 

bis  IV*  in  einem  oder  mehreren  Punkten  schneidet,  zeigt  ebensoviele  reelle 
Wurzeln  der  entsprechenden  Gleichungen  unter  I  bis  IV  an,  welchen  die- 
selben Vorzeichen  zukommen  wie  den  Abscissen*  der  Durchschnitte.  Un- 
tersucht man  daher  aus  der  Natur  der  Curve  die  Bedingungen,  unter  denen 
solche  Durchschnitte  gegeben  sind ,  so  sind  dies  zugleich  die  Bedingungen, 
unter  denen  die  dreigliedrige  Gleichung  reelle  Wurzeln  hat.  Hierbei  ist  es 
aber  nöthig,  in  jeder  der  vier  Formen  der  dreigliedrigen  Gleichung  die  Be- 
schaffenheit der  Exponenten  in  Betracht  zu  ziehen.  Hinsichtlich  dieser 
n&mlich  sind  folgende  vier  Fälle  zu  unterscheiden.    Es  ist  entweder 

1)  m  -^^  n  gerade  und  m  gerade;  oder 

2)  m  +  «  gerade  und  m  ungerade ;  oder 

3)  m  +  n  ungerade  und  m  ungerade ;  oder 

4)  m  +  w  ungerade  und  m  gerade. 

Wir  gehen  im  Folgenden  von  dieser  Eintheilung  der  peschaffenheit  der 
Exponenten  aus  und  ordnen  ihr  die  Formverschiedenheit  der  Gleichungen 
hinsichtlich  der  Vorzeichen  unter. 

2. 

Sei  zuerst  m  -f-  n  sowohl  als  m  gerade. 
Aus  I*  folgt 

1+J"'+"       dt]  _w|"'-^»  — m      d^^ »I  (m  -f  1)  +  w  (yi  —  I)  1*»+" 

v—-^^       '    ll~      S«+>       '    d^~  p+^  • 

Hieraus  ergiebt  sich  beistehende  Gestalt  der  Curve. 


^ a 

Die  Curve  besteht  nämlich  aus  zwei  Zweigen,  welche  einerseits  die 
ri '  Axe  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  babeu  ^  gftg^xi  ^\^^^  ^^^  ^^^" 


V^ 


4 


M.  W.  Drobisch. 


metriscli  und  ganz  oberhalb  der  |- Axe  liegen,  bei  M  und  3f'  Minima  haben 

und  andrerseits,  der  parallelen  lliehtung  mit  der  17-Axe  sich  ohne  Ende 

nähernd ,  ins  Unendliche  gehen ;  sie  wenden  der  J  -  Axe  überall  ihre  con- 

vexe  Seite  zu.  Man  findet  leicht,  dass  der  Ort  der  Minimalpunkte  bestimmt 

ist  durch  die  Coordinaten 

1 


=±© 


m-f-n 


m  +  « 


Wird  daher  in  dem  Abstand 


a 


von  der  J- Axe  eine  Parallele  zu  dieser 


gezogen ,  so  wird ,  je  nachdem  dieser  Abstand  grösser ,  gleich,  oder  kleiner 
ist  als  der  vorstehende  Minimalwerth  von  1;,  d.  i.  je  nachdem  I ; —  1 

grösser,  gleich,  oder  kleiner  als ,  die  Parallele  die  Curve  resp.  in  vier 

paarweise  gegen  die  ly-Axe  symmetrisch  liegenden  Punkten  schneiden, 
oder  in  zwei  ebenfalls  gegen  die  t;- Axe  symmetrisch  liegenden  Punkten 
berühren,  oder  endlich  sie  weder  schneiden  noch  berühren.  Es  wird  dem- 
nach unter  denselben  Bedingungen  die  Gleichung  I  resp.  zwei  verschiedene 
Paare  gleicher  und  entgegengesetzter,  oder  zwei  gleiche  Paare  gleicher  und 
entgegengesetzter,  oder  keine  reellen  Wurzeln  haben. 

Was  ferner  die  durch  II*  gegebene  Curve  betrifft,  so  erhellt  unmittel- 
bar, dass  ihre  Ordinaten  denen  der  Curve  I*  gleich  und  entgegengesetzt 
sind.  Man  erhält  also  ihre  Figur,  wenn  man  die  Ebene  der  Curve  I*  eine 
Drehung  von  ISO**  um  die  J- Axe  machen  lasst.  Da  demnach  alle  ihre  Or- 
dinaten negativ  sind,  so  hat  die  Gleichung  II  kein«  reellen  Wurzeln. 

Aus  III  *  folgt 

dri -— nj"»+'«  —  m 


1 — |»i  +  n 

^  = "^ J 


^-        '      d^ 
Dies  giebt  die  Figur  der  Curve 

H 


m{m+  \)—n(fi—  l)|'"+«. 


tw-f  2 
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Auch  hier  besteht  dieselbe  zwar  aas  zwei  gegen  die  t]  -  Axe  symmetri- 
scheu  Zweigen,  welche  die  positive  Seite  derselben  zur  gemeinsamen 
Asymptote  haben,  aber  die  Curve  schneidet  bei  |  =  +  T  die  |- Axfe,  hat 
für  die  Coordinaten 

'   -l)-.m(m+l)       ,• 


Wendepunkte  und  geht  auf  der  untern  Seite,  dem  Parallelismus  mit  der 
1}  -  Achse  sich  ohne  Ende  nähernd ,  ins  Unendliche.    Sie  wird  also  offenbar 

durch  die  in  dem  Abstand  ^^-j-^ —  gezogene  Parallele   zur  ^-Axe  immer 

in  zwei  gegen  die  17 -Axe  symmetrisch  liegenden  Punkten  geschnitten,  wel- 
chen Wcrth  auch  a  haben  möge.  Demnach  hat  die  Gleichung  III  stets  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  reelle  Wurzeln. 

Die  Curve  IV*  entsteht  aus  III*  ebenso  wie  11*  aus  I*,  nämlich  durch 
eine  Drehung  von  180**  der  Ebene  von  III*  um  die  |-  Axe.  Daher  hat  of- 
fenbar auch  die  Gleichung  IV  stets  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Wurzeln. 

Fassen  wir  jetzt  die  erhaltenen  Resultate  zusammen ,  so  ergiebt  sich 
folgender  Satz :  Wenn  in  den  Gleichungen  I  bis  IV  sowohl  w  +  « 

(a     \»»+« 
— i —  ) 
m-f'n/ 

fr" 
errösser,  gleich  oder  kleiner  als  :-,    resp.    zwei    verschie- 

dena  Paare  gleicher  und  entgegengesetzter,  oder  zwei 
gleiche  Paare  gleicher  und  entgegengesetzter,  oder  keine 
reellen  Wurzeln.  Die  Gleichung  II  hat  keine,  die  Gleichun- 
gen III  und  IV  dagegen  haben  immer  zwei  gleiche  und  entge- 
gengesetzte reelle  Wurzeln. 

3. 

Sei  zweitens  m  +  «  gerade  und  m  ungerade. 

Die  Figur  der  Curve  I*  erhält  man,  wie  man  durch  einfache  Betrach- 
tungen findet,  aus  der  ersten  Figur  des  vorigen  Artikels,  wenn  man  den 
linken  Zweig  derselben  eine  Drehung  von  180°  um  die  J-Axe  machen  lässt. 
Es  bleibt  also  nur  der  rechte  Zweig  auf  der  obern  Seite  dieser  Axe.  Hieraus 

j 

fr"  . 

grösser ,  gleich ,  oder  kleiner  als  — ^-— ,  die  Gleichung  I  resp.  zwei  ungleiche 

positive,  oder  zwei  gleiche  positive,  oder  keine  te^iW^xi'^xrc'L^xiV^X.. 

Da  die  Curve  11  *  aus  der  Curve  I*  dutcli  em^  I>te\vM\i^  -^qtiX^^  "^x^t. 
Ebene  um^ die  i-Axe  entsteht,  so  liegt  in  dei  ötÄl^texi  öi^x  \\t^^  T^^«^^ 
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oberhalb,  der  rechte  unterhalb  der  |- Axe.  Daher  erhält  der  eben  ausge- 
sprocliene  Satz  nur  die  Aendernng,  dass  die  angezeigten  reellen  Wurzeln 
negative   sind. 

Die  Figur  der  Curvc  III*  erhält  man  aus  der  zweiten  Figur  des  vori- 
gen Artikels  auf  dieselbe  Weise,  wie  oben  I*  aus  der  ersten,  nämlich,  wenn 
man  den  linken  Zweig  der  zweiten  Figur  eine  Drehung  von  180**  um  die 
^-Axo  machen  lässt.  Di»  beiden  Zweige  liegen  daher  nun  asymmetrisch 
gegen  die  t/-Axe,  und  beide  werden  auf  der  obern  Seite  der  J-Axo  durch 
jede  zu  dieser  gezogene  Parallele  in  zwei  Punkten  geschnitten,  deren  Ab- 
scissen  entgegengesetzt,  aber  ungleich  sind.  Hieraus  folgt,  dass  jetzt  die 
Gleichung  III  immer  zwei  entgegengesetzte,  aber  ungleiche  reelle  Wur- 
zeln   liat. 

Dasselbe  gilt  für  IV,  da  die  Curve  IV*  aus  III*  durch  Drehung  von 
180°  der  ganzen  Ebene  der  letzteren  um  die  ^- Axe  entsteht. 

Das  Gesammtergebniss  ist  also  der  Satz:  Wenn  in  den  Gleichun- 
gen I  bisIVm  +  w  gerade  und  m  ungerade   ist,  so  haben  <y|-> 


(     a     \'»+» 

je  nachdem  ( )  grösser,  gleich,  oder  kleiner  als 

\m  +  n/ 


b"" 


m"*  //'* 


resp.  zwei  ungleiche 


fpositive  ] 
Inegative  j 


der  z  we 


•     1    •    t      fpositive  ] 
i  gleiche  J^  .       l 

Inegativej 


oder  keine  reellen  Wurzeln;  III  sowohl  als  IV  aber  haben, 
eine  jede,  zwei  ungleiche  und  entgegengesetzte  reelle 
Wurzeln. 

Sei  drittens  m-j-  n  sowohl  als  m  ungerade. 
Die  Curve  I*  hat  dann  diese  Gestalt: 


■ff 
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Der  rechte  Zweig  hat  dieselbe  Gestalt,  wie  in  Art.  2.  Fig.  1,  der  linke 
Zweig  dieselbe  wie  der  durch  180 '^  um  die  |- Axe  gedrehte  linke  Zweig  der 

Fig.  2.  ebendaselbst.     Eine  in  dem  positiven  Abstand  ^^^^ —  von  der  |- 

Axe  zu  dieser  gezogene  Parallele  wird  also  den  linken  Zweig  der  Curve 
immer' in  Einem  Punkte,  den  rechten  aber  entweder  in  zwei  Punkten 
schneiden,  oder  berühren,  oder  nicht  treffen,  je  nachdem  jener  Abstand 
grösser,  gleich,  oder  kleiner  ist  als  die  Ordinate  des  Minimalpunktes  dieses 

Zweigs.    Die  Gleichung  I  hat  demnach ,  je  nachdem  I  — -r—  1  grösser, 

gleich  oder  kleiner  als ,  eine  negative  und  zwei  ungleiche  positive, 

oder  eine  negative  und  zwei  gleiche  positive  reelle  Wurzeln,  oder  nur  eine 
negative  reelle  Wurzel. 

Da  auch  hier  II*  aus  I*  durch  Umdrehung  der  letztern  Curve  um  die 
|-Axc  entsteht,  so  hat  die  Gleichung  II  offenbar  immer  nur  Eine  negative 
reelle  AVurzel. 

Die  Curve  III*  hat  jetzt  folgende  Gestalt, 


wo  der  rechte  Zweig  dem  linken  der  vorigen  Figur,  der  linke  dem  rechten 
derselben,  beide  in  umgekehrter  Lage  (um  die  |-Axe  um  180*^  gedreht), 
entspricht.  Es  hat  daher  die  Gleichung  III  immer  nur  Eine  positive  reelle 
Wurzel. 

Lässt  man  die  Ebene  dieser  Figur  eine  Drehung  von  180°  um  die  |-Axe 
machen,  so  erhält  man  die  Curve  IV*.  Es  folgt  daher,  wie  zuvor,  dass  die 

Gleichung  IV,  je  nachdem  (-  -tt"  )  grösaet ,  g\e\c\i^  oöi^x  VX^vaftx  ^^^ 


8  M.  W.  DuoBisCH. 


-^x  ~v  --  -    .    — -^     -'  ^>^^  . 


-,  zwei  negative  ungleiche  und  eiue  positive,  oder  zwei  negative  gleiche 


m'^  n 


reelle  Wurzeln  und  eine  positive,  oder  nur  P^ine  positive  reelle  Wurzel  hat. 
Das  Gesainnitresultat  ist  also  der  Satz:  Wenn  in  den  Gleichun- 

I  M  5„  • 


gen  I  bis  IV  sowohl  m'\'n  als  m  ungerade  ist,  so  haben    Jr-irJ.je 

(a     \"«4-"  .6" 
)           grösser,    gleich    oder    kleiner  als        — 

(negative)        ,  .  ,    .    ,      ipositivei       , 

resp.  eine/  .    .         >undzweiungleicne<  .      Sodereinc 

/positive  I  jnegative) 

inegativei  ,  •      i    •    i        (positive    i 

<  .    .         \    u  n  d  z  w  e  1  g  le  1  c  h  e    /  ^  .        >     reelle    Wurzeln, 

{positive   \  jnegativoi 

oder  nur  Eine   )  .   .         >   reelleWurzel.     DieGlcichungen 

I  positive    j 

^  <    1     i  •  i:.-         I  negative  i  n      w  i 

„-.>   haben   immer  nur  Eine  l  ,    ,         )   reelle  Wurzel, 

illlj  I  positive   I 

O. 

Sei  viertens  m  +  n  ungerade  und  m  gerade. 

Die  Gestalt  der  Curve  I*  erhält  man  hier  aus  der  ersten  Figur  des 
vorigen  Artikels ,  wenn  man  wieder  den  linken  Zweig  eine  Drehung  von 
180^  um  die|-Axe  machen  lässt.  Die  Gleichung  (I)  hat  daher  unter  den 
schon  mehrfach  wiederholten  Bedingungen  resp.  eine  negative  und  zwei 
ungleiche  positive,  oder  eine  negative  und  zwei  gleiche  positive  reelle 
Wurzeln,  oder  nur  Eine  negative  reelle  Wurzel. 

Die  Drehung  von  180°  der  Curve  I*  um  die  |- Axe  giebt  die  Gestalt 
von  II*,  aus  der  unmittelbar  folgt,  dass  die  Gleichung  II  immer  nur  Eine 
negative  reelle  Wurzel  hat. 

Die  Gestalt  der  Curve  III*  ergiebt  sich  aus  der  zweiten  Figur  des 
vorigen  Artikels  durch  Drehung  von  180°  des  linken  Zweigs  um  die  |-Axe. 
Hieraus  folgt,  dass  unter  den  nämlichen  Bedingungen  wie  zuvor  die  Glei- 
chung m  resp.  zwei  ungleiche  negative  und  eine  positive,  oder  zwei  gleiche 
negative  und  eine  positive,  oder  nur  Eine  positive  reelle  Wurzel  hat. 

Lässt  man  die  Ebene  der  Curve  III*  wieder  eine  Drehung  von  180° 
um  die  |-Axe  machen,  so  erhält  man  die  Gestalt  der  Curve  IV*.  Sie  er- 
giebt, dass  die  Gleichung  IV  immer  nur  Eine  positive  Wurzel  hat. 

Das  Gesammtergebniss  ist  also  hier  der  Satz  :Wenn  in  denGleichun- 

genrbisIVm+«  ungeradeundmgeradeist,s"ohaben  |jyy>»  je 

(^      \wi-fn 
— ; — )  grösser,  oder   gleich,    oder  kleiner    als 

m  +  n/  ^ 


.        (negative)  .  ,    .    ,       (positive 

-:;r-är/ ^ö-^/?.  Ö//IÖ  /  >  und  zwei  ungleiche  J*^ 

"^  ^^  (positive  j  ^  ^negative 
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f^-^  ^-^^  •■•*•.•%•  ./•-»^.^•-^•-^-•-•^^-^••^^s^-^  «^„•^^•••^  ^  •, 


oder  e 


iuegativci         ,  .      ,.,       (positive)         ,,    „r 

°.    .        )undzweigleicüe/  .      >reelleVVur- 

positive  j  hiegativei 

^  1  T^ .        (negative  )         ,,    ,,^  ,    ,^ .     ^,    .    , 

zeln,  odernurlliiue  <  ..         f  reelle  Wurzel.  DieGleichun- 

I  positive    I 

!II  J  ,     .         .  T^.         (negative)  ,,     „^  , 

___>nabenimmer  nurEiine  /       ^ ,   .         >  reelle  Wurzel. 
IV  j  jpositive  ) 

6. 
Aus  den  in  den  Art.  2 — .5  gewonnenen  Resultaten  können  wir  weiter 

(^       \  m-f-fi 
— — —  1  =  [«], 

b^  m  *  *     •     (gerades      )        .       ,       ,    (2i       )      .    (gerades     j 

--  =  [6]  gesetzt,  ein  / °  )  m  +  w  durch  ^^  .  .     >,  ein/*'  , 

jf^mj^n       Ljö  Jungeradesi  )2i  +  ir        jungeradesj 

( 2A:  ) 

m  durch   J     ,    .    _  >  bezeichnet  ist ,  und  unter  den  Wurzeln  immer  nur  die 
(2it  +  I( 

reellen  zu  verstehen  sind. 

J)  Eine  dreigliedri||j9  algebraische  Gleichung  hat  keine  Wurzeln: 
Ä)  wenn  sie  von  der  Form  a:^*  +  ^«0:**+  6  =  0; 
B)  oder  von  einer  der  Formen 

o:'^«— Yia:**  +  6  =  0,     a:^»' +  «a'2^  +  i  +  6  —  0, 

in  beiden  Fällen  aber  \a\  <  [6]  ist. 

2)  Eine  dreigliedrige  algebraische  Gleichung  hat  nur  eine  positive 
Wurzel : 

Ä)  wenn  sie  von  einer  der  Formen 

a:2«+i  +  ^^2*+i_6  =  0,     .r^i+i  —  ao;**— 6  =  0; 

ß)  wenn  sie  von  einer  der  Formen 

a:2'-fi_aa'2*+i  _6  =  o,     a:2«+i  +  aa:^*  — 6  =  0, 

uud  in  beiden  Fällen  \d\  <  [6]  ist. 

3)  Eine  solche  Gleichung  hat  nur  eine  negative  Wurzel: 
Ä)  wenn  ihre  Form 

.r^'+i  +  0x2*^  +  »  +  6  =  0,    oder   a:*'+»  +  «0;^*  +  6  =  0; 
ß)  wenn  ihre  Form 

a:2i+i— aa;*^'^+i +  ^r:^0,    oder    a:'^'+«  -  «^r^*  +  6  =  0, 
und  in  beiden  Fällen  [a]  <  [6]  ist. 

{^Ipiclie        i 
,    .    ,     >positive  Wur- 
ungleichei 

zeln ,  wenn  ihre  Form  a:'*  —  «a:^*+  '  +  6  =  0,  und  [a]  >  [6].  * 

f^if^iciie        J 
,    .    1     >  negative  Wurzeln,  wenn  ihre 
ungleiche! 

Form  x^'  +  fla:'^*+>  +6  =  0,  und  [a]  ^  [6]. 

6)  Dieselbe  hat  zwei  gleiche  und  entg^^^w^^^^'v.'LN.^^'^'t''*^'^^ 

wenn  ihre  Form  a:^*  +  ax*^^  —  6=0. 
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7)  Sic  hat  zwei  ungleiche  uiul  entgegengesetzte  Wurzehi , 
wenn  ihre  Form  a -*  jr  a.i'^''-^ '  —  6  =  0. 

8)  Eine  solche  Gleichung  hat  eine  negative  und  zwei  J^       .     . 

lungleichei 

positive  Wurzeln,  wenn  ihre  Form 

a;2'+i -.  ax*"+'  +  6  =  0,    oder    x'^'+^  —  dx'*^  +  b  =  0, 

und  in  beiden  Fällen  [a]  >  [/>]. 

!*•*  l  c  i  c  h  e       i 
^       ,    .    ,     \  n  c  ir  a- 
ungleichej        ^ 

tive  Wurzeln,  wenn  ihre  Form 

xi'+^  —ax^^-^^  —  b  —  0,    oder   a;*'+'  +  a.r*^^' —  6  =  0, 
und  in  beiden  Fällen  [a]  ^[h^ 

,  .    j  >     Paare    gleicher     und 

verschiedene  I  " 

entgegengesetzter  Wurzeln,  wenn  ihre  Form 

a:^*  — «0:2*  + ft  =  0,   und    [a]^[b]. 

Da  nun  dies  alle  möglichen  Fälle  sind,  in  denen  eine  dreigliedrige  al- 
gebraische Gleichung  reelle  Wurzeln  haben  ^^ann,  so  erhellt,  dass  ihr  nie 
mehr   als  drei  ungleiche  reelle  Wurzeln  zukommen,  von  denen  im- 

j  positiv   )         ,  .   (negativ)     .    ,'        j    .  .        . 

/^        .     >   und   zwei  <        .  .      \  sind,  und  dass  wenn  sie  vier 
I  negativ  i  |  positiv   | 

reelle  Wurzeln  hat,  diese  entweder  sämmtlich  dem  absoluten  Werthe  nach 

gleich  und  paarweise  entgegengesetzt  sein,  oder  aus  zwei  verschiedenen 

Paaren  gleicher  und  entgegengesetzter  Werthe  bestehen  .müssen.     Ist  in 

dem    ersten    Falle    der    absolute    Werth    der    vier    Wurzeln    a,    so    hat 

a;^*  —  rta;^*  +  b  den  Factor  (.t* —  «*)*.    Sind  im  andern  Falle  die  beiden 

verschiedenen  Werthe  a  und  /3,  so  hat  x^*  —  ax'^^  -|-  b  den  Factor  {x*  —  a*) 

(o:*  —  /3*) ,  und  muss  im  ersten  Falle  [a]  =  [b] ,  im  zweiten  \a]  >  [b]  sein. 

7. 

.Specialisiren  wir  diese  Sätze  für  die  cubischen  und  biquadratischen 
dreigliedrigen  Gleichungen,  so  ergeben  sich  folgende  Bestimmungen: 

I)  Eine  dreigliedrige  cubische  Gleichung  hat 

j)  nur  eine  positive  Wurzel, 

wenn  ihre  Form       a:'  +  aa:  —  6=0,  oder  x^  —  acc*  —  6=^0; 
oder  wenn  dieselbe  x^  —ax  +  b  =0,  und  4rt'<  276*; 
oder  wenn  sie  a;' -|- «a:*  — 6  =  0,  und  4«^<276. 

2)   Sie  hat  nur  eine  negatiye  Wurzel, 

wenn  ihre  Form       oc^  +  ax  +  6=0,  oder  x^  +  «o:*  +  6  =  0; 
oäoT  wenn  dieselbe  x^  —  ax  —  6  =  0,  und  4«'  <  276'; 
oder  wenn  sie  a:'  —  «.r*+  6.=  0,  und  4a'  <^276. 


mer  eine 
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a\    c-      1    *       •  .•  1  •    (  gleiche       ) 

3)  Sie   hat    ciue  negative   und   zwei  <  ,    .    i      >     positive 

Jungleichei 

Wurzeln, 

wenn  ihre  Form  ;i-'    -  ux  +  ^  =  0,  und  4«'  5  27^*; 
oder  wenn  sie       x^  -  -■  a  »t*  -f-  ^  =:^  0 ,  und  4a^  ;>  'J?  ^. 

i\    tj-     1    4      •  •*•  1  •    (gleiche       J  • 

4)  öie  hat   eine   positive   und   zwei   l  .    .    ,      >    negative 

iungleichei 

Wurzeln, 

wenn  ihre  Form  a*  —  ax  —  ^  =  0,  und  4<i'  ^27^*; 
oder  wenn  sie      a'  +  ax^ —  b  =  0,  und  4«'  ^  27 b. 

II)   Eine  dreigliedrige  biquadratische  Gleichung  hat 

1)  keine  reelle  Wurzeln, 

wenn  ihre  Form       x*  +  ax^  +.6  =  0; 
oder  wenn  dieselbe  x*  —  «a*  +  ^  ==  0,  und  (i^  <C.  4// ; 
oder  wenn  sie  x*  +  «a*  +  ^  =  0,  und  27«*<;  256 <^>; 

oder  wenn  sie  x"*  +  ax  +  b  =  0y  und  27rt*<  2566*. 

2)  Sie  hat  zwei  <°       ,    .    ,      >  positive  Wurzeln, 

.jungleichej^ 

wenn  ihre  Form  x*  —  «  a'  +  6  =  0 ,  und  27  «*  >  256  6 ; 
oder  dieselbe        x*  —  ei  a;  +6  =  0,  und  27  «*  >  2566^. 

X   «.    1  .    (  gleiche       J  . .       -.tt        i 

3)  Sie  hat  zwei   <°       ,    .    ,     \  negative  Wurzeln, 

I  ungleiche! 

wenn  ihre  Form       a;*  +  öo:^  +  6  =  0,  und  27a*  ^2566; 
oder  wenn  dieselbe  x*  +  ax  +6  =  0,  und  27 a*  ^  256 6'. 

4)  Sie  hat  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Wurzeln, 

wenn  ihre  Form     x^ +  ax*  —  6  =  0; 

5)  Sie  hat  zwei  ungleiche  und  entgegengesetzte  Wurzeln, 

wenn  ihre  Form     oc^  +  ax*  —  6=0, 
oder  x^  ^ax — 6  =  0. 

6)  Sie  hat  zwei   \^  ,.,         >  Paare   gleicher  und    ent 

jverschiedenei 

gegengesetzter  Wurzeln, 

wenn  ihre  Form     x*'  —  aa^  +  6  =  0  und  a*  ^  46. 

8. 

Haben  in  der  dreigliedrigen  Gleichung 

0;'"+"  +  ax'^'+  6  =  0, 

;n  der  alle  vier  Combinationen  der  Zeichen  zulässig  sind,  die  p]xponenten 
m  +  w  und  m  einen  gemeinsamen  Factor  k ,  so  das»  m  =  k  \ji  \\\\^  m  -V  "«v 
zsiA'lft-hr),  80  sind  die  reoUon  Wurzeln  dieser  G\eic\\uiv^  nv^w  ^^\^^^^i^^ 
Zahl  and  denselbeü  Vorzeichen  wie  die  der  niedrigeren 
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•■  -•  ^-  X*  *-^- 


wofern  k  eine  ungerade  Zalil  ist.  Denn  es  sind  dann  offenbar  m  und  fi, 
m+«  und  fi -h  V  immer  zugleich  gerade  oder  ungerade,  und  es  reducirt 
sich  das  in  den  Sätzen  Art.  2  —  5  vorkommende  Unterscheidungszeichen 
der  Wurzeln 

6" 


\m  +  ///  < 


auf 


\H+  v) 


Dies  ergiebt  sich  auch  auf  folgende  Weise.     Da  dann  die  gegebene  Glei- 
chung die  Form 

oder,  wenn  a:*  =  z  gesetzt  wird ,'  die  Form 

hat,  so  sind,  wenn  die  reellen  und  imaginären. Wurzeln  dieser  letzteren 

k  k  k 
Gleichung  z  =  a,  j5,  y,  .  . . . ,  die  der  gegebenen  x  =  f^,  j/ß^^  j/y^  .  .  .  . , 
wo  jedem  reellen  Werth  von  z  ein,  aber  auch  nur  ein  reeller  Werth  von  x 
mit  demselben  Vorzeichen  entspricht.  Haben  also  die  Exponenten  der  ge- 
gebenen Gleichung  einen  gemeinsamen  ungeraden  Factor  Ar,  so  kann 
man  sie  durch  Division  mit  k  verkleinern  und  erhält  eine  niedrigere  Glei- 
chung, die  ebensoviel  reelle  Wurzeln  mit  denselben  Vorzeichen  hat  wie  die 
gegebene.  Ist  dagegen  k  gerade,  folglich  auch  immer  m  und  m  •}-  n  ge- 
rade, so  können  fi  und  fi  +  v  resp.  gerade  und  ungerade,  oder  ungerade 
und  gerade ,  oder  ungerade  und  ungerade  sein ,  und  ist  eine  solche  Reduc- 
tion  des  Grades  der  gegebenen  Gleichung  wie  für  ein  gerades  k  nicht 
zulässig. 

9. 

Die  Betrachtung  derselben  Curven,  welche  auf  die  Kennzeichen  der 
reellen  Wurzeln  führten,  giebt  auch  in  den  Fällen,  wo  die  dreigliedrigen 
Gleichungen  ein  oder  zwei  Paare  gleicher  reeller  Wurzeln  haben,  diese 
Wurzeln  selbst.     Denn  da  die  Abscisscn  der  Minimalpunkte  der  Curven, 

denen  die  gleichen  Wurzeln  entsprechen,  durch  |  =  i  ( — P+"  gegeben 

sind  ,  wo ,  wenn  m  +  n  gerade ,  sowohl  +  als  — ,  wenn  w  +  w  aber  unge- 

_j 

rade,  nur  eins- von  beiden  gilt,  und  a:  =  fe'"+''|,  so  sind  die  gleichen  Wur- 
zeln immer  von  der  Form  • 

I 


a: 


—  +  /^y+n 


I 
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Hiemach  hat  nun 

1)  nach  Art.  2,  die  Gleichung  ir"*+"  —  «.r "•  +  '^  ==^  ^i  wenn  m  +  n  und 

I 

m  £cerade  'und  I  — ; —  1         = ,  sowohl  die  Wurzel  1 j    ^      als    die 

^  \m  +  n)  m'^n*'  \  ti  / 

(  I 
j'»+«  (Joppelt. 

2)  Nach  Art.  3  hat  die  Gleichung  a:*"+'*  +  «.r*"  +  ft  =r=  o,  wenn  ;w+w 

•  I 

—  -.—  )        =-T— --,  die  Wurzel +( —  ] 
m  +  fi/  m"*tt^  —\  ti  / 

doppelt,  wo  das  obere  Zeichen  auf  das  obere  in  der  Gleicliung,  das  untere 

auf  das  untere  derselben  zu  beziehen  ist. 

3)  Nach  Art.  4  hat  die  Gleichung  a:"*+"  —  ax"*  +  ft  =  0,  wenn  w  +  w 

—  ■  —  )         = ,  die  Wurzel  +  |  —  j  '«-^« 

doppelt,  wo  von  den  Vorzeichen  dasselbe  wie  unter  2  gilt. 

4)  Nach  Art.  5  hat  die  Gleichung  0:*"+"  f  ax"*  +h  =  Oy  in  der  die 
oberen  Zeichen  mit  den  oberen,  die  unteren  mit  den  unteren  zu  verbinden 

— ; — 1         = .die 

Wurzel    +  ( V'»+"  doppelt,   wo   von   den  Zeichen   dasselbe    gilt  wie 

zuvor. 

In  allen  diesen  vier  Sätzen  kann  auch  wegen  der  ihnen  gemeinschaft- 


lichen Bedingung  (— ^)    •     =^;;^^  ^^^^K^)""*^"   ^®^^*''*  '^^'''^^" 

Wenden  wir  diese  Sätze  auf  die  cubischen  und  biquadratischen  Glei- 
chungen an ,  so  hat  die  Gleichung 

a^  —  ax  +  b  =  0, 
wenn    4«'  =  276*,    die    Wurzel    +  7^  —  doppelt,  ihr  linker  Theil  daher 
den  Divisorf  a-  +  7/  -— j  .  Dieser  giebt  den  Quotienten  ^  +  27/  --  ,  mithin 


ist  die  dritte  Wurzel  +  2 


/l 


Die  Gleichungen 

^r*       ax'+b  =  0  und  a*  +  a  a*  —  b  =:=  Q 
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2  rt                  2  ^/ 
haben,  womi  4«'=— 27/^,  resp.  die  Wurzel  -7-  uiul —  doppelt,  wodurch 

sich  als  dritte  Wurzel  resp. und   —  findet. 

Die  Gleichung 

3 /- 
hat ,  wenn  27ri*  =  256/',  die  Wurzel  +  7/    -    doppelt,    daher    ihr    linker 

ic  +  7/    —  )  ,  welcher  den  Quotienten  a**  +  2.r  T/  — 

+  |7/  —  giebt.    Wird  derselbe  =0  gesetzt,  so  erhHlt  man  für  die  noch 

übrigen    beiden    Wurzeln,   je    nachdem   das   obere    oder    untere    Zeichen 
gilt,  resp. 

Die  Gleichung 

Ä'*  +  aa'  +6  =  0 

hat,  wenn  27 «^  =  256 6,  die  Wurzel  +  —  doppelt,  mithin  ihr  linker  Theil 

den  Divisor  {x  +  ^a)*»  welcher  den  Quotienten  ic'  +  \ax  -{-  i'^«'  giebt, 
aus  dem  man  für  die  übrigen  beiden  Wurzeln  erhält,  je  nachdem  das  obere 

oder  untere  Zeichen  gilt, 

/     

—  i«  (1+^2.  Y—  I)  oder  l-a  (l  +  ]/l .  )/—  l). 

Die  Gleichung 

a**  —  rt  a:'  +  6  =  0 

endlich  hat ,  wenn  a^  z=4:h,  die  Wurzeln  +  7/  —  doppelt. 

10. 

Dieselben  Curven  bestimmen  endlich  auch  in  den  Fällen,  wo  die  Glei- 
chung nur  einfache  reelle  Wurzeln,  oder  eine  solche  neben  zwei  gleichen 
Wurzeln  hat,  die  Grenzen,  zwischen  denen  diese  Wurzeln  liegen,  die  sich 
dann  für  beliebig  gegebene  numerische  Wertlie  von  a  und  b  nach  den  be- 
kannten Näherungsmethoden  berechnen  lassen.  Ueberall  nämlich,  wo  jene 
Curven  einen  Minimalpunkt  in  Bezug  auf  die  £-Axe  haben,  liegt  dieser 
zwischen  den  Durchschnitten  der  der  $-Axe  parallelen  Geraden,  deren 
Abscissen  den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  entsprechen.  Es  ist  daher 
von  diesen  Abscissen  immer  die  eine  kleiner,  die  andere  grösser  als  die 

Abscisse  des  Minimalpunktes,  welche  =  +  (  _\m-^n^  wo,  je  nachdem  w+w 
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.*^   '    -    -.-    '  ^  .r- ,^  ^  ^ ^ 


j^foratlo-odor  nngoradc,  entwoder  sowold  +  äIs  —  oder  nur  eines  von  bei- 

den  gilt.  Folglich  lasst  sich,  da  x  :rr=  //"»  +  " ^^  immer  ein  Werth  von  x  an- 
•»eben,  der  die  dann  vorhandenen  zwei  reellen  Wurzeln  trennt.  Haben  die 
(.^irven  kein  Minimum,  so  schneiden  sie  die  ^- Axe  in  zwei  Tunkten,  deren 
Abscissen  =  +  1.   Es  liegt  daher  die  entsi)rcchende  Wurzel  der  Gleichung 


entweder  über  oder  unter  dem  Grenzwerth  +  b*"'^".    Wenden  wir  dies  auf 
die  in  Art.  2  bis  5  betrachteten  vier  Hauptfälle  an,  so  ergiebt  sich  Folgendes. 

1)  Sei  m  +  n  und  m  gerade  (Art.  2).     Hat  dann  die  Gleichung  I  zwei 
verschiedene  Paare  gleicher  und  entgegengesetzter  Wurzeln,  so  liegt 

das    eine   Paar    zwischen   0   und   +  ( j'"       »     das     andere    zwischen 

Die  GleicUung  II  hat  hier  keine  reellen  Wurzeln. 

Die  Gleichungen  III  und  IV  aber  haben  immer  zwei  gleiche  und  ent- 

I 
gegengesetzte  Wurzeln  zwischen  0  und  +  6"*+". 

2)  Sei  m  -f-  ;i  gerade  und  m  ungerade  (Art.  3).     Haben  hier-  die  Glei- 

cliuiigren  <„>    zwei  ungleiche    )  ^         .       >  Wurzeln,  so  liegt  die  eine  zwi- 
jllj  /  negative  j 

geben  0  und  +  ( j'»+«^  jj^  andre  zwischen  +  ( r'»+"  y^j^j  j.  rx)^ 

Die    Gleichungen    (  ^^^  >  haben  hier  immer  «ine    J^        .      (     Wurzel 

j  IV  J  I  negative  | 

.     ,  -     .    ,— rr      1    .       (negative)        .    ,        , — ; —      . 

zwischen  0   und   +  6"*+"  und  eine  <        .  .       >  zwischen  +  />'"+'»  und  +  ao. 

—  I  positive  i 

3)  Sei  m  +  n  und  m  ungerade  (Art.  4).    Die  Gleichungen  )     (  haben 

hier    immer    eine   <        .  .        >    Wurzel  zwischen  +  b**'+^  und  +  QO. 

I  positive   I 

Ilaben  sie  überdies  zwei  ungleiche  M         .      }  Wurzeln,    so   liegren 

^  )  negative  (  '  ° 

dioso  zwischen  0  und  +  ( W+'»  ^nd  zwischen   +  ( — j««+'»  ^^^^  j.  ^^ 

Die  Gleichungen  <ttt>  haben  hier  immer  nur  Eine  <     *'.         >  Wur- 

JIHJ  I  positive  ) 

I 
zo,l  zwischen  0  und  +  //"+". 

4)  Sei  m  +  w  ungerade  und  m  gerade  (Art.  •>).   Y)\e  (i\o\Q\\\\\v^c^\v  \     V 
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haben  hier  immer  eine  <        .  .        >  Wurzel  zwischen  0  und    +  //*"+".  Ha- 

I  positive   ( 

ben  sie  überdies  zwei  ungleiche  )  ^        ,      \  Wurzeln,  so  liegen  diese  zwi- 

I  negative  |  ^ 

sehen  0  und  +  T— V^^""  und  zwischen  +  ^^ V+"  und  +  oo. 

Die  Gleichungen  \      )   haben  hier  immer  nur  Eine  )  )  Wur- 

I IVJ  i  positive  i 

zel  zwischen    +  ^'"+«  und  +  oo. 

AVenden  wir  auch  diese  Sätze  auf  die  cubischen  und   biquadratischeii 
Gleichungen  an,  so  findet  sich  Folgendes. 
Die  Gleichung 

.r'  —  a  or  +  A  =  0 

1    .  .  .       ( negative  i  _,^        ,        ,    ,        —  "/-t-        ,    —  ,      ,. 

hat  immer  eine  <        .  .       >  Wurzel  zwischen  4-  V  o    und    4:  oc  :    überdies 

I  positive  j  '^  ' 

aber,   wenn  4r/*>27^*,   eine  )^        .      >  Wurzel  zwischen  0  und  +  1/  JL 

)  negative  j  A       2 

und  eine  zweite  zwischen  ^1/  —   und   Hh  QO. 
Die  Gleichung 

hat  immer  nur  Eine    J        .  .       >  Wurzel  zwischen  0  und  +  j/  /> . 

I  positive  j  ' 

Die  Gleichung 

.r'  +  rt  a-*  +  />  =  0, 

wo  die  oberen  Zeichen  mit  den  unteren  nicht  zu  combiniren  sind,  hat  im- 
mer eine  <        .  .       >  Wurzel  zwischen  0  und  +  l//>  ;  überdies  aber,  wenn 
J  positive  j 

4«'  >  27^,    eine    <  '^        .      >  Wurzel  zwischen  0  und  +  ]/  ^b     und    eine 

I  negative  j  -  — 

• 

zweite  zwischen  +j/ 2b  und  +  oo. 

Die  Gleichung 

a^  +  a  X  +  b  :=rz  0, 

wo  ebenfalls  die  oberen  Zeichen  mit  den  unteren  nicht  zu  combiniren  sind, 

hat  immer  nur  Eine  )        .  .        >  Wurzel  zwischen  +  j/fr  und  +  oo. 

I  positive   j 

Die  Gleichung 

00*  +  ax  +  b=zO 


hat. 


wenn 


27n*;>2o6b^,  eine  )  ^^^*  \^®  (  Wurzel  zwischen  0  und  +  7/ — 

inegativej  f     3 
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und  eine  zweite  zwischen  +  ']/  —  wnd  +  oo. 

Die  Gleichung 

x^  4^  f/  a;  —  6  =  0 

hat  iniuier  eine  <  .      '    Wurzel    zwischtMi   0'  und    -f  //  U      und      eine 

I  negative  |  — 

negative   )        .     .        "V —       .  

.  .         >  zwischen  +  V  b   und  +  OO. 
positive     I 

Die  Gleichung 

X*  +  ax^  +  6  =  0 

hat,  wenn  27(i*  >  2666,  eine    )  ^         .       >  Wurzel  zwischen  0  und  +  ]/  dh 

I  negative  j  —  ' 

4  

und   eine  zweite  zwischen   +  ^36  und  +  oo. 

Dio  Gleichung 

x*  +  ax^  —  6  ~=  0 

hat  immer  eine  )  *         .       (  Wurzel    zwischen  0  und    +  }/  b      uud    eine 

i  negative  | 

i  negative  J        .    ,  \ —       ,  

>  zwischen  •{•  V  b  und  -f  oo. 
positive    I  —  '^ 


n. 

Ueber  die  Foiismen  des  Euclid  und  deren  Divinatoren. 

Von  Dr.  M.  Cantor, 

Doceiit  an  der  Universität  Heidelberg. 


Wenn  bei  historischen  Untersuchungen  von  e  iner  Verschiedenheit  der 
Schwierigkeiten  gesprochen  werden  kann,  so  gehören  sicher  die  Forschun- 
gen zu  den  feinsten,  bei  denen  es  sich  um  die  Wiederherstellung  verloren 
gegangener  Werke  aus  mehr  oder  minder  sparsamen  Kosten  handelt ,  und 
wo  es  folglich  mehr  als  bei  irgend  einer  anderen  Arbeit  nöthig  ist ,  sich  so 
in  den  Geist  des  Autors  zu  versetzen  und  den  wissenschaftlichen  Stand- 
punkt seines  Zeitalters  so  zu  erfassen,  dass  man  sich  mit  demselben  iden- 
tiiicirt  uud  die  Divination  des  zu  behandelnden  Werkes  mehr  eine  Produc- 
tion  als  eine  Keproduction  wird.  Daraus  erklärt  es  sich ,  dass  wenn  auch 
viele  Gelehrte  ersten  Hanges  sich  mit  solchen  Tlnt^iBUcAiuxi^^XL  \i^^^vv?lNlv£r 
teii,  doch  nur  bei  Werken  ein  Besultat  erschien,  -welcAi^a  «Ax^\i  «ä^^^^  ^^ 

Zeittchnft  f,  Mathematik  u.  Physik,   H.  "1 
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den  Forscher  selbst  befriedigen  konnte ,  theils  weil  diese  nicht  im  Stande 
gewesen  waren,  die  Grösse  der  Aufgabe  zu  bewältigen,  theils  weil  es  schon 
ein  eigenes  Studium  erfordert,  nur  ein  Urtheil  über  derartige  Versuche 
abgeben  zu  können. 

Nur  selten  gelang  es  später  noch  deutlichere  Spuren  des  Verlorenge- 
gangenen aufzufinden  und  einzig  möchte  das  Beispiel  Viviani^s  sein, 
welcher  1669  eine  Divination  des  fünften  Buches  der  Kegelschnitte  des 
Apolloniua  von  Pergä  veröffentlichte ,  die  schon  wenige  Jahre  später  ihre 
glänzende  Bestätigung  in  dem  arabischen  Manuscripte  fand ,  welches  durch 
den  Mönch  Golius  aus  dem  Oriente  mitgebracht,  durch  Borellius  1661 
Übersetzt  wurde. 

Nicht  so  gut  ward  es  den  Wiederherstellern  sonstiger  Werke  des  Al- 
terthums,  die  in  ihren  vielmehr  schwierigen  als  dankbaren  Forschungen 
um  so  weiter  von  einander  abwichen ,  je  pflichtgetreuer  sie  sich  von  allen 
neueren  Kenntnissen  entkleidet  in  die  Natur  des  Autors  versenkt  hatten. 
Leicht  erklärlich,  hatte  doch  jeder  mit  seinen  Kenntnissen  nicht  seinen 
eigenen  Geist  abstreifen  können ,  und  dieser  ist  zu  verschieden ,  als  dass  er 
nicht  von  demselben  Standpunkte  ausgehend  je  nach  seiner  Individualität 
unzählige  Wege  einschlagen  könnte ,  einschlagen  müsste ,  so  dass  es  hier 
in  gutem  Sinne  sich  bewährt,  was  unser  grösster  deutscher  Dichter  vielleicht 
etwas  boshaft  ausspricht:  „Es  ist  der  Herren  eigner  Geist,  in  dem  die  Zei- 
ten sich  bespiegeln." 

Ein  Werk,  welches  besonders  die  Aufmerksamkeit  derer  rege  gemacht 
hat*,  die  sich  gern  dem  Reize  divinatorischer  Untersuchungen  hingaben, 
sind  die  IIoQlaiiaxa  des  Euclid,  dessen  Titel  wir  nicht  einmal  verstehen,  da 
die  Modernisirung  „  Porismen  "  {porismes)  doch  gewiss  keine  Uebersetzung 
genannt  zu  werden  verdient.  Mit  diesem  Werke  wollen  wir  uns  nun  auch 
einigermassen  beschäftigen,  indem  wir  erstens  die  Ueberreste  aus  alter  Zeit 
'  angeben ,  von  denen  bei  der  Divination  Gebrauch  gemacht  werden  muss. 
Zweitens  nennen  wir  in  chronologischer  Reihenfolge  die  Forschungen ,  die 
in  dieser  Beziehung  angestellt  worden  sind.  Drittens  werden  wir  versuchen, 
die  Hauptansichten  zusammenzustellen  und  einer  Prüfung  zu  unterwerfen. 

L  Von  dem  Material  zur  Wiederherstellung  der  Porismen 

des  Euclid. 

Dieses  Material  selbst  ist  Nichts  weniger  als  gleichartig.  Es  besteht 
nämlich  ausser  in  solchen  Stellen,  die  sich  speciell  auf  die  Porismen  des 
Euclid  beziehen ,  auch  noch  in  solchen ,  wo  von  Porismen  im  Allgemeinen, 
oder  gar  von  Werken  anderer  Mathematiker  die  Rede  ist,  welche  denselben 
Titel  führten,  aber  höchst  wahrscheinlich  einen  ganz  anderen  Sinn  mit  die- 
sem Worte  verbanden ,  welches  im  Laufe  der  vielen  Jahrhunderte ,  durch 
die  es  sich  zieht,  mehrfach  die  Bedeutung  gewechselt  zu  haben  scheint. 

Ist  nämlich  auch  die  Abstammung  von  no^lio  —  auf  den  Weg  bringen, 
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unzweifelhaft  und  damit  der  Zusammenhang  mit  nslgca^  mit  Pore,  aber 
aach  mit  parare  gegeben,  so  ist  das  Wort  selbst  doch  nur  bei  wenigen  weit 
aaseinauder  liegenden  Schriftstellern  im  Gebrauche ,  und  zwar  fast  nur  bei 
Mathematikern.  Es  bedeutet  dann  in  den  bei  Weitem  häufigsten  Fällen, 
wo  es  als  Ueberschrift  einzelner  Sätze  erscheint  (in  den  Elementen  des 
£uclid  wie  bei  späteren  Autoren)  einen  solchen  Satz ,  den  wir  uns  neben- 
bei erwerben,  der  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  ohne  einer 
neuen  strengeren  Herleitung  zu  bedürfen;  also  das  was  man* einen  Zusatz, 
ein  Corollarium  zu  nennen  pflegt.  Herr  Ter  quem  behauptet  zwar 
{Liouviliej  Journal  des  maihemaiiques  XXI,  J94)  nogiCfia  als  Magazin  bei  Xe- 
nophon  gefunden  zu  haben.  Da  er  indessen  keine  Stelle  anführt ,  so  möch- 
ten wir  fast  an  einen  Irrthum  glauben,  indem  das  Wort  weder  in  dem  vierbän- 
digen Lexicon  Xenophonieum ,  cd,  Slurzius,  Lipsiae  1801  —  1804  überhaupt 
vorkommt,  noch  auch  in  dem  grossen  Thesaurus  Graecae  linguae,  T,  6,  Paris 
1842  —  47  dieser  Autor  citirt  ist.  Wäre  aber  selbst  jene  Angabe  richtig  und 
dürfte  daraus  der  Schluss  gezogen  werden ,  Euclid  habe  seine  Schrift  etwa 
y,  Magazin  geometrischer  Sätze*'  nennen  wollen,  so  würde  dadurch  doch 
Nichts  für  die  Bestimmung  des  Inhaltes  jenes  Werkes  gewonnen  sein. 

Für  diesen  Zweck  sind  die  MaOfjfianxm  awaycoYal  des  Pappus  am 
wichtigsten.  Von  diesem  bedeutenden  Werke  aus  der  Mitte  des  4ten  Jahr- 
banderts  (also  etwa  6bO  Jahre  nach  Euclid  geschrieben)  existiren  zwar  auch 
keine  ganz  vollständigen  Manuscripte,  indem  die  beiden  ersten  Bücher  fast 
ganz  verloren  gegangen  sind ;  doch  ist  das  7.  Buch  unversehrt  erhalten, 
welches  das  einzige  ist,  das  uns  hier  intcressirt.  Die  Einleitung  zu  diesem 
7ten  Buche  nämlich  ist  sowohl  bei  Halley,  Apöllonü  Pcrgaei  de  sectione  ratio- 
niSy  in  8^  Oxoniae  1706  im  Urtexte  abgedruckt,  als  auch  nach  Vergleichung 
der  Manuscripte  Nr.  2368  und  2440  der  kaiserlichen  Bibliothek  zu  Paris  in 
einem  bald  näher  zu  erwähnenden  Aufsatze  des  Herrn  Breton  (de  C)iamp) 
in  Liouville^s  Journal  XX,  211;  während  die  lateinische  Uebersetzung  des 
3.  bis  8.  Buches  unter  dem  Namen  CollecUones  mathematicae  von  Oomman- 
dinus  besorgt,  in  mehreren  Ausgaben  existirt,  von  welchen  uns  diejenige 
vorliegt,  welche  Pisauri  1602  erschien.  In  dieser  Einleitung  werden  ver- 
schiedene Schriften  älterer  Mathematiker  näher  charakterisirt,  welche  über 
die  Elemente  sich  erhoben,  und  so  ist  auch  von  den  Porismen  etwas  aus- 
führlicher die  Rede.  In  einer  deutschen  Uebersetzung  lautet  der  dahin  zie- 
lende Abschnitt  etwa  folgend  er  massen : 

„Nach  den  „Berührungen*^  kommen  die  3  Bücher  „ Porismen '*  des 
£aclid,  in  vielen  Beziehungen  die  kunstreichste  Sammlung  zur  Auflösung 
schwieriger  Probleme  und  ganzer  Klassen  von  Sätzen ,  wie  sie  die  Natur 
in  anbegrenzter  Weise  darbietet.  Zu  dem,  was  Euclid  zuerst  schrieb, 
wurde  auch  Nichts  hinzugefügt,  als  dass  einige  ungeschickte  Meu&akew.  m^t 
und  an  einigen  wenigen  der;9eiben  zweite  Lesarten  (J&ivxlQciq  *|^0L^«>•i^  ^^^'^~ 
hrAcbten.  Dean  jedes  Forisma  kann  zwwr  in  der  üeü^j^  uÄidDL  Xi^^^^^'^^^^ 
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Darstellungsweisen  angegeben  werden,  aber  Euclid  gab  immer  nur  eine 
und  diese  nur  sebr  angedeutet  (ti^V  iidktata  vni(iq>alvovaav)»  Sie  bieten 
eine  feine,  natürliche,  nothwendige  und  allgemeinere  Theorie  dar,  voller 
Annehmlichkeit  für  die,  welche  sehen  und  finden  {noQiiBiv)  können.  Sie  ha- 
ben alle  weder  den  Anschein  von  Lehrsätzen  noch  von  Aufgaben ,  sondern 
von  einer  Gattung,  die  sich  etwa  in  der  Mitte  hält,  sodass  der  Ausdruck 
derselben  in  die  Form  von  Lehrsätzen  und  von  Aufgaben  gebracht  werden 
kann.  Aus  diesem  Grunde  haben  viele  Mathematiker,  die  nur  auf  die  Form 
des  Ausdruckes  sahen ,  sie  bald  zu  den  Lehrsätzen ,  bald  zu  den  Aufgaben 
zählen  wollen.  Dass  die  Alten  den  Unterschied  der  drei  Gattungen  besser 
kannten,  zeigt  sich  aus  den  Definitionen.  Denn  sie  nannten  den  Ausspruch 
einen  Lehrsatz ,  wenn  es  sich  um  den  Nachweis  {asioiit^iv)  des  Ausgespro- 
chenen handelte ;  eine  Aufgabe ,  wenn  es  sich  um  die  Constmction  (xarcr- 
OKtvi^v)  desselben  handelte;  endlich  ein  Porisma,  wenn  es  sich  um  die  Po- 
rismirung  (noQiaiiov)  desselben  handelte.  Diese  Definition  des  Porismas 
wurde  von  den  Neueren  verändert,  welche  nicht  Alles  finden  können,  son- 
dern auf  diese  „ Elemente '^  gestützt,  nur  zeigen,  dass  das,  was  gesucht 
wird^  existirt  {öeiKvvvxav  avxo  fiovov  xotJO*  oxi  iatl  ro  j^firovfitvov)  nicht 
aber  dieses  selbst  finden.  So  schrieben  sie,  obschon  durch  die  Definition 
selbst  und  das  Erlernte  widerlegt,  nach  einem  Nebenumstande  {dno  avfiße- 
ßfIKoxog):  Ein  Porisma  sei  das,  was  zur  Hypothese  eines  Ortstheorems 
fehle.  Von  dieser  Gattung  der  Porismen  sind  die  Oerter  selbst  eine  Art, 
auch  kommen  Erstere  häufig  in  dem  „aufgelösten  Orte''  vor.  Letztere 
wurden  nach  Absonderung  der  Porismen  gesammelt,  mit  Ueberschriften 
versehen  und  Überliefert,  weil  sie  von  grösserer  Reichhaltigkeit  als  die  an- 
deren Arten  waren.  Wenigstens  giebt  es  unter  den  Oertern:  ebene,  kör- 
perliche, lineare,  endlich  solche,  die  sich  auf  mittlere  Proportionalen  be- 
ziehen. Mit  den  Porismen  andererseits  ging  es  so :  der  Vordersatz  dersel- 
ben wurde  durch  die  Verdrehung  {Sta  tijv  CKoXioxtixa)  von  Vielen ,  was  in 
der  Regel  stillschweigend  verstanden  ward ,  so  beschnitten ,  dass  viele  Ma- 
thematiker nur  einzelne  Theile  auffassten  und  das  Nothwendigere  der  Be- 
deutung verkannten.'' 

Die  nun  folgende  Periode  ist  offenbar  so  verstümmelt  und  in  den  ver- 
schiedenen Uebersetzungen  so  entgegengesetzt  aufgefast,  dass  wir  es  nicht 
wagen,  eine  Interpretation  davon  zu  geben.  Doch  scheint  sie  nicht  von  be- 
deutender Wichtigkeit  zu  sein.  Im  Urtexte  lautet  sie :  IltQiXaßelv  di  noXXu 
(na  nQOxdaH  iJKiaxa  övvaxov  iv  xovxoig^  Sia  xo  xal  avxov  BjvnXtlörjv  ov 
noXXi  l|  inaaxov  Sidovg  xt^UKivai  dXXa  ÖBlYficcxog  ?vexa  noXvnXtiMotg  iv  ^ 
6Xly€c  TtQog  aQxqv,  dBÖofiirov  xov  TCQtotov  ßißXiov  xi^etntv  ofnoBidij  nag* 
ixilvov  xov  öa^tXtiSxiQov  glöovg  xmv  xonavj  tiSg  dtna  x6  nX^^og.  Darauf 
giebt  Pappus  ein  Beispiel  in  einem  Satze ,  der  der  heutigen  Theorie  der 
Trans  versa)  en  angehören  würde,  und  den  er  in  einer  Allgemeinheit  aus- 
spricbt,  welche  er  als  sein  Eigenthnm  documenÜTt ,  'weirn.  «ac\i  m\l  d^n  be- 
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schcidenen  Worten:  Auch  diese  Verallgemeinerung  sei  dem  P]uclid  wohl 
nicht  unbekannt  gewesen.  Und  endlich  erscheint  eine  Art  von  lulialtsver- 
zeichniss  der  drei  Bücher  Porisraen,  so  concis  aber  auch  so  gleicliförniig  ab- 
gefasst,  dass  wir  nicht  zweifeln  können,  es  sei  hier  eine  zum  Theil  wört- 
liche Abschrift  dessen  vorhanden ,  was  vielleicht  in  den  Ueberschriften  der 
einzelnen  Porismen  enthalten  war.  So  sind  z.  B.  alle  diese  Aussprüche 
durch  oji  eingeführt,  ohne  dass  ein  regierendes  Zeitwort  vorhergeht,  woraus 
schon  von  Herrn  Breton  (de  Cham  p)  mit  Recht  gefolgert  wurde,  es  müsse 
dies  wohl  die  canonische  Form  gewesen  sein.  Ohne  eine  Uebersetzung 
jenes  ganzen  Inhaltsverzeichnisses  zu  geben,  wollen  wir  hier  nur  Einiges 
über  das  erste  Buch  anführen ,  wo  es  heisst : 

„  Inhalt  des  Folgenden :  dass  ein  gewisser  Punkt  eine  der  Lage  nach  ge- 
gebene Grade  beschreibt;  dass  zwei  gewisse  Linien  in  gegebenem  Ver- 
hältnisse stehen;  dass  eine  gewisse  Linie  zu  einem  Abschnitte  in  gege- 
benem Verhältnisse  steht;  dass  eine  gewisse  Linie  der  Lage  nach  gege- 
ben ist;   u.  s.  w.,  u.  s.  w." 

« 

Ueberdies  enthält  das  7.  Buch  selbst  noch  38  Sätze ,  auch  fast  alle  in 
die  Theorie  der  Transversalen  einschlagend,  die  von  Pappus  als  Lemmen    ' 
zu  den  Porismen  bezeichnet  werden  und  den  Schluss  dessen  bilden,  was 
diesem  Autor  entnommen  werden  kann. 

£twa  gleichzeitig  mit  Pappus  lebte  Diophant,  dessen  Blüthezeit 
nach  Nesselmann^s  gelehrten  Untersuchungen  (Geschichte  der  Algebra 
bei  den  Griechen,  8.245 — 252)  etwa 'an  das  Ende  des  4ten  Jahrhunderts 
fällt,  wie  ihn  auch  Abulpharajus  in  die  Regierung  des  Kaisers  Julianus 
Apostlita  361 — 363  setzt.  Auch  Diophant  scheint  ein  eigenes  Werk  „Po- 
rismen *^  geschrieben  zu  haben,  welches  aber  noch  weniger  Spuren  hinter- 
lassen hat,  als  die  des  Euclid.  Nur  an  drei  Stellen,  nämlich  bei  der  3ten, 
oten  und  6ten  Aufgabe  des  V.  Buches,  citirt  Diophant  selbst  Sätze  aus 
dieser  Schrift,  welche  Nesselmann  folgendermassen  tibersetzt: 

„  Und  da  wir  in  den  Porismen  den  Satz  haben ,  dass  wenn  zwei  Zahlen 
so  beschaifen  sind,  dass  sowohl  jede  von  ihnen  als  das  Product  beider  ein 
Quadrat  wird,  wenn  man  dieselbe  gegebene  Zahl  dazu  addirt,  diese 
Zahlen  dann  aus  zwei  auf  einander  folgenden  Quadraten  entstanden 
sind,  so  .  .  .  .^' 

„  Und  wir  haben  abermals  in  den  Porismen  den  Satz ,  dass  wenn  man 
•  zu  zwei  auf  einander  folgenden  Quadratzahlen  eine  andere  Zahl  nimmt, 
welche  um  2  grösser  ist  als  die  doppelte  Summe  jener  beiden,  man  dann 
drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  hat,  dass  das  Product  von  je  zweien, 
sowohl  wenn  die  Summe  der  beiden  multiplicirten ,  als  auch  wenn  die 
dritte  Zahl  dazu  addirt  wird,  ein  Quadrat  wird^^ 

Das  letzte  dieser  Diophantischen  Porismen  endUcV\,  \?^\<iVv^^  wäVv ^>c>\\.- 
lich  nicht  wieder  herstellen  lässt,  hatte  den  Sinn,  d^aa  ä.\^  I>\^^x^xvi*  T.^^\fc^ 
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Kubikzahlen  sich   immer  auch  in  die  Summe  zweier  Kubikzahlen  zerle- 
gen lasse. 

Noch  einen  dritten  griechischen  Schriftsteller  giebt  es,  der  hier  in  Be- 
tracht kommt:  Proclus  Diadochus,  aus  dem  5.  Jahrhundort.  Von  die- 
sem werden  zwei  auf  die  Bedeutung  der  Porisraen  bezügliche  Stollen  an- 
geführt, beide  in  seinem  Commentare  zu  dem  ersten  Buche  der  Euclidischen 
Elemente,  welcher  im  Urtexte  als  Anhang  zu  der  Ausgabe  des  Euclid,  Ba- 
sileae  1533,  fol.  vorhanden  ist  und  in  lateinischer  Uebersetzung  durch 
Franciscus  Barocius  noch  besonders,  Patavii  1560,  fol.  erschien.  Die 
erste  Stelle  zu  Euclid  I,  1.  {ed,  Bas.  p.  58,  ed,  Pai,  p,  121)  giebt  an: 

,,Der  Name  Porisma  wird  für  gewisse  Probleme  gebraucht,  wie  die  Po- 
rismen des  Euclid;  eigentlich  aber  hat  er  die  Bedeutung,  dass  aus  dem 
Bewiesenen  noch  zugleich  ein  anderer  Satz  mit  hervorgeht ,  ohne  dass 
wir  uns  denselben  zum  Ziele  gesetzt,  und  welcher  deshalb  Porisma  ge- 
nannt wird,  als  ein  Gewinn,  der  nebenbei  aus  dem  zur  Sache  gehörigen 
Beweise  gezogen  wird.". 

Ist  hier  einerseits  also  angegeben,  was  die  sogenannten  Porismen  des 
Euclid  nicht  sind,  so  giebt  die  zweite  Stelle  etwas  positivere  Auskunft.  Diese 
Stelle  zu  I,  15.  gehörig  {ed.  Bas.  p.  80,  ed.  Pal.  p.  173)  heisst  folgender- 
massen : 

„Porisma  ist  ein  bei  den  Mathematikern  gebräuchliches  Wort  von  dop- 
pelter Bedeutung.  Emmal  nennt  ^an  es  ein  Porisma,  wenn  ein  Satz  aus 
dem  Beweise  eines  anderen  Satzes  mit  erhalten  wird  als  Fund  oder  grade 
vorhandener  Gewinn  bei  dem  Gesuchten ,  zweitens  aber  auch ,  wenn  Et- 
was zwar  gesucht  wird,  aber,  um  von  der  Erfindung  Gebrauch  zu  machen, 
und  nicht  von  der  Entstehung  oder  der  einfachen  Anschauung.  Dass  z.B. 
die  Winkel  an  der  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gleich  sind, 
muss  aus  der  Anschauung  hervorgehen,  und  ähnlich  ist  die  Kenntniss 
aller  vorhandenen  Dinge.  Ferner  einen  Winkel  halbiren,  oder  ein  Dreieck 
verzeichnen,  oder  Etwas  wegnehmen  oder  hinzusetzen,  das  Alles  ver- 
langt eine  Ausführung.  Aber  den  Mittelpunkt  eines  gegebenen  Kreises 
ünden,  oder  das  grösste  gemeinsame  Maass  zweier  commensurablen 
Grössen  finden  und  dergleichen  mehr,  das  liegt  in  der  Mitte  zwischen 
einem  Theoreme  und  einem  Probleme.  Da  hat  man  es  nicht  mit  der  Ent- 
stehung des  Gesuchten  zu  thun,  sondern  mit  dessen  Erfindung,  und  auch 
eine  blosse  Anschauung  genügt  nicht.  Man  muss  das  Gesuchte  in  das 
Gesichtsfeld  bringen  und  vor  den  Augen  ausführen.  Von  dieser  Art  sind 
auch  die  Porismen,  welche  Euclid  schrieb,  als  er  seine  Bücher  „Aufga- 
ben" zusammenstellte.  Doch  von  diesen  Porismen  wollen  wir  nicht  wei- 
ter reden." 
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II.   Von  den  Divinatoren  der  Porismen  des  Euclid. 

Waren  wir  genöthigt,  in  dem  vorigen  Paragraphe  sämmtliches  Mate- 
rial vorzuführen ,  zum  Theil  weil  überhaupt  noch  keine  deutsche  üeber- 
setzung  dieser  Stellen  veröffentlicht  ist,  zum  Theil  auch  weil  wir  uns  mit 
den  sonstigen  Uebersetzungen  in  neuern  Sprachen  nicht  immer  einverstan- 
den erklären  konnten,  so  wird  es  uns  dafür  erlaubt  sein,  uns  hier  desto  kür- 
zer zu  fassen,  da  wir  doch  nur  wiederholen  könnten,  was  schon  in  Chas- 
les,  Geschichte  der  Geometrie  (S.  283  der  deutschen  Uebersetzung)  ange- 
geben ist,  und  höchstens  einige  neuere  Arbeiten  hinzuzufügen  hätten.  Wir 
wollen  daher  in  der  That  nur  diese  letzteren  angeben,  für  Alles  frühere  auf 
die  erwähnte  Stelle  verweisend ,  und  nennen  somit : 

Cbasles,  Geschichte  der  Geometrie,  Note  III.  (S.  273  —  286  der  deut- 
schen Uebersetzung); 
Nesselmann,  Geschichte  der  Algebra  bei  den  Griechen,  S.  437 — 446, 
Breton  (deChamp)in  den  Comples  rendus  de  VAcademie  des  sciences 
vom  39.  October  1849  und  6.  Juni  1863  und  namentlich  in  Liouville, 
Journal  des  mathematiques  T.  XX  ^  p,  209 — 299; 
Ch.  Housel  in  Liouville,  Journal  des  mathematiques ,  T.  XX J,  p,  193  bis 
209  (Maiheft  des  Jahrganges  1856). 

in,  Inhalt  der  Porismen  nach  den  verschiedenen  Ansichten, 

Etwas  ausführlicher  wieder  werden  wir  in  diesem  dritten  Paragraphen 
uns  aussprechen  müssen ,  wo ,  wenn  nicht  alle ,  doch  die  meisten  Ansichten 
anzufahren  sind,  die  über  die  Porismen  des^  Euclid  und  über  Porismen 
überhaupt  in  früherer  oder  späterer  Zeit  aufgestellt  worden  sind. 

Zuerst  bietet  sich  uns  zur  Besprechung  die  Abhandlung  des  Herrn 
Breton  (deChamp),  weil  sie  am  Wenigsten  bestimmt,  was  die  Poris- 
men eigentlich  waren.  Seine  Schlüsse  bestehen  im  Wesentlichen  in  Fol- 
gendem :  Es  seien  die  Porismen  die  Relationen  gewesen ,  welche  am  Häu- 
figsten bei  geometrischen  Untersuchungen  vorkamen  und  der  Gedanke  bei 
der  Abfassung  jenes  Werkes  müsse  der  gewesen  sein,  Beispiele  jener  Re* 
lationen  (jenes  inneren  Zusammenhanges  einzelner  Untersuchungen)  und 
zugleich  der  allgemeinen  Methoden  zu  liefern^  welche  in  den  einzelnen 
Fällen  anzuwenden  waren.  Es  seien,  heisst  es  bei  ihm,  die  Porismen  keine 
Sätze  (propositions)  gewesen,  sondern  sie  hätten  als  Antworten  auf  eine 
Reihe  von  Fragen  gedient,  welche  uns  von  Pappus  nicht  aufbewahrt  wor- 
den ,  wenn  schon  die  eigentlichen  Porismen  des  Euclid  fast  vollständig  in 
die  Coilectiones  malhematicae  übergegangen  seien.  Die  Stellen  des  Proclus 
hingegen  werden  ganz  zurückgewiesen ,  weil  diese  nur  auf  Sätze  der  „Ele- 
mente "  sich  beziehen,  die  den  Porismen  ähneln,  nicht  aber  auf  diese  selbßt. 

In  seinen  früheren  Publicationen  hat  der  geleViilftW.^TxN^^^^'&^^'^T''^^'^ 
mit  kürzerer  BegrändüDg  doch  fester  behauptet)  'waa  öa^  Yox\«ta«ti  ^^^^'wkö. 
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seien.  In  der  Notiz  vom  29.  October  1849  findet  er  in  ihnen  die  sogenannte 
Transformation  der  Figuren,  dasselbe  Thema,  welches  Newton  in 
allgemeiner  Fassung  in  dem  22.  Lemma  des  ersten  Buches  der  Principien 
behandelt  habe ,  und  welches  dort  durch  die  Worte  bezeichnet  werde :  Fi- 
(juras  in  alias  ejusdcm  generis  figuras  mutafe.  Und  diese  Erklärung  scheint 
ihm  ausserdem  noch  mit  der  von  Herrn  Poncelet  gegebenen  übereinzu- 
stimmen. 

In  letzterer  Beziehung  können  wir  ihm  allerdings  einigcrmassen  bei- 
pflichten. Denn  in  der  Einleitung  zu  dem  Traiie  des  proprieles  projectives  des 
figuresheisstes :  die  Porismen  des  Euclid  hätten  keinen  anderen  Inhalt  gehabt, 
als  die  allgemeinsten,  abstractesten  Eigenschaftender  Figuren,  deren  Cha- 
rakter nur  schwer  durch  die  Sprache  der  alten  Geometrie  definirbar  war. 
Mit  einem  Worte,  es  lägen  hier  wirkliche  projectivische  Eigenschaf- 
ten vor ,  die  Euclid  durch  Betrachtungen ,  die  der  Perspective  angehören, 
abgeleitet  habe. 

Kehren  wir  indessen  zu  Herrn  Breton  (de  Champ)  zurück,  so  fin- 
den wir  in  dessen  Notiz  vom  6.  Juni  1853  wieder  eine  neue  Ansicht  aufge- 
stellt ,  welche  folgendermassen  ausgedrückt  wird :  „  Bei  den  Griechen  galt 
eine  Frage  nur  dann  als  Problem ,  wenn  sie  sich  in  die  Worte  fassen  Hess, 
wie  wird  diese  oder  jene  Sache  ausgeführt?  Nun  giebt  es  aber  Fragen, 
welche  durch  die  Erfindung  oder  den  Ausspruch  einer  Wahrheit  gelöst  wer- 
den; und  diese  Fragen  konnten  die  Griechen,  wenn  sie  sich  überhaupt  da- 
mit beschäftigten,  nicht  als  eigentliche  Probleme  anerkennen.  Diese  Fra- 
gen nun  bildeten  die  Poriamen".  Ofltenbar  schliesst  sich  diese  Erklärungs- 
weise, von  der  ersten  total  verschieden,  an  dieselben  Stellen  des  Proclus 
an,  die  in  der  dritten  Abhandlung  wieder  zurückgewiesen  werden.  So  dass 
es  wohl  einige  Verwunderung  erregen  darf,  wie  am  Eingange  der  letzteren 
Abhandlung  gesagt  werden  kann ,  sie  sei  nur  eine  weitere  Ausführung  des 
schon  in  jenen  Notizen  in  den  Comptes  rendus  Enthaltenen. 

Eine  weitere  Ansicht  führen  wir  fast  mit  einer  gewissen  Scheu  an ,  da 
sie  zu  sehr  entlegenen  Zeiten  von  zwei  Männern  aufgestellt  wurde ,  welche 
Frankreichs  Mathematiker  mit  Stolz  zu  den  Ihren  rechnen,  von  Format 
und  Chasles.  Nach  diesen  Beiden  ist  die  allgemeine  Aufgabe,  welche 
durch  die  Porismen  gelöst  werden  sollte ,  folgende :  „  Wenn  ein  Ort  durch 
eine  allen  seinen  Punkten  gemeinsame  Construction  oder  durch  ein  gewisses 
Ooordinatensystem  bestimmt  ist,  dann  -eine  andere  Construction  oder  ein 
anderes  Coordinatensystem  zu  finden,  welche  allen  Punkten  dieses  Ortes 
genügen  und  wodurch  man  die  Natur  und  die  Lage  desselben  erkennet**. 
Herr  Chasles  setzt  noch  hinzu:  die  Data  seien  Ergänzungen  der  Ele- 
mente. Sie  lehren  ans  den  Bedingungen  einer  Aufgabe  Alles  das  folgern} 
was  aus  ihnen  vermöge  der  Elemente  hervorgeht.  Ebenso  verhielten  sich 
die  Porismen  zu  den  Oertern  (?).  Sie  dienten  zur  Kenntniss  der  Oerter  zu 
ffelangcD,  indem  sie  die  Mittel  darböten,  aus  den  Bedingungen,  durch  welche 
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ein  anbekannter  Ort  bestimmt  wird,  einen  einfacheren  Ausdruck  dieses  Or- 
tes zu  erhalten ,  der  seine  Natur  und  seine  Lage  näher  kennen  lehrt. 

Diese  Erklärungsweiso  ist  eine  so  allgemein  gehaltene,  dass  unter  die- 
selbe wohl  ganz  verschiedene  Ansichten  sich  subsumiren  lassen,  und  sagt 
uns  deshalb  von  den  bisher  gegebenen  am  Meisten  zu.  Was  die  Anwen- 
dung auf  die  Porismen  des  Euclid  betrifft,  so  hat  Herr  Chasles  seine  Di- 
vination  derselben  noch  nicht  veröffentlicht ;  wir  können  uns  daher  kein  Ur- 
theil  darüber  erlauben,  und  nur  die  Hoffnung  aussprechen,  es  möge  dabei 
nicht  zu  viel  Gewicht  auf  die  Lemmen  des  Pappus  gelegt  sein,  bei  deren 
Gebrauch  schon  Herr  Breton  (deChamp)  mit  Recht  zu  der  grössten 
Vorsicht  ermahnt.  Denn,  wie  dieser  Gelehrter  bemerkt,  sind  unter  den  70 
Lemmen ,  die  zu  den  Kegelschnitten  gehören ,  nur  3 ,  in  welchen  wirklich 
Kegelschnitte  vorkommen ;  und  ebenso  dürfte  es  sich  mit  den  Lemmen  zu 
den  Porismen  verhalten. 

Viel  specieller  und  auch  im  Ausdrucke  weniger  klar  gehalten  ist  die 
Definition  der  Porismen,  welche  Robert  Simson  gab  {Roberti  Simson 
Opera  quaedam  reliqua ,  in  4°.  Glasgow  1776) ,  und  welche  vielleicht  wegen 
ihrer  dunkeln  Fassung  über  ein  halbes  Jahrhundert  lang  die  öffentliche 
Meinung  beherrschte.  In  der  möglichst  getreuen  Uebersetzung  von  S  o  h  n  c  k  e 
(Geschichte  der  Geometrie  von  Chasles,  S.  10)  lautet  sie  wie  folgt:  „Ein 
Porisma  ist  ein  Satz ,  in  welchem  ausgesprochen  wird ,  dass  man  gewisse 
Dinge  bestimmen  könne ,  und  in  welchem  man  sie  auch  wirklich  bestimmt, 
wenn  deren  Beziehung  zu  festen  und  bekannten  und  auch  zu  solchen  Din- 
gen gegeben  ist,  welche  bis  in's  Unendliche  variirt  werden  dürfen,  wobei 
diese  letzteren  durch  eine  oder  mehrere  Relationen  unter  einander  ver- 
bunden sind,  welche  das  Veränderungsgesetz,  dem  sie  unterworfen  sind, 
bilden." 

Die  neueste  Arbeit  über  die  Porismen  von  Herrn  Ho u sei  giebt  eine 
80  kähne  Interpretation  der  Stellen  des  Pappus,  dass  wir  sie  gewagt  nen- 
nen möcjiten,  und  uns  nicht  damit  einverstanden  erklären  können,  wenn 
einem  Worte  ein  Sinn  zugetheilt  wird,  von  dem  es  nicht  wenigstens  consta- 
tirtist,  dass  er  überhaupt  möglich  ist,  und  wenn  dann  auf  dieses  eine  Wort 
^in  ganzes  System  gebaut  wird.  So  macht  es  aber  Herr  Housel.  Das 
Wort  cviißfßfiKog  nämlioh ,  welches  wir  als  „  Nebenumstand  ^^  übersetzten 
(^ir  haben  es  bei  der  betreffenden  Stelle  in  Klammern  beigefügt),  nimmt 
Herr  Housel  als  einen  Kunstausdruck,  den  er  durch  accident  übersetzt, 
^oftir  wir  das  Wort  „  Accidenz "  gebrauchen  wollen.  Dann  sagt  er ,  bei 
dem  Porisma  kHme  es  einerseits  auf  das  Gesuchte  an ,  andererseits  auf  die 
Hypothese,  und  letztere  zerfalle  in  zwei  Theile,  in  die  eigentliche  Hypo- 
these und  in  die  Accidenz.  Jene  enthalte  die  festen  Bedingungen  des  Po- 
"smas,  diese,  die  Accidenz,  enthalte  die  Bedingungen  der  VerÄnderlich- 
'^eit.  Als  Beispiel  wird  das  von  Simson  wiedetV\ex^^Ä\Ä\VQi^«t\Ä\«v^\>^- 
nntzt,  wonach,  wenn  die  vier  Linien 'eines  vo\\B\ÄTvd\g^Ti  N\^t%^vV»  «vOcw  vö. 
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6  Punkten  schneiden,  von  denen  3  in  einer  Graden  liegende  gegeben  sind, 
uud  wenn  von  den  3  übrigen  Punkten  2  der  Bedingung  unterworfen  sind,  je 
auf  einer  gegebenen  Graden  zu  bleiben,  auch  der  letzte  Punkt  eine  grade 
Linie  zum  geometrischen  Orte  haben  wird.  In  diesem  Beispiele  besteht  nach 
Herrn  Ilousel  die  Hypothese  darin,  dass  3  von  den  6  Punkten  fest  gege- 
ben sind ;  die  Accidenz  erfordert ,  dass  2  von  den  übrigen  Punkten  auf  2 
gegebenen  graden  Linien  sich  bewegen;  und  diese  beiden  Bedingungen  zu- 
sammen bilden  die  Hypothese  im  weiteren  Sinne.  Das  Resultat  endlich  be- 
steht darin ,  dass  der  letzte  Punkt  alsdann  eine  grade  Linie  beschreibt.  So 
wird  also  endlich  die  Definition  des  Porismas  abgeleitet :  es  beschäftige  sich 
mit  den  Sätzen ,  die  bei  der  Bewegung  einzelner  Theile  der  Figuren  auf- 
treten. Wir  geben  Herrn  Housel  gern  zu,  dass  er  vielen  Scharfsinn  in 
dieser  Conjectur  an  den  Tag  gelegt  hat,  müssen  aber  zu  viel  Willkürlich- 
keit in  seiner  Grundannahme  finden ,  als  dass  wir  mehr  als  eben  eine  Con- 
jectur darin  erkennen  sollten. 

Führen  wir  endlich  noch  die'Apsicht  des  Herrn  Nesselmann  an,  so 
glaubt  dieser  Gelehrte  aus  der  Stelle  des  Pappus  folgern  zu  müssen,  dass 
die  Neueren  (natürlich  die  Neueren  des  Pappus)  solche  Sätze  mit  dem 
Namen  der  Porismen  belegt  .hätten,  die  neben  dem  als  Theorem  ausge- 
sprochenen .Satze  noch  eine  auszuführende  Operation  oder  Construction  in 
sich  schliessen;  mit  anderen  Worten  solche  Sätze,  welche  die  Möglichkeit 
einer  zu  bewerkstelligenden  Operation  aussprechen;  die  also  als  Lehrsatz 
ausgesprochen  die  Ausführung  einer  Operation,  als  Aufgabe  ausgesprochen 
einen  ihre  Möglichkeit  bestimmenden  Lehrsatz  voraussetzen.  Auf  den  Be- 
griff hingegen,  den  die  Alten  mit  dem  fraglichen  Worte  verbanden,  wird 
als  den  näheren  Zweck  nicht  berührend  gar  nicht  eingegangen. 

Durch  die  bisherigen  Auseinandersetzungen  glauben  wir  nun  gezeigt 
zu  haben,  wie  widersprechend  die  einzelnen  Ansichten  über  den  Inhalt  der 
verlorenen  Porismen  sind ,  und  wie  es  gerade  die  Theile  der  Wissenschaft 
waren,  mit  denen  die  einzelnen  Divinatoren  sich  besonders  beschäftigten, 
welche  sie  in  den  Porismen  suchten  und  dann  auch  fanden.  So  war  es  kein 
Wunder,  wenn  Format,  der  Mitbegründer  der  analytischen  Geometrie, 
diese  in  den  Porismen  wieder  erkannte;  wenn  der  Verfasser  der  Geometrie 
supeneure  in  den  Porismen  einen  Vorläufer  dieses  seines  Werkes  fand; 
wenn  Herr  Poncelet  in  ihnen  projectivische  Eigenschaften  der  Figuren 
auftreten  sah ;  und  es  sollte  uns  wundern ,  wenn  Herr  Housel  sich  nicht 
vielfach  mit  Mechanik  beschäftigt  hätte,  da  er  die  Porismen  auf  Bewe- 
gungserscheinungen zurückführt.  Es  würde  im  höchsten  Grade  anmassend 
erscheinen,  wenn  wir  nach  diesen  Bemerkungen  und  nach  dem,  was  am 
Anfange  dieses  Aufsatzes  gesagt  ist,  unsere  eigenen  Gedanken  als  maass- 
gebend  ausposaunen  wollten.  Wenn  wir  sie  hier  in  Kürze  noch  beifügen, 
so  wollen  wir  im  Gegentheile  nur  dadurch  angeben,  wie  sich  in  unserem 
Geiste  die  Wissenscbaft  der  Alten  abspiegelt,  die  wir  uns,  wir  gestehen  es 
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offen  ein ,  immer  lieber  mit  dem  Studium  der  Analysis  als  der  Geometrie 
beschäftigt  haben.  Von  diesem  Standpunkte  aber  erscheint  uns  folgende 
Lösung  der  Aufgabe. 

Die  Mathematik  der  Alten  ist  in  den  wesentlichsten  Beziehungen  von 
der  der  Neuzeit  verschieden.  Sie  unterscheidet  sich  nicht  blos  in  der  Dar- 
stellungsweise des  Einzelnen,  auch  die  Anordnung  des  Ganzen  hat  sich 
durchaus  geändert.  Bei  den  Alten  stand  die  Geometrie  an  der  Spitze  der 
ganzen  Mathematik.  Die  Arithmetik  war  nur  ein  Anhängsel  derselben, 
arithmetische  Sätze  wurden  nur  abgeleitet,  wenn  sie  eine  geometrische  Be- 
deutung hatten,  galten  nur,  wenn  diese  geometrische  Deutung  zulässig  war. 
Daher  die  Beschränktheit  der  Analysis  bei  den  Alten ,  wenn  wir  unter  die- 
sem. Namen  allgemein  den  Theil  der  Mathematik  vorstehen ,  der  sich  mit 
Zahlengrössen  und  deren  Verknüpfung  beschäftigt.  Im  schroffen  Gegen- 
satze dazu  stellen  die  neueren  Mathematiker  die  Analysis  an  die  Spitze  von 
dem  richtigen  Gedanken  ausgebend ,  dass  die  Zahl  als  allgemeinste  Grösse 
zuerst  betrachtet^  werden  muss ,  um  sodann  zur  Vergleichung  der  tibrigen 
Grössen  zu  dienen.  Daraus  folgt,  dass  bei  den  Griechen  eine  ganze  Eeihe 
von  Sätzen  in  geometrischer  Gestalt  auftritt  und  auftreten  muss,  welche  ur- 
sprünglich gewiss  Zahlensätze  waren.  Wir  erinnern  nur  an  den  bekann- 
testen aller  geometrischen  Sätze,  an  den  pythagoräischen  Lehssatz.  Daraus 
folgt  aber  ferner,  dass,  um  manche  Sätze  und  ihren  innern  Zusammenhang 
mit  Vorhergehendem  und  Folgendem  recht  zu  würdigen,  wir  dieselben  erst 
in  unseren  neueren  Gedankenkreis  überführen,,  sie  in  analytische  Form 
bringen  müssen.  So  dürfte  es  sich  auch  mit  den  Porismen  verhalten.  Es 
dürften  in  ihnen  Wahrheiten  en^thalten  sein,  die  auch  der  neueren  Analysis 
Stoff  zu  interessanten  Untersuchungen  bieten ,  wenn  auch  die  andere  Form 
sie  nicht  sogleich  wiedererkennen  lässt.  Und  suchen  wir  in  dieser  Absicht 
die  Untersuchungen  der  Analysis  so  zu  classificiren,  dass  die  einzelnen  Ab- 
theilungen den  Abtheilungen  entsprechen,  welche  namentlich  von  Pr  oclus 
definirt  werden,  so  glauben  wir  die  Analogieen  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen zu  können : 

„  Eigenschaften  einer  gegebenen  Function  zu  finden ,  giebt  das  Theo  • 
rem  an;  Werthe  der  Function  bei  gegebenem  Argumente  leitet  das 
Problem  ab;  endlich  aus  Eigenschaften  auf  die  Art  der  Function 
schliessen,  lehrt  das  Porisma.*^ 


IIL 

üeber  eine  neue  Beugungserscheinung  und  über  einige 
Gesetze  der  gewöhnlichen  Beugung. 

Von  QuET*). 


JUie  in  Untersuchung  genommenen  Erscheinungen  treten  in  dem  schwa- 
chen Lichte,  das  sich  in  dem  Schatten  dunkler  Körper  fortpflanzt,  hervor. 
Stellt  man  nämlich  vor  eine  Lichtquelle  eina  Reihe  von  Schirme,  von  denen 
jeder  in  den  Schatten  des  vorhergehenden  eingreift ,  so  erblickt  man  bei 
entsprechender  Anordnung  dieser  Vorrichtungen  gewisse  Beugungsfransen, 
welche  ebenso  durch  ihre  Schönheit,  wie  durch  die  Schwierigkeit  ihrer  Er- 
klärung und  wiederum  durch  die  Leichtigkeit  den  Streit  zwischen  den  Theo- 
rien von  Young  und  Fresnol  zu  ontcheiden,  ein  besonderes  Interesse  in 
Anspruch  nehmen.  Sie  haben  einige  Verwandtschaft  mit  denjenigen  Er- 
scheinungen, welche  Lord  Brougham  im  Jahre  1850**)  bekannt  machte 
und  als  derartige,  welche  durch  die  Interferenztheorie  nicht  vollständig  er- 
klärbar seien,  hinstellte.  So  wenig  man  indess  im  Allgemeinen  noch  Grund 
hat,  Fresnels  Theorie  in  Frage  zu  stellen,  eben  so  wenig  Zweifel  dürfte 
man  auch  bezüglich  der  Zulänglichkeit  dieser  Theorie  zur  vollständigen  Er- 
klärung jener  und  der  folgenden  Erscheinungen  zu  hegen  haben. 

Stellt  man  vor  einen  leuchtenden  Punkt  S  (Fig.  I) 
zwei  Schirme  AA\  BB'  mit  geradlinigen  und  paralle- 
len Kanten  in  entgegengesetzter  Richtung  und  so  auf, 
dass  der  Rand  des  zweiten  Schirmes  in  den  Schatten 
des  ersten  hineinragt,  so  entstehen  jenseits  des  zweiten 
Schirmes  und  ausserhalb  seines  Schattens  B' B E  eine 
Reihe  sehr  deutlicher  und  wohl  unterschiedener  Fran- 
sen. Die  hervorstechendsten  Stellen  haben  allerdings 
nicht  denselben  Glanz  als  bei  dem  Beugungsphänomen, 
das  man  mit  einem  einzigen  Schirm  erhält,  doch  stehen 
Sic  bei  homogenem  Lichte  in  einem  lebhaften  Con- 
traste  gegen  ihre  benachbarten  Stellen,  die  sehr  dun- 
kel sind  und  jene  besonders  hervortreten  lassen.  Diese 
Fransen  sind  noch  zu  erkennen ,  selbst  wenn  der  Rand 

*)     J finales  de  chemie  et  de  Physiqiie.      Tom,  XLVL  p.  385. 
""V     Oompf.  rend.  1850.  No.  3, 
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des  zweiten  Schirmes  sehr  tief  in  den  Schatten  des  ersten  eingeschoben  ist. 
Ihr  Vorhandensein  cpnstatirt  sehr  bestimmt  und  auf  grosse  Angulardistanz 
den  verwaschenen  Schimmer,  der  sich  hinter  dunkeln  Gegenständen  fort- 
pflanzt.   Die  Gesetze  dafür  sollen  weiter  unten  ermittelt  werden. 

Die  Fransen  verschwinden  vollständig,  wenn  man  den  zweiten  Schirm 
eine  halbe  Umdrehung  um  seinen  Rand  machen  lässt.  Diese  eipfache  That- 
sache  reicht  hin,  um  Y  o  u  n  g '  s  Theo-  Fig.  2.  Fig.  3. 

rie  zu  widerlegen;  denn  nach  dersel- 
ben müssten  die  Fransen  für  beider- 
lei Stellung  des  Schirmes  vorhanden 
seio,  indem  in  jedem  Punkte  P  ausser- 
halb des  Schattens  des  zweiten  Schir- 
mes (Fig.  2  und  3)  zwei  Strahlen  sich 
treffen  und  interferiren  könnten,  näm- 
lich ein  Strahl  AP,  der  direct  vom 
Rande  A  des  ersten  Schirmes  kommt, 
und  ein  zweiter  ABP,  der  eben  daher 
aber  erst  in  Folge  einer  am  Rande  B 
des  zweiten  Schirmes  geschehenen 
Reflexion  nach  P  gelangt.  Hier  sind  somit  keine  mikrometrischen  Messun- 
gen nöthig,  wie  bei  mehreren  Demonstrationen  von  Fresnel ;  das  Eintreten 
oder  Nichteintreten  einer  gewissen  Erscheinung  reicht  einzig  zur  Bestäti- 
gung der  aufgestellten  Behauptung  hin. 

Indem  wir  nun  die  unzureichende  Theorie  Young^s  bei  Seite  lassen, 
die  ja  auch  schon  mehrere  Erscheinungen  der  gewöhnlichen  Diffraction 
nicht  zu  erklären  vermag ,  wollen  wir  vielmehr  auf  das  Iluygen'sche  Prin- 
cip  gestützt  untersuchen ,  ob  man  bei  Erklärung  der  verschiedenen  Beu- 
gangserscheinungen ,  welche  mehrfache  Schirme  darbieten,  von  der  Undu- 
lationstheorie  ausgehen  kann. 


I.   Beugung  an  einem  geradlinigen.  Rande. 

In  der  für  diesen  Fall  genugsam  bekannten  Fig.  4  bedeuten : 

S  den  leuchtenden  Punkt,  durch  den  man  sich  eine  zum  Rande  des  Schir- 
mes senkrechte  Ebene  vorzustellen  hat; 

AA\  A'ADy  AMX  die  Durchschnitte  des  Schirmes,  seines  geometrischen 
Schattens  und  der  Wellenfläche  mit  der  nur  bezeichneten  Fläche; 

P  irgend  einen  Punkt  über  dem  Schirme  hinaus ; 

Af  den  Durchschnitt  der  Geraden  SP  und  des  Bogen3  AX\ 

GMR  einen  Bo^en  mit  dem  Halbmesser   PM  "vom  C^iiVtUTa  P  «^^  ^^^' 
schrieben; 
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Fig.  4. 


Ä 


Nn  ein  Bogenelemeut  von  AX'^ 
Gj  R  die  Durchschnitte  des  Bogens  GJHB  mit  der 
nach  J  und  N  gerichteten  Radien  PA^  PN. 
Ferner  bedeuten : 
y    T  die  Schwingungsdauer  derLichtschwingnngon; 
X  die  Wellenlänge ; 

V  die  Geschwindigkeit,  die  der  Punkt  P  von  der 
Wellenfläche  AX  erhält. 
Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Bestim- 
mung   der  Intensität   des  Lichts    im  Punkte  P, 
Setzt  man 

SA  =  a,  SJ'=a+p,  NMz=zz,  Nn  —  dz,  NR=r. 
so  kann  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt 
P  vom  Element  Nn  zur  Zeit  /  erhält ,  dargestellt 

werden  durch  sin  2  «  (  ;p )  ^*  5  'ind  wie 


bekannt  die  Totalgeschwindigkeit  T  durch 


r=£dzsin2Ki^j~^^y 

wobei  sich  die  Summe  2  auf  alle  Elemente  des  Bogens  AX  erstreckt.  Hier- 
aus folgt 

Vz=  sin  2^1  f  ~  —  Y  j  Zdzcos— coslln  f -;  —  y  j  Idz  sin-^. 

Bezeichnet  man  mit  y  H  eine  positive  Grösse   und  mit   q)  eine  Zahl 
zwischen  0  und  I ,  so  kann  man  immer 


1) 


275/»  

£dzcos~-    ==j/lfcos^7tip, 
Edz  sin  -—-  ^—  yH sin  '2ng>, 


setzen ,  und  dann  hat  mau 

2)  r=  yH sm  2„(^l-t^g>y 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Intensität  des  Lichtes  im  Punkte  /^  durch  H 
dargestellt  ist,  d.  h.  durch 


3) 


H==(i:dzcos^r.y+  (^Säzsin^rJ. 


Von  den  beiden  Yariabeln  r  und  z  kann  eine  durch  die  andere  dsrge- 
ste))t  werden.   Vernachlässigt  man  die  vierten  Potenzen  des  Verhältnisses 
von  z  gegen  a,  ao  bat  man 
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4)  r  ==  l"-+Jl^*  *) 
nnd  setzt  man 

5)  -=- 


«f*  ,.       -,  ,      .   wv' 


^  2  2 

so  ergiebt  sich  leicht 

„^  2;rr  ^/   apX 

7)  {  ^(^+/^) 

„  ,      .    2n;r        ,,-»/    «I^A 


8)  H={X*+Y*) 


2(«+i>)' 


9)  <^2«g)  =  j. 


V 

d?'  C05  —  ist  verschwindend  klein, 


wenn 


die  Grenzen  v\  v"  hinreichend  gross  sind ;  denn  bei  partieller  Integration 

findet  sich 

//  »» 

/nv^          l       .    nv"^          1       .    nv*        /*.    nv^  ^     1 
dvcos  —  =^  — 77  Äf/i ;  stn 1  ^//i  -—  d .  —  ; 
2          7tv              2           nv            2        J  2         «r' 

r»'  I»' 

unter  den  angegebenen  Bedingungen  ist  aber  einmal 

1       .    Ttr"«         1      .    7tv^ 
— 77  stn  —- 7  sm  — - 

TT?'  2  TTt;  2 

V 

y*      nv*  1 

5//J  -—  -  d  .  — 
2  nv 


V 

ff 

V 


nothwendiger  Weise  kleiner  als  der  von    jd.  — ,  das  heisst  kleiner  als 


V 


*)    Es  ist  nämlich  PN^  =  Sp  +  ÄA*  —  2SP,Sf^coa^ 


a 


mithin  /iN=  PN  —  PH  =z  ^^  x«. 

2ap 
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Da  dieser  Werth   auch  verschwindend  klein  ist,   so  ist  die 


nv         nv 


obige  Behauptung    riclitig.     Dasselbe   würde   sich  auch  von     §  dv 


ff 

V 


nv 
sin 


2 

V 

erweisen  lassen.  Nimmt  man  auf  MX  irgend  einen  Bogen  in  hinreichend 
grosser  Entfeinung  von  M^  so  sind  diejenigen  Glieder  der  Summen  X  und 
F,  welche  aus  diesem  Bogen  sich  ableiten,  als  unmerkliche  Grössen  zu  ver- 
nachlässigen,  so  dass  also  der  Einfluss  des  entsprechenden  Tbeiles  der 
Wellenfläche  auf  die  Yibrationsgeschwindigkeit  des  Punktes  P  unmerklich 
ist.  Man  beweist  dasselbe  übrigens  auch  leicht  durch  einfache  geometrische 
Betrachtungen.  Aus  dcftn  Vorhergehenden  folgt  noch ,  dass ,  wenn  eine  der 
Grenzen  sehr  gross  ist,  man  dieselbe  in  den  Summen  X  und  Y  vortreten 
lassen  kann  durch  r  =  oo.  Wäre  der  Schirm  AA'  gar  nicht  vorhanden,  so 
würden  beide  Grenzen  unendlich  gross  sein  und  man  hätte  dann 

X  =  i  dvcos  —  =  1 ,      F=  /  dvsin =  1 . 

oo  —  00 

Bezeichnet  man  durch  H'  den  Werth  von  Jf,  welcher  diesem  Falle 
entspricht,  oder  die  Intensität  des  Lichtes,  welche  in  P  vorhanden  wäre, 
wenn  es  kein  Hinderniss  gäbe ,  so  giebt  die  Gleichung  8) 

^'        apA         .  H       X'+Y* 

ff  =  — - —  und  ~7  = . 

a+p  ff  2 

Setzt  man  das  Verhältniss  --7  =  iÄ,  so  bedeutet  dasselbe  die  Inten- 

ff         * 

sität  des  Lichts  im  Punkte  P,  gemessen  durch  eine  Intensitätscinheit,  welche 
bei  gänzlicher  Abwesenheit  des  Schirmes  stattfinden  würde.  Man  hat  so- 
mit noch 

10)  h  =  X*+Y\ 

Zur  Auflösung  des  aufgestellten  Problemes  und  zur  Berechnung  von  q> 
hat  man  nur  nöthig ,  die  Integrale  X  und  Y  innerhalb  der  auf  das  Problem 
bezüglichen  Grenzen  zu  bestimmen.  Integrirt  mau  zu  dem  Zwecke  partiell 
und  führt  die  Integration  an  den  Coefficienten  zu  den  trigonometrischen 
Funktionen  aus ,  so  hat  man  unmittelbar 


j 


V 

*.  nv*        ,.    .    nv*    .    ,^        nv* 

dv  cos 


—  z=  P  sin h  Q  cos  — , 

2  2  2    ' 

11)  ;0 

I    /»  «w*  nv*        ^        m^* 

=  Q  sm P  cos  — : 

*  2'  2 


J 


0 
wobei 
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^_^__7tV_  jr^r» 


nv^ 


12) 


3         1.3.5,7       1  .3.5.7.9. 11 


(?  =  t;-— -— + 


7r»p*      .  ;r*t^» 


1.3.5       1.3.5.7.9 

gesetzt  ist.  Die  Formeln  11)  uud  J2)  sind  von  Herrn  Knochenhauer 
(vergl.  dessen  „Undnlationstheorie*^  S.  36  und  37  und  PoggendorfiTs  Annal. 
Bd.  XLI.  S.  103).  Die  Reihen  12)  convergiren  für  alle  Werthe  von  v  = 
0  bis  00 ,  ausschliesslich  jedoch'  des  letzten  Grenzwerthes  v  =  oo ;  mithin 
sind  die  Gleichungen  11)  für  alle  Fälle  und  besondern  Umstände  bezüglich 
des  betrachteten  Phänomens  anwendbar.  Die  Reihen  12)  sind  insbesondere 
sehr  schnell  convergirend,  wenn  v  sehr  klein  ist,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt 
P  sehr  nahe  an  der  Grenze  des  geometrischen  Schattens  annimmt.  Ist  v 
sehr  gross,  so  muss  man  von  den  Reihen  12)  eine  grosse  Anzahl  Glieder 
nehmen  und  dann  bieten  diese  wenig  Bequemlichkeit  dar;  doch  kann  man 
in  diesem  Falle  sie  durch  andere,  besser  convergirende  ersetzen.  Wie  dem 
auch  sei ,  immer  wird  man  bei  den  Reihen  12)  bis  zu  einer  Grenze  rechnen 
können,  die  unter  jedem  Fehler  steht,  der  mit  dem  Abbrechen  derselben 
bei  einem  gewissen  Gliede  verbunden  ist.  Zunächst  mögen  die  Formeln  11) 
und  12)  ihrem  analytischen  Werthe  nach  zur  weiteren  Anwendung  kom- 
men; unten  sollen  für  die  numerische  Berechnung  derselben  noch  Wege 
zur  Abkürzung  angegeben  werden.  Die  Formeln  11)  und  12)  ergeben  sich 
auch  leicht  aus  dem  Integrale 

0 
dessen  Entwickelung  in  Reihen  so  häufig  in  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 


inv* 


nnng  zur  Anwendung  kommt;  man  hat  nur —  für  a^  zu  setzen,  wo- 


bei  t  =  y —  1  ist.  In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  noch  eine  zweite 

Entwickelung  desselben  Integrales    je'^'da:  üblich,  welche  für  numeri* 

0 
sehe  Berechnungen  eine  schnelle  Approximation  gewährt,  wenn  auch  die 
'Reihe  divergent  ist,   und   hierauf  wird  bei  der  numerischen  Berechnung 
Rücksicht  genommen  werden. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  11)  geht  die  Gleichung  10)  über  in 

13)   h  =  (\  +  Psin'^  +  Q-cos"^)  +  [^+  0  sin—  -  Pcos'^y 

In  dieser  Gleichung  ist  v  und   deshalb  auch  P,  Q  positiv  oder  negativ 
zn  nehmen,  je  nachdem  der  Punkt  P  ausserhalb  oder  innerhalb  des  ^^ci- 
metrischen  Schattens  vom  Schirme  liegt.  Entwickelt  maw  Ä\ft  Q\^\Q>ci\rci^V^^ 
30  kommt 

Zeittebrin  f.  AUtbentMtik  u.  Phyeik.  11,  ^ 
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''.^••yS^.^.^^.^y»^.^  ^•'.'•-^rf^  ^,^^^,^^->'»^,-,^>-.^^«/-.^-r^^^.-..^%^  •  ^  ^   ^,1^-- 


JT  r*        ,  _        , ,         5t  r' 


14)         A  --  ^  +  /"  +  Ö'  +  (/*'  +  (>•)  .«■"  ^  —  (/*  -  0)  <•<'»  ^ 

Um  fpriior  die  Wertlio  von  v  zu  ermittolu,  welche  den  Maximal-  und 
Minimal- Intensitäten  entsprechen,  setzt  man  —  :r^0,  wodurch  man  erhält 

Die  Formeln  12)  geben  aber 

1     dP      dQ  ^      ^dQ        r.        ^dP 

^  Ttv  dr       dr .  dr  dv 

damit  reducirt  sich  15)  auf 

17)  0  ^  2  ()  -f  sifi  -  ^-  +  ras  ^  '*-. 

2     ^  2 

Ist  V"<  I ,  so  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  Q  positiv  und  die  (rleichung  17) 
kann  für  einen  solchen  Werth  nicht  bestohon.  Um  zu  untersuchen,  durch 
welche  reellen  Werthe  von  /.♦>!  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  mtissen 
zuvor  die  Werthe  von  P  und  (J  mit  hinlänglicher  Annäherung  durch  Reihen 
bestimmt  werden,  welche  auch  bei  einem  r>l  schnell  convergiren. 

Zu  dem  Zwecke  bemerke  man  folgende  Integrale ,  die  durch  partielle 
Integration,  welcher  aber  zuerst  dio  t  ri^onnnictrischon  Funktionen 
unterworfen  werden,  sich  ergeben: 


•*  2 


18 


•o.v   .-_  4-  y  sin  -  — \-  R\ 


///'  --  -.  M 


wobei 


19, 


(  1,         '    /^         1.3.1.3.5.7  \ 

/V—     '     ft        '  '  3^.  5        1.3.5.7.9  \ 

gesetzt  ist  und   Ä,  Ä'  die  Kestc  andeuten,  welche  man  hinzuzufügen  hat; 
wenn   man    die    partielle    Integration   bei    irgend    einem    Gliede   abbricht. 


Aus  18)  ergiebt  sich  nun 


V 

COS—  dr  ==  ^  -{-M  sm A  cos Ä, 


20) 


j 

0 


I  sw  — 
J         2 


7.» 

dr~-l  —Mcos A  sin /? . 

*  2  2 


0 


Von  QuET.  35 


'  ^  ^  .^^  ^.^ ^.^-,^-^ . -  ^*.^ -^ ^»-^.-* . ».^*  >•  .^ .^•-^^.^^  * 


TCV' 


Man  verdankt  diese  Formeln  Herrn  Oauchy  (vergl.  Com'pi,  rend,  1842. 
Tora.  XV).  Sollen  dieselben  allgemein  bleiben,  so  sind  die  Reste  i?,  R'  zu 
beachten,  indem  die  Reihen  für  M  und  N  divergent  sind.  Durch  Ver- 
gleichuDg  von  II)  und  20)  ergiebt  sich 

2,.  ^^P=M+i^{S—C)  +  R'C^RS, 

^  \Qz=z-N+^{S'k-C)-R'S~RC, 

wobei  der  Kürze  wegen  mit  5^  und  C  der  Sinus  und  Cosinus  des  Bogens  — 

bezeichnet  ist.  Hieraus  lassen  sich  sofort  P  und  Q  für  Werthe  von  v  >  1 
bestimmen.« 

Zu  bemerken  ist  zuvor,  dass  nach  derselben  partiellen  Integration 
der  Rost  die  eine  von  den  beiden  Formen 

I  coÄ  —  «1/ ,  ./  s%n  —  du 

()  u 

« 

hat,  worin  u  das  letzte  Glied  bezeichnet,  bis  zu  welchem  man  die  Reihen 
M  und  A'  entwickelt  hat.     Diese  Integrale  sind  ihrem  absoluten  Wertho 

nach  kleiner  als  /  du  oder  als  w.    Das  letzte  Glied  n  von  M  oder  "N  giebt 

demnach  eine  obere  Grenze  ab  für  den  Fehler,  den  man  bei  Vernachlflfssi- 
gnng  von  R  oderi?'  in  den  Gleichungen  20)  begeht.  Es  ist  somit  auch  klar, 
dass,  wenn  das  unmittelbar  auf  n  folgende  Glied  vernachlässigt  wird, 
der  begangene  Fehler  kleiner  §ein  wird  als  der  doppelte  Werth  die- 
.ses  Gliedes.  Da  die  Reihen  19)  sehr  rasch  convergiren,  wenn  v  merklich 
grösser  als  I  ist,  so  kann  man  die  Gleichungen  20)  reduciren  auf 

sin  —  —  'S  cos 


22) 


I    /  rus  -^  f/r  =:=  J  +  ^  •'»'' 
1o 


nv^        ^^    .    nv^ 


—  dr  :  -  A  —  M  cos  — .  —  N  sin 
2  ^ 


2  2 

und  ebenso  21)  auf 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  0  in  der  Gleichung  17)  mit  demsel- 
ben oder  verändertem  Zeichen ,  je  nachdem  der  Punkt  P  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  geometrischen  Schattens  vom  Schirme  angenommen  wird,  so 
erhält  man  im  ersteren  Falle 

24)  0  =  —  iV  +  sin  —  +  cos  ^ ; 

im  anderen  Falle 

25)  0  =  N. 
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Man  hätte  auch  direct  die  Gleichungen  12)  statt  der  Gleichungen  li) 
anwenden  können ,  nin  die  Intensität  des  Lichts  in  P  zu  berechnen  und  zu 
den  Gleichungen  24)  und  25)  zu  gelangen;  da  indess  die  Gleichungen  22) 
nur  Annäherungen  enthalten,  so  würde  man  nicht  so  leicht  den  Grad  der 
Annäherung  bezüglich  der  Gleichungen  24)  und  25)  ersehen  haben. 

Betrachtet  man  zuerst  die  Gleichung  24),  welche  sich  auf  den  Fall  be- 
zieht, dass  P  ausserhalb  des  geometrischen  Schattens  des  Schirmes  sich  be- 
findet, so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Anwendung  von  24)  ein  t'>l  voraus- 
setzt, und  weil  für  nur  einigermaassen*  merkliche  Werthe  von  v  N  sehr 
klein  ist,  so  kann  man  für  eine  erste  Annäherung,  die  Übrigens  für  den 
vorliegenden  Zweck  hinreichend  ist,  die  Gleichung  24)  reduciren  auf 

26)  stn  —-  +  cos  —  =  0 ,  oder  lang  -—  =  —  1  , 

eine  Gleichung,  welche  Herr  Knochenhauer  in  seiner  Undnlationstheorie 
(s.  o.)  aufgestellt  hat.  Die  daraus  gezogenen  Werthe  von  v  sind  die  Qua- 
dratwurzeln der  Zahlen 

—      J-      11         3  +  4w 
2  '      2  '      2  2 

Die  doppelten  Quadrate  der  verschiedenen  Werthe  von  v  entsprechen 
den  hellen  und  dunkeln  Fransen  und  folgen  demgemäss  auf  einander  wie 
die  Glieder  der  Reihe 

3,    7,    II,    15,    19   etc. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  giebt  sich  schliesslich  sehr  leicht  in 
den  vierzehn  Worthen  zu  erkennen,  welche  von  Fresnel  auf  sehr  müh- 
same Weise  berechnet  worden  sind.  Von  vorstehendem  Gesetz  erhält  man 
noch  leicht  folgenden  Ausdruck:  Die  hellsten  und  dunkelsten  Stellen  der 
Beugungsfransen  sind  so  vertheilt,  dass  die  Differenz  der  durchlaufenen 
Wege  zweier  Strahlen,  die  sich  daselbst  durchkreuzen  und  von  denen  der 
eine  von  der  Lichtquelle  unmittelbar,  der  andere  durch  Reflexion  am  Rande 
des  Schirmes  dahin  gelangt,  gleich  ist  einer  geraden  oder  ungeraden  Zahl 
halber  Wellenlängen ,  die  jedoch  um  |  Wellenlänge  vermindert  ist.  Denn 
nach  der  Gleichung  5)  hat  man 

und  daher  bezüglich  der  hellen  und  dunklen  Fransen ,  für  welche  26)  gilt, 

AG  _^     7     11     15         3+J^w 
k  8  '8  '  8  '   8  8 

Ist  r  eine  etwas  beträchtliche  Zahl,  so  wird  N  sehr  klein  und  die 
Gleichung  14),  welche  in  Folge  von  23)  sich  auf 

27J     Ä  =  2  -f  iJ/*  +  y^  ■\-'l{M--N)  sifi  ^  —  2  {M  -f  A^)  cos  — 
reducirt,  giebt  nahezu 
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A  ==  2  +  -5-5  H (  5i;i— cos  —-], 

;  TT»!;*       «17  \        2  2  / 

woraus  zu  ersehen«  ist,  dass  die  Differenz* der  Maximal-  und  Mininialwerthe 
von  h  immer  mehr,  abnimmt,  je  grösser  v  wird,  oder  je  weiter  die  Linie  AP 
sich  von  der  geonletrischon  Schattengrenze  entfernt,  und  das«  die  Intensi- 
tät des  Lichtes  eifier  festen  Grenze  -^^h  oder  =  1  sich  nähert. 

Im  zweiten  /Falle ,   wenn  der  Punkt  P  innerhalb  Fig.  5. 

des  geometrischen  Schattens  vom  Schirme  angenom- 
men wird  (Fig.  5) ,  gilt,  wie  erwähnt,  für  die  Minima 
und  Maxima  der  Intensität  die  Bedingungsgleichung 
25),  welche  durch  keinen  reellen  und  endlichen  Werth 
von  t^  befriedigt  wird ,  so  dass  es  keine  Diffractions-  .     *#/ 

fransen  im  Schatten  des  Schirmes  giebt.  -^—         /^' 

Ist  V  eine«  etwas  beträchtliche  Zahl,   so  wird  iV*  /     ^ 

1 
sehr  klein,  ^f*'reducirt  sich  auf  -r-r  und  h=zM^+N*  /  / 

(fiir  Punkte  ii^nerhalb   des  geometrischen  Schattens)  / 


/ 


A^ 


J« 


ebenfalls  auf-^-^.     Daraus  folgt,  dass   die  Intensität  i 

des  Lichtes  innerhalb  des  geometrischen  Schattens  im 

umgekehrten  Verhältniss  zu  e;'  steht.   Dieses  Gesetz  lässt  sich  auch  leicht 

ans  der  von  Fresnel  berechneten  Tabelle  ziehen.    Zu  den  Werthen  von 

i;  =  2,  2.4,  3,  4,  5,  5.5 
giebt  dieselbe  für  h  die  Werthe 

Ä  =  0.0247,  0.0173,  0.0113,  0.0064,  0.0041,  0.0033; 

vorstehendes  Gesetz  dagegen  giebt  unter  denselben  Voraussetzungen : 

0.0247,  0.0171,  0.0109,  0.00617,  0.00397,  0.0031. 

Die  Differenzen  hierbei  sind,  wie  man  sieht,  ganz  unbedeutend,  sie 
würden  noch  unbedeutender  ausfallen ,  wenn  man  die  Reihe  der  vergliche- 
nen Glieder  mit  dem  zu  t;  =  3  gehörigen  begonnen  hätte.  Für  v=^%  und 
p  =  3  giebt  die  Formel 

1 


Ä  = 


»•r« 


die  Werths  0.0253  und  0.01125,  welche  wenig  von  den  FresneTschen  ab- 
weichen.   Man  kann  also  zur  Bestimmung  von  —  oder  der  Intensität  des 

Lichts  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  >/= —  und  iV^=0  setzen,  wenn  p 

grösser  als  2,  und  um  so  mehr,  wenn  t;  =  3  ist. 

Die  Gleichungen  9)  und  11)  geben  nun  aUgemem 
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0  5IW /^  co^  — 

2  2 

/«w</  27KP  =  : ^ 

2  ^  2 

wobei  man  noch  die  Zeichen  von  P  und  Q  entgegengesetzt  nehmen  muss, 
wenn  es  sich  um  einen  innerhalb  des  geometrischen  Schattens  liegenden 
Punkt  P  handelt.  In  diesem  Falle  und  für  einigermaassen  merkliche  Werthe 
von  iJ  kann  man  sich  auch  der  Gleichungen  23)  bedienen  und  erhält  dadurch 


lamj  '27tg>  = 


Nsw  —  +  M  cos  — 
2  2 

-  jIsih  —  +  N  cos  — 
2     ^  2 


einen   Ausdruck,    den    man    unmittelbar   aus  9)    und  18)    hätte    entwickeln 
können.    Für  <'>2  reducirt  sich  -V  auf  0  und  vorstehender  Ausdruck  auf 

fang  27tq>  ^^  —  cot  — — , 


worauü 


„  =  -.=-_- 

folgt,  indem  k  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Nun  is>t     -  -  -  *— — ,  dem- 
-nftcb,  wenn  man  r  =^  Air  setzt, 

28)  „..'-  +  -^t'. 

Ferner  ist  nach  8)  und  10)  //z-z=— -—      -  //      h'.=z—-—'     hiernach     und 

2  (^1  +  p)  IC  r 

mit  Berücksichtigung  vtm  28)  nimmt  die  Gleichung  2)  folgende  Form  an : 

29)  r -.  -  J^'^^^ .  i-  CS ,.a- '4'-) . 

r      2  [a  +  p)    Ttv  ^  I  A      / 

Beschreibt  man   (Fig.  5)  von  ./  aus   als  CVntrum  mit  dem  Radius  J  P 
z=  p  -[-r'^^p  einen  Kreisbogen  DP^^^s^  so  hat  man  zum  Maasse  der  Win- 

kel  PÄD  ^  JPS ^  PSA  resp.  die  Verhältnisso:  --  , ,  —  ,    mithin      annälu;- 

Q       p       u 

rungsweise    '    =  z und  in  Folge  dessen  nach  4)  und  5i 

Q  ap  • 

s  j/     2 ftp 
damit  geht  die  Gleichung  29)  über  in 

ao,  r„--l.i-o...=.(i,-^). 

JJJese  GlptchuDg  Andct  auf  alle  Punkte  des  Bogens  DP  Anwendung,  so 
//tn^e    f] erseihe    wenige   Grade   nicht   übersteigt,   und  \i^s^t  \\?ic\v^vA\^.w^^ 


Von  QrET. 
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Folgernngen  zu :  Der  Bogen  DP  besitzt  nuter  den  angezeigten  Umständen 
zwar  die  charaktcns tische  Kigenschaft  der  gewölmliclien  WnllenHächen, 
insofern  alle  Punkte  desselben  in  derselben  Schwingangsphnse  sich  befin- 
den, gleichsam  als  ob  der  Punkt  A  eine  Lichtquelle  wSre;  doch  ist  die 
Schwingnngsamplitude  nicht  in  allen  Punkten  desselben  gleiali,  sondern 
steht  im  umgekehrten  Veihältniss  des  Bogcntheiles ,  um  welchen  der  be- 
trefiende  Punkt  von  der  geometrischen  Schattengrenze  entfernt  ist,  und  in 
Folge  dessen  ist  die  Intensität  des  Lichtes  daselbst  dem  (juadrato  die^ies 
Bogens  nmgekehrt  proportional.  Auf  der  Verlängerung  dieses  Bugens 
attsserhalb  des  geometrischen  Schattens  und  durch  die  gewohnliehen  üeu- 
gungsfransen  hindurch  würde  diese  Eigenthtlmlichkeit  nattirlich  nicht  mehr 
hervortreten.  Das  in  den  geometrischen  Schatten  eindringende  Licht  ver- 
breitet sich  demnach  so,  als  ob  der  Rand  des  Schirmes  eine  gewöhnliche 
Lichtquelle  wäre,  nur  mit  der  angegebenen  Abänderung  hinsichtlich  der 
Veränderlichkeit  der  Schwingungswelse  für  die  einzelnen  Punkte  einer  und 
derselben  Wellenoberfläche.  Man  begreift  hiernach ,  dass  man  mit  diesen 
secnudären  Licbtwellen  (unter  Umständen)  wieder  Beugungseracheinungen 
wird  hervorrufen  können. 

II.  Beugungseracheinungen  durch  zwei  Schirme,  von  denen 
der  eine  in  den  Schatten  des  andern  eingreift. 

Vor  die  Lichtquelle  .S  (Fig.  6)  sind  die  Schirme  A  A' ,  BB'  mit  recht- 


winkligen und  parallelen  Kändern  gestellt. 
Man  denke  sich  durch  S  eine  zu  den  Rän- 
dern der  Schirme  senkrecht  gerichtete 
Ebene,  welche  die  Runder  in  A  und  ß 
nnd  dicSchirme  längs /f^',  BB'  schneide. 
Der  geometrische  Schatten  das  ersten 
Schirmes  hat  die  Grenze  ADK  oder  die 
Verlängerung  von  SA;  der  Rand  B  des 
zweiten  Schirmes  rage  in  den  geometri- 
schen Schatten  des  ersten  um  eine  nicht 
ganz  unbedeutende  Grösse  hinein  und  die 
Richtungen  AA',  BB'  der  Schirme  von 
ihren  senkrechten  Kändern  ans  nach  ihren 
anbestimmten  Grcnaen  sollen  einander 
entgegengesetzt  sein. 

XAÄ"  bezeichne  die  Lage  der  Wel- 
lenoberflSche  bezüglich  des  Randes  A  vom 
ersten  Schirme.  Von  A  aus  beschreibe 
man  den  Kreisbogen  D'P  mit  einem  bis 
znm  Rande  des  zweiten  Schirmes  reichen- 


Fig.  6. 


dea  BsIbmeBser  JB.    Die  VerJängerung  von  Ä  B    oÄM  B  F  AÄÄ  ^««^  '^^^ 
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Schattengrenze  des  zweiten  Schirmes  dar  unter  der  Voraussetzung,  dass 
derselbe  von  A  aus  beleuchtet  wird.  Q  sei  ein  beliebiger  über  den  Bogen 
D' BP  hmAxis  und  ausserhalb  des.  Schattens  vom  zweiten  Schirme  liegender 
Punkt,  von  welchem  als  Centrum  aus  der  Bogen  IfmL  beschrieben  werde, 
der  den  Bogen  DP  in  m  berühre  und  die  Linien  QP,  QB  und  QD  in  H^  K 
und  L  schneide.    Man  setze  nun 

SA^=a,     MP=P,     AP=Q,    PJD  =  Sj 
DB=^s\     ---——,     MA  =  z, 

A  4 

^mQ=q,     mPr:=a,PJI^R,     y  =  ^» 
DL        ff  ^ 

T=4'    "^^^- 

Nach  den  vorhergehenden  Erörternngen  befinden  sich  die  Punkte  von 
BP  in  gleicher  Schwingungsphase  und  ihre  Oscillationsgeschwiudigkeiten 
stehen  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Bogen ,  um  welche  sie  vom  Rande 
D  des  geometrischen  Schattens  des  ersten  Schirmes  abstehen.  Hieraus 
folgt,  dass  man  die  Oscillationsgeschwindigkeit ,  welche  der  Punkt  0  vom 
Elemente  P  des  Bogens  BP  erhält ,  ausdrücken  kann  durch 

sowie  die  Geschwindigkeit  vom  ganzen  Bogen  BP  durch 

da  (l        fj  +  f^\ 


Setzt 


man 


32) 


i   ^da        "InB        ,- 

IX  —  cos =yA  cos  2  TT  tf; , 

)       s  i         ^ 

)  ^da    .    InR      ,/—   .    ^ 
IE  —  sin  -—--  =  VA  sm  2  tc  e/; , 

\        s  k 

so  ergiebt  sich 

33)  ü  ^=  J/Asin  ^27t(-^—^—ti,y 


und 


„da   .    InR 
Z  —  stn 


34)  lang'il;=z 


^da       2nR' 
E  —  cos  —  -— 
s  X 

wobei  A  6\q  Intensität  des  Lichtes  im  Punkte  Q  darstellt.    Um  dieselbe  zu 

erhalten,  hat  man  die  Summen  E —  cos und  E — sm  —- —  zu  bestim- 

s  X  s  k 

men.    Hierzu  hat  mau 
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X   -.—^  -*-rf^    ^*W>.i''^.^«^S«<nM''N^w^    ^>0'*m^.^'S^-^-,^^-\^^ 


'    ^■-'^••^-'   --—'^  •%,'*,      *     ^   ««'^^N^   w*    ^    ^  ^«^w'  ^    . 


Düinit  erhält  mau 


_//ö        '2nR        ^    dx           nx^ 
£  —  cos  —-—  =  2^  — ; —  cos , 

s  k  y  +  o:         2  ' 

_(ia    .    2nR        ^    dx       .    nx* 
Z —  sm  -r-T—  =^  2J — ; —  sm , 

8  k  y+x        2 

wobei    die  Summen  sich  auf  alle   Kiemente   des  Bogeus   B m  P  beziehen. 
Afan  kann  somit  setzen 

5       TTo;*                  op       nx^  , 
^^Hcos'^^.J ? +     /  ? , 

*         A      0       y  —  ^0        y  +  o;' 


^   .    7r.r'   .  OD    .    ;EJr' 


„</o         ü^rÄ  I  2  I  1 

s  k         0  y  — ^  ö"^'      y+a: 


oder  auch 


36) 


^     _  i*cos—-—dx  /*  cos dx 

„da       ^TtR  1  2  12 

£'-cos-'—  =  '2y  J    — j i-+J    1 » 

s  k  ^       tf  —  x^         %         y-^x 

ä,   .    I^R       ^       /-sm—da:         r  sm  —  da: 


in  welchen  Formeln  die  Grenze  x  auf  den  Rand  B  des  zweiten  Schirme!^ 
ihre  Beziehung  hat. 

Durch  partielle  Integration,  wobei  die  Integrationen  auf  die  trigono 
inetritfchen  Functionen  Übertragen  werden,  erhält  man  unmittelbar 


/ 


90  '    nx*  , 

os-^dx  ,                    , 

2                           .  Jra:'  .             nx^ 

=  —  tn  stn ¥-  n  cos 

'      00  .    nxr 

stn dx 

2  nx*  ,         ,  nx* 


[f 


=  m  cos  —  +  n  sin- 


in  denen  m  und  n  folgende  Reihen  bedeuten: 

m  =  Xi  —  a-8  +  a*5+a-74-  .  .  . 

«Tg  "j"  .  .  . 

deren  auf  emsüder  folgende  Glieder  das  rekurrireuAe  OeseXi 


-Jg.  ^m  =  Xi  —  a-8  +  a-5  +  a 

)  w  — X*  — .r^  +  a-g  +  .i 
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I        dx 


1 

befolgen  und  deren  Anfangsgh'ed  = t~t — \  ist.    Man  hat  somit  zur  Bil- 

^  «^  (y  +  ^] 

düng  dieser  Reihen 

/  I 


39) 


*^^  ~  tt'o:»  (y  +  .r)  Vr«  "^  ^(y  +  a:^    {y  +  ^)V  ' 

1  (^'^  ^        ^'^  1.2.3  1.2.3  \ 

Die  Reihen  m  und  n  sind  wegen  ihrer  Divergenz  nichfr  bis  ins  unend- 
liche fortzusetzen.  Bricht  man  sie  bei  irgend  einem  Gliede  x^  ab,  so  be- 
geht man  in  den  Gleichungen  37)  einen  Fehler,  der  absolut  genommen  klei- 
ner als  Xn  ist.  Obgleich  somit  die  Gleichungen  37)  nicht  scharf  sind,  so  kann 
man  doch  bei  Anwendung  derselben  die  Approximation  beurtheilen ,  weil 
man  immer  bis  zu  einer-  über  den  Fehler  liegenden  Grenze  rechnen  kann. 
Sind  X  und  y  ein  wenig  merkliche  Grössen,  so  kann  diese  Annäherung  schon 
sehr  gross  sein  bei  einer  nur  ganz  geringen  Gliederzahl  in  m  und  w.  Die- 
selben Betrachtungen,  wie  sie  bezüglich  22)  angestellt  worden  sind,  sind 
auch  hier  zu  wiederholen. 

In  der  identischen  Gleichung- 

1  \         x^       x^  ar'"""'  x^^ 

-1«)        .■J-^,  =  .-:i+.-7  +  .•:^  +  •••  +  ^Tl^-^ 


X 


in  welcher  obigen  Annahmen  zufolge  —  <^  I  ist,  kann  zwar  die  Reihe  auf 
der  rechten  Seite,  weil  sie  convergent  ist;  ins  Unendliche  fortgesetzt  ge- 
dacht  werden;  doch  möge  hier  der  Rest    -    .  .. -.  für  weitere  Berechnun- 

ir^iy  —^^ 

gen  angemerkt  werden,  indem  daraus  weiter  unten  für  gewisse  divergente 
Reihen,  die  bei  einem  Gliede  abgebrochen  werden  müssen,  sich  eine  obere 
Fehlergrenze  ableiten  iKsst. 
In  den  Integralen 

/3T  X^  i                    Tt  X^ 

x^ *■  COS  ——-  dx,  I  x^^  sin  — ^  d x 

2  e/                 2 

0  0 

kann  mah  durch  partielle  Integration,  indem  man  die  Integrationen  auf  die 
trjffonometrischen  Funktionen  überträgt,  den  Exponent  2k   successiv   um 
zwei  Einheiten  verringern  und  so  die  Integrale  au?  d\(i  ioV^^xv^^^xv 
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'  ^     ■      n^«'   ^     ^'^   --^--^•---—     ^■-       *..    .^•-■••*       .  ^^^     ■^-      .        >'tf.*,'«^'V-'^^>'^«^«'   ^\^.^~^  «^  ^-w««  -»^^^•.^^'^ 


.t:  u: 


f  c'oj? f/.i',        I  sin iix 

J  '1  '      J  1 


0  0 

Iierahbringcii.     Letztore  liabeii  aber  nach  22)  die  Werthe 


nx^ 


K~^  I  ms  —  —  </ci"  -  -  i  +  iW  Äi/i     '      —  A'  cos  -       , 
J  i  ^  2  2    ' 

2 


/  --  I  Ä/// (/x  --  i       iü/roÄ* A  sm  - 

e/  2  ^  2 


7t  Ji 

2     ' 


wob«*i  M  und  A'  sich  aus  19)  ergeben,  wenn  man  daselbst  o  mit  x  vertauscht. 
Hiernach  erhält  man 


a' 


J  2  2     (     ;r  ;i*  J 

7r.r«/2A--^I  2Ar— 1 .2it^3.2X--5  ,.    ,  ,         I 


.r 


,    I.3.5...2/  — I   ,, 


I  .«,'•  *  SIN fix  ~-     -  cos  — -— < , u.*  *"*+^  . .  f 

/  2  2    I       ;r  7t*  j 

.    7tu^lU'-~i       .     3       2A-I.2A— 3.2^-5    ,.       ,  i 


.    1 .3.6...2A —  I   ^, 
+    -  . ^  . 

wobei,  wenn  A*  eine  gerade  Zahl  ist, 
und  wenn  A  ungerade 

m 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  erhält  man  weiter 

*ros — r-  rt.r  j  , 


»^^        »*        ^ 


42)  '     »> 


•^i    .     Tt.-»'* 


/sin —-fix  _  . 

0      .'/       -^  2  1 


inflem  zur  Abkürzung 
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;    ,         \    X         }  x^        l  /.v"       b.Sx\        I  /a:'       7  .ba^\ 


43) 


'    -   ^  —  M  1^^  M  ^n^^        7.5.3a:  y 


tf  n^        if  TT*         y* 
I  1-3         3.5.7^ 

gesetzt  worden  ist.     Die  beiden  letzten  Gleichnungen  geben  noch  die  Be- 
ziehungen 

\   de       df    ' 
ny  dy'     dy 
und  in  Folge  dessen 

ede  +  fdf=^  —  de^ 

^^)  ^de    -df  ^-ndylie  +  n  —  ll 

de    +df  =«//y[(^  — /•)-!]. 
—  Gleichungen,  welche  weiter  unten  noch  zur  Anwendung  kommen  wer- 
den. —  üarait  nun  die  Formeln  43)  nicht  divergente  Reihen  einschliessen, 
muss  mau  eben  die  Reihe   40)  nicht  als  eine  unendliche  annehmen.    Bricht 

mau  dieselbe  mit  — jjp  ab ,  so  muss  man  die  Gleichungen  42)  resp.  durch 

y 
die  Glieder 


-:.  P- 


X  X 

/x^^cos^^dx  ia^t  sin  ^^  dx 


ergänzen.     Dieselben  sind  aber  ihrem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als 

x 

x^^dx 


l 


y'—^{y^  —  x'y 

Dieses  Integral  iHsst  sich  zwar  bestimmen,  doch  genügt  es  hier  zu  be- 
merken, dass  dasselbe  wiederum  kleiner  ist,  als 

-^—^^^—^^Jx'naa:  =  ^—j-j  (^_  j         _^. 

y* 
Da  die  Grenze  x^  wie  schon  bemerkt,  sich  auf  den  Rand  B  des  Schir- 
mes bezieht  und  daher  seinen  grössten  Werth  hat,  ferner  y  bei  den  Versu- 
chen immer  hinreichend  gross  angenommen  werden  kann ,  so  dass  der  vor- 
stehende Ausdruck  einen  hinlänglich  kleinen  Werth  für  irgend  ein  gegebenes 
n  erhält;  so  kann  man  unter  diesen  Voraussetzungen  in  42)  die  eben  ange- 
gebenen Ergänzungen  vernachlässigen  und  sich  in  den  Reihen  43)  auf  die 
Glieder  beschränken  ^  in  denen  der  Exponent  'von  y  \iöc\isteiia  =  2fi —  1  ist. 
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Mit  Hilfe  von  37)  und  42)  gehen  nun  die  Integrale  36)  über  in 

2  —  cos  -- —  =  e  —  A  +  of  stn +  p  cos  — — 

s  l  2  2 

**^)  ^      da    .  2«Ä  ,    .  na:^  ^    ;,    •    ^^"^ 

Z  —-  *i/i  — - —  =  (?  +  /^ —  a  CO/? h  l3  «<w  — - 

in  welchen  Ausdrücken  o  und  ß  folgende  Bedeutung  haben: 

)/3  =  2;/  —^eN  +  ^fM+n. 
Den  Gleichungen  32)  gemäss  hat  man  dann  für  die  Intensität  des  Lichts 
im  Punkte  Q\ 

4S)  A-^-=(^  +  r  +  i^^ff^^a{e—f)  +  ß{e  +  nVin'^ 

Diese  Gleichung  ist  schon  hinreichend,  zu  zeigen,  dnss  es  ausserhalb 
des  Schattens  des  zweiten  Schirmes  eine  Keihe  Maxima  und  Minima  der 
Lichtintensitäten  gieht  und  sie  erklärt  leiclit  die  Entstehung  der  Fransen, 
welche  das  Experiment  darstellt.  Es  mögen  nun  noch  die  charakteristischen 
Eigenschaften  dieser  Fransen  erörtert  werden. 

Die  Gleichungen  31)  und  35)  geben 


Bleibt  die  Linie  A  Q  unveränderlich  und  lässt  man  nur  die  Lage  des 
Punktes  Q  sich  verändern,  ohne  auch  den  Schirm  B B*  zu  verrücken«,  so 
werden  in  49)  sich  auch  nur  x  und  y  verändern  und  in  Folge  dessen  dy=da: 
gein.  Betrachtetman  nun  unter  diesen  Bedingungen  in  48)//  als  eine  Funktion 
von  x  und  setzt 

''^       .. 
dx 

so  hat  man  mit  Berücksichtigung  von  45) 

50)         0  =  <?  —  +  /•-/-  +  «  --T  +  ßJ^^ffgin  ^—+G  cos     -  , 

dy        dy^    dx^^dx^  ^  2 

worin  zur  Abkürzung 

H  =  eB'\^na  —  fC'{'{e(:—nß+fB), 

G=eB  +  na  —  fC—{eC      nß  +  fB\ 

r^'L^-naiy-x) 

geseilt  worden  ist. 

Stellt  man  die  hier  einschlagenden  Funktionen  Übersichtlich  zusammen 
und  benutzt  davon  nur  die  höchstens  bis  zur  fUnften  Otdtwxwv^  «\\^*\,^\^«w\v^\\ 
Glieder,  so  hat  man 


46 
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^^"^•■^•^.^  •-.^^•^^  ^   ^^^^-^.^^^^  •■^^%^^  ^  ^•^-i 


/ 


m 


X 


\T 


D.r 


7j 


♦      '•      •  •       7       I  •      u 

71  u      "^  y      7ry 


z  +  - 


t/  +  ^-^ 


ji«a:y (//*—>•«)«       n*  xy 


3  ' 


r>2) 


_1_     ^  r— _L 

v-J J_        V L 

.3  ^••'  ^mJ*   -v* 


TT.«* 


TT".-!' 


7r*.r 


m 


TT  a*  (.V  +  x)  71*  .1*  (//  +  .r )  V  j-       y  +  .r  / 


TT  .11/  7ry,r  nra-y* 


2  a- 


I 


I 


rr  -■= 


n  y  f jy*  —  .*'*)       ä  .r  ( v  +  u- )    '    rr ;/  a*        nx(y  —  .r } 


2  2 


y 


i 1 


71*  //'       71*  j://*        .t*  .r*  ( V*  ~-  .r* )       tt*  a*  (y — or)  (//' — ;i-') 
und  hieraus  ergiebt  sich  woitor 

53) 


i        _      2ry-.  .  r--  — 


2j- 


yiy-^)      y* 

Beschränkt  man  sicli  ferner  in  der  Gleichung  50)  auf  Glieder  von  nur 
unter  der  vierten  Ordnung,  so  zieht  sich  dieselbe  zusammen  auf  • 

Da  man  endlich  bei  den  Versuchen //hinreichend  gross  annehmen  kann, 
so  lifsst  sich  diese  Gleichung  anniClierungsweise  auch  ausdrücken  durch 


0  =  ,vm   -      +COS , 

2  2 


oder 

54) 


..2 


'     2 


I. 


Die  Werthe  von  a-,  welche  dieser  (jleichung  genügen,  sind   enthalten 
in  der  Keihe 

5 


55) 


II       15 


1* 

T"  ""h'      8  '     8  ^     8 
und  es  fallen  somit  die  Werthe  von  x  aus  54)  mit  denen  von  v  aus  26)  zu- 
sammen, sowie  auch  die  übrigen  Folgerungen  daraus  dieselben  sind. 

Beschreibt  man  vom  Punkte  B  als  Centrum  mit  dem  Halbmesser  B  Q 
einen   Bogen  QF,  dessen  Anfang  an  der  Grenze  BF  des  geometrischen 
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"■.^■.^V>»  y».^„^  •".«-u^.i^.^»  '".^-.^  ^.^    f  ^  ^    *'.«".'- .»^  •■-•■  ^  * 


Schattens  vom  zweiten  Schirme  liegt,    so  werden  die  drei  Winkel  QBF^ 

OF     mK     mB 
BQA,   BAQ  bezüglich  gemessen  durch  ^-,     ,    und  man  hat 

QF  _mK      mB 

'bö~T       Q  ' 

woraus  man  annäherungsweise  QF=^  mB folgern  kann,  insofern  die 

Q  

(V+P) 
mithin 


Bogen  QF^mB  sehr  klein  sind.  Andererseits  hat  man  x  =  m  B  1/ 


QFz=^x'j 


2        'q 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  die  Lagen  der  •verschiedenen  hellen 
und  dunklen  Fransen  berechnen  und  darnach  die  Theorie  durch  den  Ver- 
such bestätigen. 

Dieselbe  Gleichung  56)  zeigt ,  dass  die  Fransen  sich  vom  Schatten  um 
so  mehr  entfernen,  je  näher  der  zweite  Schirm  dem  ersten  steht.  Unter 
diesen  und  den  übrigen  Verhältnissen  sind  die  Beugungserscheinungen  den- 
jenigen an  einem  einzigen  Rande  ganz  analog.  Dieses  ist  übrigens  auch 
a  priori  wohl  begreiflich  dadurch,  dass  die  Wellenfläche  D'DmP  theilweise 
durch  den  Schirm  ß  ^^  aufgefangen  ist.  Der  wirksame  Theil  derselben  BP 
mass  aber  auf  den  Punkt  0,  wenn  auch  nicht  genau  dieselben  Wirkungen, 
wie  eine  gewöhnliche  Lichtwelle,  doch  wenigstens  denselben  ähnliche  her- 
vorbringen. 

Wird  der  zweite  Schirm  in  entgegengesetzter  Richtung  von  der  oben 
vorausgesetzten  aufgestellt,  so  geht  der  wirksame  Theil  der  Welle  vom 
Rande  des  Schirmes  nicht  in  so  einfache  Verhältnisse  ein;  dagegen  bleiben 
die  Wirkungen  der  Welle  AX  auf  den  Punkt  Q  dieselben,  mag  man  den 
zweiten  Schirm  hinstellen  oder  ganz  wegnehmen.  Aus  Allem  geht  aber  her- 
vor, dass  die  FresneTsche,  auf  das  Huygens'sche  Priueip  gegründete 
Theorie  von  den  bemerkten  Erscheinungen  vollkommen  Rechenschaft  giebt. 

Die  Gleichung  48)  geht,  wenn  man  in  ihren  Coefficicnten  nur  die  Glie- 
der, die  höchstens  bis  in  den  dritten  Grad  steigen ,  berücksichtigt,  über  in 

-'/--  -    +  7 -\  stn  — cos  —  ) : 

eine  Gleichung ,  aus  der  man  ersehen  kann ,  warum  die  Anzahl  der  sicht- 
baren Fransen  begrenzt  ist. 

Wird  im  andern  Falle  Q  innerhalb  des  Schattens  vom  zweiten  Schirme 
sngenpmmen,  so  hat  man 

«  /   cos — 

da        'InR         I  2 

E — cos — : — =t/ ; 


dx 


s  k        X        y+x 
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de    .    UnR          I            2 
Z  —  sm  — —  =  »/     ; 

und  vermittels  der  Gleiehungen  32) ,  33) ,  34) ,  37) 

na:*    ,         .   war* 

m  cos h  ;*  sm 

2  2 

ig  27ri/;  — -,, 

.    nar  ,  nar 

—  m  stn V-n  cos 

2    ^  2 


Ist  der  Punkt  Q  weit  genug  von  der  Grenze  des  geometrischen  Schat- 
tens entfernt  und  ist  y  eine  merkliche  Grösse,  so  kann  man  n  vemachlfts- 

I 

si^en  und  m  auf — . — r  (s.  52)  reduciron.     Dann  &:eben  die  vorstehen- 

7r.r(.y  +  a:)^        ^  ^ 

den  Gleichungen 

.    «                     ^•*'      ,           •^'*  .,2*+  I 
ig27t^  =  — cot und  i/;=  —  + . 

Bezeichnet  man  noch  BQ  niit  q'  y  wofür  man 
hat,  und  bemerkt,  dass 


r        qgX 


99 
ist,  so  ergiebt  sich 

Aus  der  Gleichung 

QF_fnK      mB 

BQ~T^T 
erhält  man 

QF=mB.^l^^±J^,  o^.r 

99 


und  damit  endlich 


V= ^-r  .  -;r7,  COS  2 

in  BD    QF 


-(t-0 


Hieraus  geht  Ijervor,  dass  auf  irgend  einem  von  7?  aus  als  Centrum  im 
Schatten  des  zweiten  Schirmes  gezogenen  Kreisbogen  die  verschiedenen 
Punkte  in  derselben  Oscillationsphase  sich  beenden,  und  dass  ihre  Ge- 
schwindigkeiten im  umgekehrten  Verhältniss  zum  Bogen  Q  F  stehen ,   um 
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welchen  der  betreffende  Punkt  von  der  Grenze  des  geometrischen  Schattens 
absteht.   Das  in  den  Schatten  des  zweiten  Schirmes  sich  verbreitende  Licht 
hat  demnach  dieselben  Eigenschaften,  wie  dasjenige,  welches  sich  in  dem 
Schatten  des  ersten  Schirmes  verbreitet,  und  muss  hinter  einem  dritten 
Schirme  den  vorhergehenden  ähnliche  Erscheinungen   hervorrufen.     Die 
Gleichung  54)  führt  übrigens  wieder  zu  folgendem  Ausdruck  des  die  Er- 
scheinungen an  zwei  Schirmen  betreffenden  Gesetzes:    Nimmt  man  zwei 
Strahlen  an,  die  vom  Rande  dos  der  Lichtquelle  am  nächsten  stehenden 
Schirmes  kommen  und  zwar  der  eine  auf  directem  Wege ,  der  andere  nach 
einer  Reflexion  am  Rande  des  andern  Schirmes  und  die  sich  in  den  hellsten 
oder  dunkelsten  Partien  der  Fransen  durchkreuzen,  so  ist  die  Differenz  der 
▼on  diesen  Strahlen  durchlaufenen  Wege  gleich  einer  um  eine  Achtel  welle 
▼erminderten  geraden  oder  ungeraden  Anzahl  halber  Wellenlängen. 


Kleinere  Mittheilungen, 


L  üeber  einige  elliptische  Integrale. 
Durch  Anwendung  imaginärer  Substitutionen  ist  es  bekanntlich  gelun- 
gen j  die  drei  Integrale 

/isinq>  ricosq>    ,  C^  ^(J^^^)  \i 

in  denen  ^  (Ar,  9)  wie  gewöhnlich  }/{  — k^  sin^tp  bezeichnet,  auf  die  voll- 
stEndigen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

jurttckzuführen*);  da  diese  Reduction,  selbst  abgesehen  von  ihrem  Ge- 


/. 


dtp 
♦)  Die  obigen  Integrale  gehen,  wenn  /'(*,  9)  =  m  also  ~-^    —  =  //?/  nnd  um- 
gekehrt ipz=:amu  gesetzt  wird,  in  die  folgenden  über 

K  K  K 

I  Isnamudu,        1  l  es  am  u  du,         1  iJamudu; 

0  0  0 

nun  ist  aber  bekannt,  dass  die  Funktionen  der  Amplitude  in  periodische  Reihen  ver- 
wandelbar  sind,  nämlich 

Zelltelirifl  f.  Mathematik  o.  Phytik.  U.  ^ 
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■ 

brauche  in  der  Tlieorie  der  elliptischen  Funktionen ,  immer  von  Interesse 
ist,  so  dürfte  vielleicht  ein  auf  reellen  Grundlagen  beruhender  Beweis  der- 
selben nicht  überflüssig  erscheinen. 

a)  Aus  der  bekannten,  für  beliebige  positive  p  und  q  geltenden  Formel 

folgt  für  ^  =  ^  und  x  =  sin*  ^ 


A^ 


diese  Gleichung  differcnziren  wir  in  Beziehung  auf  das  willkürliche  p  und 

wenden  rechts  die   identische  Gleichung  —— =z  Q  — —  an:   wir  erhalten 

dp  dp 

auf  diesem  Wege 

J  2    r(p  +  j)L    dp  dp       J 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  mittelst  der  bekannten  Relation 

1 

dp  dg  g/  l  — y  ^ 

transformiren ,  dies  giebt 


Isnamu  —  i  stn  j-r,  =:  -4o  -f  -^i  cos  -=t  ••\'  A^  cos  — jr-  -f  . ,  .  . 

/  CS amu  —  / cos-jy^=  Bq'^'Bx  cos  -=t  +  />2  cos  — — -  -f  .  . .  . 

l  d  am  u  r=z  Cq  '\'  d  cos  -jr  +  Cf  cos  — tt-  +  .  .  .  . 

A  A 


mnn  hat  daher 


K 


j  lisn/imu  —  /  sin  —  |  du  -=  Aq  ä", 


K 


j  Itrs  amu  —  fcos  —  j  rfw  =  Äq  AT, 

0 
K 

/ 


Id  amud  u  c^CqK, 


Vergl.  Jacobi,  Fundamenta  nom^  §.  39,  oder  des  Verf.  Ahhandlung:  „Ueber  einige 
allgemeine  Beihenentwickelnngen  und  deren  Anwendung  auf  die  elliptischen  Funk- 
e/onen  **  {Abhandlungen  der  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  in  Leipzig.  8.  395). 
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i»  i 

und  für  p  =  «  +  J ,  y  ==  j*, 

0  0 

Diese  Formel  gilt,  da  früher  p  beliebig  positiv  war,  für  alle  zwischen  —  ^ 
and  4"  OD  liegende  n ;  für  n  =  0  liefert  sie  das  bekannte  Resultat 

n  i 


2)  /,^,«  =  _I/^  =  _|,,, 


0  0 

bei  ganzen  n  wird  aus  Nr.  1) 


J  32.4.6 (2n)  «/    1  + 

ü  0 


z 


^_       7gl.3...(2n-l)r  11  1-1 

3    2.4....  (2w)  L  1  "^2     '""^2«/ 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  r^",  wobei  r  eine  beliebige  Constante 
bezeichnet,  setzt  der  Reihe  nach  r  ==  1,  2,  3 . . . .  und  vereinigt  alle  einzelnen 
Ergebnisse  sammt  der  Gleichung  2) ,  so  erhält  man  die  neue  Beziehung 

/  m  0  (1  +  r«  5iw»  d  +  r*  sin^  0  +  r«  sin^^  +  . . .)  rf^ 

0 

1 

2t/    \    ^'  2.4         ^2.4.6  /!  + 

0 

cl.  h.  kürzer 


/ 


1  — r««>t«d~       2  J  x/  1  _  r«  2«    l  + 
0  0     '^ 


Die  Integration  rechter  Hand  ist  leicht  ausführbar  und  giebt 
^.  /    l  sine  da  n  1  ,/,,,/; j[\ 

ein,  wie  es  scheint,  nicht  bekanntes  Resultat.    Schreibt  man  statt  der  vor- 
sieh enden  Gleichung  die  folgende  mit  ihr  identische 

/l  sine  de  n        1         J  r«  \ 

l—r^8in'e~       2  / 1  —  r*    \i_y\  — t*'' 
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80  findet  man  als  arithmetisches  Mittel 


h)  Nach  dieser  Vorbereitung  ist  das  erste  der  anfangs  erwähnten  drei 
Integrale  sehr  leicht  zu  entwickeln.  Wir  setzen  nämlich  r  =  Ar  m  9 ,  mul- 
tipliciren  beiderseits  mit  dq>  und  integriren  von  g)=0  bis  9  =  ^11;  dies 
giebt,  wenn  linker  Hand  1  ==  co^  q>  +  sin^tp  gesetzt  und  die  Anordnung  der 
Integrationen  umgekehrt  wird, 

r         r  da 

I  Isin^d^   I  r r—. 71    .  ,  ^. — TT— 

0  0  /TT 

i«  in 
n    r    dg>        /l  +  Ulf  (Ar,  <p)\        n    ri(k  sintp)  dq>. 

Das  auf  q>  bezügliche  Integral  linker  Hand  hat  den  Werth 

rechter  Hand  bt  nach  einer  bekannten  Formel*) 

i« 


^  J(k, 


*)  Die  obige ,  von  Legcndre  gefundene  Formel  wird  nach  einer  Bemerkung 
Lejeune  Dirichlet*B  am  einfachsten  auf  folgende  Weise  abgeleitet.  In  der 
Gleichung 


/. 


dtp  n   1 


o* c(M^ 9+6' sbi^ ip        2  ab 
0 

nehme  man  (f:=l  —  ai',  b-=l  —  k'*a^,  multiplicire  beiderseits  mit  dx  und  integrire 
von  j;  =  0  bis  o;  =  1 ;  man  hat  dann 

1        i«         -^  1 

0        0  0 

Der  Werth  der  rechten  Seite  ist  ^n  K' ;   linker  Hand  kann  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen umgekehrt  werden,  wodurch  man  erhält 

r'^jl  -  (1  -1fc^*m«9)  a:«=  T  *  ^' ' 

nach  AusfQhrang  der  anf  x  besüglichen  Intenation  bleibt 

4«  •  

0 
wehbe  Oleichung  mit  der  im  Texte  angegebenen  Formel  identisch  ist. 
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ferner 

nach  Snbstitution  dieser  Werthe  und  Hebung  von  \n  bleibt 

1«  In 


Schreibt  man  fp  statt  ^,  was  in  einem  bestimmten  Integrale  erlaubt  ist, 
so  hat  man  links  dasselbe  Integral  wie  rechts ,  folglich 


6) 

0 


A 


c)    Um  hieraus  die  Übrigen  der  anfangs  genannten  Integrale  abzulei- 
ten ,  benutzen  wir  die  bekannte  Substitution 


tan  q>  =  -p  cot  tlß  y 


mithin 


and  erhalten 


dq>      dt^t 

1«  in 

oder  vermöge  des  bekannten  Werthes  der  linken  Seite 

Dieselbe  Sabstitation ,  auf  das  dritte  Integral  angewendet ,  giebt 


/ 


schreibt  man  in  den  beiden  Oieichangen  wieder  q)  statt  i\>  ^  bo  ^tiSöLÄV^x^  ^\^- 
gelben  Mwei  Unbekannte  und  geben 
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d)    Durch  gegenseitige  Vertauschuog  von  k  mit  k'  und  K  mit  IC'  zieht 
man  aus  Nr.  6  noch  die  Gleichung ' 

0  ^ 

und  diese  führt  zur  Berechnung  Von  K  für  den  Fall,  dass  k  der  Einheit 
nahe  liegt,  mithin  Ar'  ein  kleiner  Bruch  ist.  Unter  diesen  Umständen  würde 
nämlich  die  gewöhnliche  Formel 

-=f['+a)'*-+(^)"-+(ri-:)"-+-] 

wegen  der  schwach  convergirenden  Keihe  von  keinem  Vortheil  sein;  setzt 
man  dagegen  in  Nr.  9 


j(k\q>)=^l  +  ^k'*  sin*  <P  +  Y:^^''  *"**  9>  +  •  •  • 

und  integrirt  die  einzelnen  Glieder  nach  den  Formeln  2)  und  3)  so  gelangt 
man  zu  folgendem  Ausdrucke : 

'»)    -='(j)+(i)"['a-)-^o- 

+(i4fi)"['ö)--.]'-+- 

wobei  die  mit  A  bezeichneten  Grössen  nach  folgendem  Gesetze  gebildet  sind 

3 


1^.=  «  + 


3.4' 


11)  J  ,2.2 


3.4^5.6' 
2  2  2 


3.46.67.8 


Mittelat  der  bekannten  Relaiian 
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du 


erhält  man  noch 


-='  +  K'a)-r^]'-- 


+G)'!['(l)-'.-jh]-. 

+ 

Es  sind  diess  die  nämlichen  Formeln,  welche  Legen dre  in  Cap.XIV. 
seines  Traitd  des  foncL  ellipt.  auf  ganz  anderem  Wege  entwickelt  hat. 

e)  Behufs  einer  weiteren  Anwendung  der  Formeln  6) ,  7)  und  8)  be- 
trachten wir  das  Doppelintegral 

1^  sin^  q>  sin  to  cos  od 

dtp  dm. 


(1  —  Ä*  5iw*  q>  5IW*  a>)  J  (Ar,  (p) 


Dnrch  Integration  in  Beziehung  auf  cd  erhalten  wir 

J   J(k,q>)      "*"  ^ 

Kehren  wir  dagegen  die  Anordnung  der  Integrationen  um  und  benutzen  in 
der  neuen  Form 


/*        Ä*  sin  OD  cos  (o  sin^  <p 
J  (\  —  Ä*  51/1*  09  sm'  q>)  J  (Ar,  (p) 


die  bekannte  Heductionsformel  für  die  vollständigen  elliptischen  Integrale 
dritter  Art  (Legendre  pag.  141),  so  finden  wir 


/: 


^^      [K.E{k,ai)  —  E.F{k,m)] 


^Kf^^d.-E.),K^. 
J  A  (Ar,  w)  * 


0 

Die  Vergleichnng  der  in  13)  und  14)  verzeichneten  Ausdrücke  liefert  die 
Formel 

0 
die  Jacob  j  auf  anderem  Wege  erhalten  hat. 
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f)  Betrachten  wir  ferner  das  Doppelintegral 

co!^  q>  sin  od  cos  od  dq)  dn 


//^ 


(st«*  »  +  co^  a  sin*  9)  J  (A,  q>) ' 

80  giebt  die  Aasftthmng  der  auf  a  bezüglichen  Integration 

in 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen ,  nämlich 

Ml 1  ,       1      dtp 

1 T—, s TT ton «    — ,,      ^ 
m  flu  cos  a  1  +  cor»strrw  \  A  (Ar,  ©) 

0         0  -  j      \  » ^/ 


/. 


lässt  sich  die  Ton  Legendre  pag.  134  angegehene  Keduction  der  vollstän- 
digen elliptischen  Integrale  dritter  Art  anwenden ,  und  swar  findet  sich 

rff 

0         ^    '     ' 

d.  i.  hei  Integration  der  einzelnen  Theile  und  Benutzung  von  Nr.  15) 

"^        \^:^Klk+\nr  —  i£:'{KEr  —  K'E~J^Ky 
Die  Vergleichnng  der  Kesultate  in  16)  und  17)  führt  zu  der  Kelation 

18)  ^E'  +  K'E  —  KK'  =\n, 

welche  das  hekannte  Lcgendre'sche  Theorem  üher  die  vollständigen  Funk- 
tionen erster  und  zweiter  Art  ist. 

SCHLÖMILCH. 


IL  üeber  das  vollständige  Viereck  und  das  Tangentenviereqk.  Zu- 
folge der  Bemerkung,  dass  die  bekannten  Beweise  des  Gauss'schen  Satzes 
vom  vollständigen  Viereck  und  eines  anderen  Satzes  vom  Tangenten viereck 
Manches  zu  wünschen  übrig  lassen  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  L, 
S.  317)  habe  ich  von  Herrn  Fr.  Paugger,  Lehramtscandidat  zu  Gratz, 
nachstehende  überaus  einfache  Beweise  jener  Sätze  erhalten. 

1.  Die  Seiten  eines  einfachen  Vierecks  AB  CD  sind  verlängert,  bis  sich 
AB  und  CD  in  E,  sowie  5C  und  DAinF schneiden;  L  sei  der  Mittelpunkt 
von  AC^  N  der  Mittelpunkt  von  EF  und  M  der  Durchschnitt  von  BD  mit  LN\ 
au  beweisen  bleibt  dann,  dass  M  der  Mittelpunkt  von  BD  ist.  Man  hat  nun 
wegen  ÄiV=i^iV 

AAEN=zAAFN, 
oder ,  wenn  jedes  Dreieck  in  seine  Bestandtheile  zerlegt  wird, 

Aabl  +  Abln+anbe±Aaln 

=  ^JDL  +  ADLN '\'  Äff  DF'^  AALS, 
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wobei  gleichzeitig  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zn  nehmen  sind,  je- 
nachdem  die  verlängerte  ÄC  die  Gerade  EF  zwischen  E  und  N  oder  zwi- 
schen F  und  iV^  schneidet   Weiter  ist  linker  Hand : 
£s,ÄBL  =  ^CBL,   ANBE=ANBF 

=  A  NBC  +  A  CFN,  A  ALN=A  CLN, 
und  ähnlich  rechts: 

AADL^ACDL,  andf=ande 

=  ANDC+ACEN,AALN=ACLN', 
nach  Substitution  dieser  Werthe  kann  man  links  A  CFN  gegen  das  rechter 
Hand  vorkommende  gleiche  A  CEN  streichen ,  und  es  bleibt : 

ACB,L  +  ABLN+ANBC±ACLN 
=  ACDL  +  A1)LN  +  ANDC  +  ACLN. 
Das  erste ,  zweite  und  vierte  Dreieck  links  geben  zusammen  das  Dreieck 
BLNj  also  ist  die  Unke  Seite  =2ABLN'j  die  rechte  Seite  findet  man 
ebenso  =2  ADLN  und  es  ist  daher 

ABLN=ADLN. 
Da  diese  Dreiecke  über  der  gemeinschaftlichen  Bailis  LN stehen,  so  folgt 
aus  der  Gleichheit  ihrer  Flächen  die  Gleichheit  ihrer  Höhen,  die  j^Pund 
BQ  heissen  mögen.  Dann  sind  aber  die  Dreiecke  BPM  und  DQN  con- 
gruent  vermöge  ihrer  üebereinstimmung  in  einer  Seite  und  zwei  Winkeln, 
mithin  ist  auch  BMz=zBM  w.  z.  b.  w. 

2.  Das  Viereck  sei  specieller  ein  Tangentenviereck,  L  wieder  der 
Mittelpunkt  von  AC,  0  das  Centrum  des  eingeschriebenen  Kreises  und  M 
der  Durchschnitt  von  BD  mit  L  0.  Aus  der  bekannten  Eigenschaft  des  Tan- 
gentenvierecks,  dass  AB  +  CD=  BC  +  DA,  folgt  sehr  leicht 

AABO  +  ACDO  =  ABCO  +  ADAO\ 
jede  der  beiden  Summen,  einzeln  genommen,  stellt  also  die  halbe  Vierecks- 
fläche  dar.   Andererseits  ist  diese  halbe  Vierecksfläche  auch  gleich 

\AABC  +  \A  CDA  =  A  ABL  +  A  CDL, 
mithin  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen  ^ 

AABO+ACDO  =  AABL+ACDL 
oder  auch 

AABO  —  AABL  =  ACDL  —  ACDO. 
Letztere  Gleichung  kommt  ttberein  mit 

AALO  +  ABLO  =  ACLO+ADLO 
und  wenn  hier  die  gleichen  links  und  rechts  stehenden  Dreiecke  ALO  und 
CL  0  weggelassen  werden ,  so  bleibt 

ABLO  =  ADLO. 
Hieraus  folgt  wie  vorhin ,  dass  diese  Dreiecke  gleiche  Höhen  besitzen  mit- 
bm  ^ilf  =  DJIf  ist.  Bei  dem  Tangentenviereck  geht  also  die  Gauss 'sehe 
Transversale  durch  den  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  w.z.  b.w. 
Diese  zwei  Beweise  verdienten  wohl  in  die  Lehrbücher  der  Elementar- 
geometrie aufgenommen  zu  werden.  Sohlömiloh. 


Kleinere  Mittheilungen. 

Veber  dl«  Btrihmag  eboner  Cnrren  mit  der  ParabeL  (Aasang  na  einer 
Abhandlung  in  den  Schriften  der  Gesellschaft  für  Beford.  d.  gas. 
Natnrw.  zd  Marborg,  vonDr.  W.  Sobell,  Prof.  an  d-  Univ.  daselbst.) 

I. 
I)  Eine  Parabel ,  welche  eine  Cnrve  in  der  zweiten  Ordnung  beräbrt, 
hat  mit  ihr  im  Berti hrnugapunkte  einen  gemeinschaftlichen  Krttmmnngskreis. 
Zwischen  dem  Krlimmnugshalbmesser  2  >  dem  halben  Parameter  p,  der  Nor- 
malen N  and  dem  Winkel  m,  welchen  der  Eadiasvector  des  BerUhrnnga- 
panktes  mit  der  Normalen  bildet,  bestehen  die  beiden  Relationen 

p/»'=JV*,         p:N=co»tB, 
aus  welchen  folgt: 

d.  h.  (s.  Fig.  1) : 
*'>g-  '■  Die  Axe  der  Parabel, 

welche  die  Cnrve  in  der 
s  weiten  Ordnung  berührt 
und  deren  Radiusvector 
mit  der  Normalen  einen 
gegebenen  Winkel  »  bil- 
det, schneidet  die  Nor- 
male in  einem  Punkte, 
welcher  gefunden  wird, 
wenn  man  die  Projection 
des  Krflmmungsmittel- 
pnnktesaufdieRichtung 
des  Eadiusvectora  noch- 
mals auf  dieNormale  pro- 
jicirt. 
Da  ferner  das  Dreieck  FMN  gleichscbenklich  ist,  so  folgt  weiter,  dasa 
die  Axe  des  Radiusvectors  dieser  Parabel  die  Diagonalen 
nnd  der  Brennpunkt  der  Mittelpunkt  eines  Rechtecks  ist, 
dessen  Seiten  von  der  Tangente  nnd  Normalen  gebildet 
werden. 

Halbirt  man  den  KrUmmnugsbalbmeBser  IHK  in  m  nnd  verbindet  m  mit 
dem  Brennpunkte  F,  sowie  K  mit  dem  Eckpunkt  Q  des  genannten  Recht- 
ecks, welcher  nicht  in  die  Tangente  oder  Normale  fällt,  so  ergiebt  sieb, 
dass  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  in  der  zwei- 
ten Ordnung  berührender  Parabeln,  die  man  erhält,  indem 
man  dem  Winkel  «alle  möglichen  Wertbe  ertbeilt,  ein  Kreis 
ist,  welcher  tlber  der  Hälfte  lUm  des  Krümmungshalbmessers 
als  Durchmesser  beschrieben  wird. 

Mi'i  Hilfe  dieser  £ljltze  kann  eine  beliebige ,  emem  Winkel  »  ent- 
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sprechende  Bertthrungsparabel  zweiter  Ordnung  construirt  werden.  Ist 
nXmlich  KMQ^=^m  und  man  beschreibt  über  Mm  und  MK  sXs  Durchmessern 
Kreise,  so  schneidet  der  erste  die  Linie  MQ  m  dem  Brennpunkte  F,  der 
zweite  im  Punkte  Qy  dess  Projection  auf  MK  den  Punkt  N  bezeicHnet, 
durch  welchen  die  Axe  der  Parabel  geht.  Den  halben  Parameter  findet 
man,  indem  man  von  M  ein  Perpendikel  MP  auf  die  Axe  füllt,  er  ist  als- 
dann Pi^. 

Bezeichnet  man  noch  den  Radiusvector  FM  der  in  der  zweiten  Ord- 
nung berührenden  Parabel  mit  r ,  so  ergiebt  sich  sofort  die  Proportion 

p  :  iV :  r  :  ^  =  coi^  o> :  C05*  od  :  cos  n» :  1 , 
d.h.  der  Halbparameter,  die  Normale  und  der  doppelte  Ra- 
diusvector   einer    Berührungsparabel    verhalten    sich    zum 
Krümmungshalbmesser,  wie  die  dritte,  zweite  understePo- 
tenz  vom  Cosinus  des  Winkels  cd  zur  Einheit. 

Lässt  man  den  Winkel  od  continuirlich  von  90®  bis  —  90®  variiren,  so 
Indert  die  Berührungsparabel  continuirlich  ihre  Dimensionen,  bei  0®  errei- 
chen diese  ein  Maximum.  Bei  q>  =46®  geht  das  obenerwähnte  Rechteck  in 
ein  Quadrat  über  und  es  stehen  alsdann  die  Axe  und  der  Radiusvector  senk- 
recht aufeinander.  Für  co  =  30®  berührt  die  Axe  den  Ort  der  Brennpunkte. 

2)  Nimmt  man  die  Normale  und  Tangente  der  Curve  zu  Axen  der  o;, 
jf,  so  ergeben  sich  für  die  Enveloppe  der  Axen  aller  in  der  zweiten 
Ordnung  berührenden  Parabeln  die  Gleichungen 

a  =  Q  cos^  m  cos  2  m 
y  =^  Q  sifi*  G>  sin  2(» 
und  zwischen  ;r  und  y  die  Gleichung 

\q  +  Yq  (8a:  +  q))       \^9  +  Yq  (8a:  +  q)) 
Die  Enveloppe  der  Parabel  axen  ist  also  eine  CurVe  vier- 
ten Grades.  Sie  hat  3  Spitzen  und  berührt  in  drei  Punkten  de  n 
Ort  der  Brennpunkte.  (S.  Fig.  2.) 

Aus  den  beiden  Gleichungen  für  x  und  y  folgt  noch 

\q  cos^  ©/        \^  sin*  (oj 

3.  L  die  Berührungspunkte  der  Parabel  axen  und  ihrer  Enve- 
loppen  liegen  auf  den  einzelnen  Curven  eines  Sjstemes  con- 
centrischer  Ellipsen,  deren  Mittelpunkt  im  Berühungspunkt 
liegt  und  deren  Hauptachsen  die  Richtung  der  Tangentef  und 
Normale  der  Curven  haben.  Die  halben  Hauptachsen  haben  die 
LiDgen  der  Strecken  MN  und  NK  (Fig.  1)  und  es  liegen  die  Brennpunkte 
•0  lange  auf  der  Normalen  als  MN  >NK  ist,  für  MN<  NK  aber  auf  der 
Tangente. 

3)  Für  den  Ort  der  Scheitel  aller  BerüliTUBg8paTa\>^\u  ^tVväW.  tävsv 
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Big.»- 


ix  =  f  coj*  a  tin*  a 

und  hieraas  durch  BUmination  von  m 

(«*+?•  +  ?»=)'=  1?«?«. 

Der  Ort  der  Scheitel  ist  also  gleichfalls  eine  Curve  vier- 
ten Grades.  Sie  bildet  eine  Schleife  und  berührt  die  Enve- 
loppe  der  Axenaneser  dem  Berührnngspunkt  der  Cnrvc  noch 
in  zwei  andern  Pankten.   (8.  Fig.a.) 

Han  erhSlt  dnrch  Elimination  defl  Prodnctes  (fn  n  cos  m  noch  die 
Oleioliang 

rf.A.  die  ßcbeitol  aller  in  der  zweiten  Ordnung  \iaT'i'\ii(nvÄeT 


Kleinere  Mittheilnngen. 


61 


Fig.  3. 


^Ä=:Fr-:n 


Parabeln  liegen  anf  den  einzelnen  Curven  eines  Systems  Pa- 
rabeln, welche  alle  die  Normale  der  Cnrve  znr  gemeinsamen 
Axe  haben. 

11. 

Die  Parabel ,  welche  eine  Curve  in  der  dritten  Ordnung  berührt  (die 
Oscnlationsparabel)  hat  mit  derselben  zwei,  aufeinander  folgende 
Krümmungskreiso  gemein.  Ihre  Evolute  und^die  Evolute  der  Curve  be- 
rühren sich  folglich  in  der  ersten  Ordnung.  Sobald  wir  mit  Hilfe  dieser 
Bedingung  den  Winkel  Sl  gefunden  haben ,  den  ihr  Radiusvector  oder  ihre 
Axe  mit  der  Normalen  bildet ,  kann  die  Parabel  selbst  nach  I  construirt 
werden.  Ist  nun  (Fig.  3)  das  Bogenelement  der  Curve  MUf  -=08^  das  ihrer 
Evokte  KK'=^dq\mdL  sindcfor, 
</|die  Projectionen  dieser  Ele- 
mente auf  die  Axe  der  Oscu- 
lationsparabel ,  so  wird 
dx  =  ds .  sin  Sl 
<f|  s:  d^  .  cos  Sl, 

also 

duc    dg 
di'd^ 
Rechnet  man  die  x  vom* 
Scheitel  der  Parabel  und  be- 
seicbnet  mit  p  deren    halben 
Parameter,  so  hat  man  weiter 

{=pH-3a:, 
also 

dx 

H 

and  folglich 

wenn  ^i  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  bezeichnet ,  d.  h. : 

Der  Radiusvector  und  die  Axe  der  Osculationsparabel 
bilden  mit  derNormalen  des  Berührungspunktes  gleiche  Win- 
kel, derenTangente  dem Verhältniss  des  drittenTheiles  vom 
Krümmungshalbmesser  derEvolutezum  Krümmungshalbmes- 
ler  der  Cnrve  gleich  ist. 

Theilt  man  die  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  in  drei  gleiche  Theile 
ond  bezeichnet  die  nach  dem  Endpunkt  L  des  ersten  Dritttheils  vom  Be- 
rtthrnngsponkte  an  gezogenen  Linien  ML  mit  X ,  so  ist 

cosSl  =  y- 
L 


_  -  1 

—  % 
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und  mui  erhält  dkber  für  die  Bestimmang  der  übrigen  Elemente  der  Obco- 
latiooBparabel  der  Proportion 


-a)'ft)" 


III. 

Denkt  man  sich  eine  Parabel  bo  Ungs  einer  Cnrve  hingleitend,  dass 
sie  stets  deren  Oscnlationsparabel  bleibt,  go  erzengen  ihre  Axe,  Directrix 
und  der  RadiusTectordesBerühmngspanktes  drei  Enveloppen  nndbeachrei* 
ben  der  Brennpnnkt,  die  Dnrchschnitte  der  Axe  mit  der  Normale  und  Tau- 
gente und  der  Durchschnitt  des  Kadiasvectors  mit  der  Normalen  der  Evo 
lute  vier  andere  Curven ,  velche  mit  der  von  der  Parabel  berührten  Carve 
in  nahen  Beziehungen  stehen. 

I)  DerContingenzwinkel  rfÄ  =  #SJtf' (Fig.4)  derEnveloppe  SS"... 
der  Radienvectoren,  ergiebt  sich  ans  dem  Dreieck  MSM'.  Ist  nämlich  dt 
■Fig.  *. 
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der  Contingenzwinkel  der  gegebenen  Curve ,  a  der  Winkel ,  welchen  der 
Rtdiasvector  der  Osculationsparabel  mit  der  Normalen  bildet ,  so  wird 

d-R  =  dr  +  do), 
d.h.  Der  Contingenzwinkel  der  Enveloppe  derRadienvecto- 
ren  all  er  Oscnlationsp  ar  ab  ein  einer  Curve  i^t  die  Summe  von 
demContingenz  Winkel  dr  dieser  Curve  und  dem  Differentiale 
des  Winkels  o,  welchen  der  Radiusvector  mit  der  Normale 
bildet.  Dabei  ist  d(o  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a>  wächst  eder 
ibnimmt. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man  für  den  Contingenzwinkal  dA  der 
Boydoppe  der  Axen  und  Directricen 

dÄ=-dx  — dw, 
d.h.  Der  Contingenzwinkel  der  Enveloppe  der  Axen,  sowie 
der derEnveloppe  derDirectricenallerOsculationsparabeln 
einer  Curve  ist  dieDifferenz  zwischen  demContingenzwinkel 
der  berührten  Curve  und  dem  Differentiale  des  Neigungs- 
winkels der  Axe  der  Osculationsparabel  gegen  die  Normale. 

Durch  Combination  dieser  beiden  Sätze  erhält  man  weiter 

dx  =  \(dR  +  dÄ) 

dR"  z=zdJ*  =  ^  {d^  +  da«), 

d.h.  Der  Contingenzwinkel  einerCurve  ist  das  arithmetische 

Mittel   zwischen    den    Contingenzwinkeln    der   Enveloppen 

derRadienve  Ctoren  und  der  Axen  allerOsculationsparabeln; 

die  Quadratsumme  der  Contingenzwinkel  dieser  beiden 
Enveloppen  ist  dasDoppelte  von  der  Qu  ad  rat  summe  des  Con- 
tingenzwinkels  der  ursprünglichen  Curve  und  des  Differen- 
tials vom  Neigungswinkel  derAxegegen  die  Normale. 

3)  Aus  dem  Dreieck  MSM'  folgt  weiter 

-  __       ds  cos  » 

SM=  - 

dt  +da} 

and  wenn  man  in  5  auf  5 TIf  senkrecht  die  Normale  der  Curve  S^ . , ,  errich- 
tet, die  sich  mit  der  Normalen  MIC  der  gegebenen  Curve  in  einem  Punkte 
(^schneiden  wird,  so  ist 

€08  OD 

nnd  daher,  wennifir=l>  gesetzt  und  die  Gleichung  nach  ~  aufgelöst  wird, 

P~Ts^'ds' 

Hierin  bedeutet^-  die  Krümmung  —  der  Curve  MM' . . .   oder  ,    was 

ds  Q 


dasselbe  ist,  die  des Krüramai)^5kreises,.-j^ ebenso  die lSj:\imTSi\Mi^ -^^  wä^^ 


den  \ 

■T—  ebenso  die  lSj:\imm\3Lii^  - 
ds  sf 
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Kreises  vom  Radios  ^*,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Normale  so  gefunden 
werden  kann,  dass  er  durch  die  Punkte  if  und  üf'  gebt  und  dn  sum  Centri- 

winkel  hat;  endlich  ist  auch  -^  die  Krümmung  eines  Kreises  vom  Radius 

P=MÜ.  Die  Torstdiende  Gleichung,  welche  wir  so  schreiben  wollen, 

Q~P    '    Q* 

enthält  den  Satz : 

Die  Krümmung— einer  Curve  kann  in  jedem  Punkte   M 

als  die  Differenz  der  Krümmungen  — ,  --  zweier  Kreise   an- 

gesehen  werden,  welche  beide  in  M  berühren  und  von  deren 
Radien  der  eine  P  gleich  ist  dem  Abstände  des  Punktes  ilf 
von  dem  Durchschnitt  der  Normalen  der  Curve  mit  der  Nor- 
male der  Enyeloppe  der  Radienvectoren  aller  Osculations- 
parabeln,  der  andere  aber  erhalten  wir d^  wenn  man  dasBogen- 
differential  der  Curve  durch  dasDifferential  des  Neigungs- 
winkels der  Axe  der  Odculationsparabel  gegen  die  Normale 
dividirt. 


17.  Physikalische  Au^be.  Es  sei  eine  Glocke  von  dem  bekannten  Vo- 
lumen V  gegeben,  in  welche  durch  die  Oeffnung  B  in  jeder  Zeiteinheit  ein 
Quantum  q  eines  gewissen  Gases  einströmt.  In  dieselbe  mündet  luftdicht 
noch  eine  zweite  Röhre  A  und  eine  Saugröhre  C.  Der  Saugapparat  ist  von 
constanter  Geschwindigkeit  und  so  eingerichtet,  dass  in  der  Zeiteinheit 
durch  die  Röhre  A  eine  Menge  tn  eines  zwar  bekannten  aber  von  dem 
ersteren  verschiedenen  Gases  einströmt  und  gleichzeitig  auch  eine  Menge  m 
des  entstehenden  Oasgemenges  durch  die  Röhre  C  ausströmt.  Von  vorn- 
herein ist  die  Glocke  mit  dem  Gase  erfüllt ,  welches  durch  die  Röhre  A  auf- 
genommen wird.  Ist  der  Saugapparat  nun  während  /  Zeiteinheiten  in  Thä- 
tigkeit,  so  fragt  man,  wie  viel  in  dem  aufgefangenen  Gemenge  von  dem  Gase 
enthalten  sein  müsse,  welches  durch  die  Oeffnung  B  eingeströmt  war. 

Nennen  wir  diese  Quantität  Xj  so  wird  noch  q  t — %x  in  der  Glocke  ent- 
halten sein;   es  wird  also  in  dem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  dt   eine 

Menge  dx  ausströmen,  welches  der  Menge  —  {ql  —  x)    proportional   sein 

V 

muss,  die  in  der  nächsten  Zeiteinheit  ausströmen  würde,  vorausgesetzt,  dass 
durch  B  kein  neues  Gas  mehr  einströmte  und  die  Glocke  sich  gleichmässig 
entleerte.    Mit  anderen  Worten ,  es  ist : 

dx      m  , 
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wo  die  Integration  der  Oleichimg  von  t=Ohiat=i  auszuführen  ist.  Durch 
Sabstitntion  von  ^=z, .  2:,  verwandelt  sie  sich  in 


2| 


woranf  man  bekanntlich  die  eine  der  beiden  Functionen  Z| ,  z,  willkührlich 
bestimmen  darf  und  dazu  die  Gleichung  benutzt : 

so  erhält  man 
und  ferner 

mt 


tnq  r 

VC  J 


mt 


te""  dt, 
folglich  unter  Einführung  der  gegebenen  Grenzen 

Da  aber  die  Zeiteinheit  eine  willkürliche ,  der  Saugapparat  ein  constant 
wirkender  ist ,  so  kann  erstere  nach  vorausgehender  experimenteller  Prü- 
fimg immer  so  gewählt  werden ^  dass  m  =  v  wird.  Dann  vereinfacht  sich 
der  gefundene  Werih  zu 

X  =  q{i  —  l)+q  «""^ 

Wird  femer  die  Beobaclitung  eine  ziemlich  lange  Zeit  fortgesetzt,  so  dass  i 
lelir  gross  wird,  so  verschwindet  offenbar  die  Grösse  qe"^,  da  g  seinen 
Werth  unverändert  behält,  gegen  die  unvermeidlichen  Versuchsfehler, 
welche  es  z.B.  unmöglich  machen,  sämmtliches Gas  x  wirklich  festzuhalten^ 
imd  man  wird  bei  der  praktischen  Berechnung  mit  der  Formel 

X  =  q{t—1) 
vollständig  ausreichen ,  woraus  umgekehrt 

X 

folgt,  wenn  die  Beobachtnng  der  Art  ist,  dass  man  das  ausströmende  Gas- 
gemenge untersucht,  und  dadurch  auf  die  Reichhaltigkeit  der  Quelle  B  zu- 
rfiekschliessen  will.  Cantor. 


T.  Veber  eine  Eigenschaft  der  Binomialooeffloienten.  Es  ist  eine 
bekannte  Eigenschaft  des  Binomialcoefßcicnten,  der  zu  einer  geraden 
Potenz  2r  gehört,  dass  er  der  Summe  der  Quadrate  der  Binomialcoeffi- 
cienlen  gleich  ist,  die  zu  der  um  die  Hälfte  niedrigem  Potenz  r  gehö- 
ren. Der  Satz  wurde  zuerst  von  Lagrango  bei  Betrachtungen  über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  gefunden  und  in  den  Melanges  de  la  socieie  de 
Turin  T.  V.  für  die  Jahre  1770 — 1773  veröffentlicht.     Einen  andern  Bewci« 

Zeitfchrin  f.  Mathematik  u.  Phyvilc.  11.  b 


66  *  Kleinere  Mittheilungen. 

lieferte  Ealer  in  dem  Anfsaise  De  mirabiUbus  profmetaUbus  tmciarumj  quae 
in  evoluiione  binotnü  ad  poteskUem  quatncunque  evecti  occurruni  (^Acta  Academiae 
Petropolüanae  T.  V.  für  1781),  wo  er  bemerkt,  er  halte  einen  directen  Be- 
weis für  unmöglich.  Wenn  auch  seine  Voraussage  getäuscht  wurde,  indem 
sogar  mehrere  directe  Beweise  jenes  Theorems  existiren,  so  wird  doch  aack 
eine  indirecte  Begründung  interessant  erscheinen ,  die  uns  von  einem  jungen 
Kaufmann  mitgetheilt  wurde ,  der  den  Satz  selbstständig  ableitete  und  für 
neu  hielt.    Diese  Ableitung  war  im  Wesentlichen  folgendermaassen : 

Es  seien  8  Elemente  gegeben,  von  denen  je  4  einander  gleich,  also 
etwa  aaaahhhh.  Wir  bilden  aus  denselben  sämmtlicbe  Permutationsformen 
und  machen  bei  jeder  in  der  Mitte  einen  Abschnitt,  so  werden,  was  die  An- 
zahl gleicher  Elemente  betrifft,  beide  Abschnitte  gleichmässig  erscheinen. 
Denn  entweder  sind 

im  ersten  4a,       ;  im  zweiten  46, 
oder    „      „       3a,16;  „         „       36,1a, 
„     „       „        2a,  26;  „         „        36,2a, 
„     „      „        la,36;  „         „        16, 3a, 
u     »»      j»  ^6;  „         „  4a. 

Jede  Abtheilung  für  sich  hat  also  dieselbe  Permutationszahl  wie  die  andere, 
und  zwar  in  den  5  verschiedenen  Fällen  die  Permutationszahlen :  1,  4, 6,  4»  i 
Da  jede  Form  der  ersten  Abtheilung  mit  allen  Formen  der  zagehörigen 
zweiten  Abtheilung  zusammengesetzt  werden  muss,  um  alle  möglichen  Ver- 
setzungen zu  erhalten ,  so  qUadriren  sich  diese  Pevmutationszahlen  und  es 
giebt  im  Ganzen 

l*  +  4*  +  6*  +  4«+i« 

Formen.     Deren  Anzahl  ist  aber  auch     '\''.''\  =  70  ,    folir- 

1  .2.3.4. 1.2.3.4  '         ® 

lieh  ist 

70=l«  +  4^  +  ß«  +  4«  +  l« 

Setzen  wir  hier  2r  statt  8,  so  wird  das  Schlussresultat: 

fyrm*  (s^)"+ •  •  • + i^)'*  ■  -^m 

was  mit  dem  Lagrange^schen  Theorem  übereinstimmt. 

In  dieser  Ableitung  zeigt  sich  eine  unverkennbare  Aehnlichkeit  mit 
einem  Beweise  desselben  Satzes  von  Vall^s  (annales  des  mathdmaliques  pu- 
hliis  par  Gergonne,  T.  16,  p.2ö3)  und  mit  der  Art,  auf  welche  Thibaut  die 
Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  ableitete  (Grundriss  der  all- 
gemeinen Arithmetik,  2.  Auflage,  Göttingen  1830,  S.  17).  Wir  können  jedoch 
versichern,  dass  dem  Verfasser  der  hier  veröffentlichten  Ableitung  jene 
beiden  Analoga  völlig  unbekannt  waren.  Cantor. 
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Tl.  Hotii  tber  dl«  E&twidselimg  des  Integrales 

1   ^4-i  fi  —  i 


M  +  l* 


Im  Novemberhefte  1856  seines  Journars  giebt  Lioaville  eine  Ent- 
wickelnng  des  obigen  Integrales ,  welche  im  Wesentlichen  darauf  hinaus- 
kommt ,  dasselbe  auf  die  Form  , 

j^       dz 

xurflckzuführen.  Da  Liouyille  seine  Ableitung  für  neu  zu  halten  scheint, 
ao  erlaube  ich  mir  die  Bemerkung,  dass  derselbe  Gedanke  bereits  in  meinen 
Analytischen  Studien,  Leipzig  1848,  Bd.  I,  8.83— : 92  mit  ganz  gleichen  Mit- 
teln ausgeführt  worden  ist    Setzt  man  nämlich  in  das  Integral 

0  0 

die  neue  Variabele 


a 

X  ' 


ao  findet  man  leicht 


i^^^>-Lf^^"*^'>^^ß'mp 


—  00  OD 

d.  i.  weil  das  zweite  Int^al  yerschwindet. 


OD 


und  für  a'  =  o,  c^  =  yj  ac»=3{,  y*=:ij,  wo  nun  a  und  y  positive  Constan- 
ten sein  müssen 

Ans  dieser  Formel  fblgt  i.  B.  in  dem  speciellen  Falle 
die  nachstehende 

1  r(i)r(«+i) 
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Dies  ist  die  Liouville'sche  Formel;  setzt  man  n&mlicb 

i+i' 

so  geht  Liouville's  Integral  in  das  folgende  über 


/: 


:t#  +  l' 


welches  von  dem  vorigen  nicht  wesentlich  differirt. 

Man  kann  übrigens,  wie  ich  a.  a.  0.  gezeigt  habe,  die  angegebene  For- 
mel durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  eine  der  Constanten  o,  /3,  y  i^och 
verallgemeinern;  so  findet  man  z.B.,  p^n  vorausgesetzt, 


^      r(p)_        K,_     r(p-i) 


+  ... 


(2/^)'  {ß+^y^y^ 

wobei  die  Goefficienten  IC^ ,  IC^  etc.  nach  dem  Gesetze 

^_(n+l)n        ^_(n  +  2)(n  +  l)n(n-^l) 

_(yt  +  3)(n  +  2)(n  +  l)n(n-l)(n-2) 

gebildet  sind.  Für  a  =  )r  =  l,/3  =  0  ergiebt  sich  hieraus  eine  Eigenschaft 
der  Gammafunktionen.  Schlömilch. 


Vn.  lieber  die  Dichtigkeit  dqr  Erde»  hergeleitet  aus  den  Pendel- 
beobachtungen des  Herrn  Airy  in  der  Kohlengrube  Harten  von  Herrn 
S.  Haughton  ,  Fellow  am  Trinity-  College  in  Dublin.  (Phil.  Magazin  1856. 
V.  Xn.  p.  50.) 

Die  folgende  Methode  der  Berechnung  der  Dichtigkeit  der  Erde  ist 
allerdings  etwas  roh  und  kann  den  genaueren  von  Herrn  Airy  ausgeftihr- 
ten  nicht  zur  Seite  gestellt  werden ;  doch  ist  sie  sa  einfach  und  leicht  ver- 
ständlich,  dass  sie  nicht  ohne  Interesse  bleiben  wird. 

1)  Aus  der  Thatsache,  dass  das  Secundenpendel  täglich  2%  Se- 
cunde  am  Boden  des  Kohlenschachtes  gewann ,  ist  zu  schliessen ,  dass 
die  Schwerkraft  an  der  Erdoberfläche  sich  zu  der  am  Boden  des  Schach- 
tes verhält  wie  19200  :  19201. 

2)  Wenn  eine  sphäroidische  Schale,  die  dem  von  der  Meeresfläche 
ffehildetea  Bpbäroide  ähnlich  ist ,  durch  den  Boden  des  Schachtes  ge- 
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• 

legt  wird,  so  ist  die  gesammte  Masse  der  Erde  gleich  der  des  kleineren 
Sphäroides  vermehrt  um  die  Masse  ausserhalb  desselben,  Land  und 
Meer  eingeschlossen. 
Zn  diesen  beiden  ohne  Weiteres  annehmbaren  Sätzen  füge  man  noch 

folgende  Hypothese  hinzu ,  deren  Inhalt  von  der  Wahrheit  nicht  merklich 

abweichen  wird : 

3)  Die  -Anziehung  der  Masse  alles  Meeres  und  Landes ,  welche 
ausserhalb  des  durch  den  Boden  des  Schachtes  gelegten  Sphäroides 
liegt,  weicht  nicht  merklich  ab  von  der  Anziehung  einer  Schale,  die 
Sosserlich  von  einer  ähnlichen  Oberfläche  begrenzt  ist  und  eine  mitt- 
•  lere  Dichtigkeit  hat,  die  gleich  der  mittleren  Dichtigkeit  des  ausserhalb 
des  erstgenannten  Sphäroides  liegenden  Landes  und  Meeres  ist. 
Dieses  zugegeben  lassen  sich  aus  obigen  Thatsachen  folgende  Bo- 

ziehtuigen  herleiten. 


1)  ,=!^A  +  *U 

^  19200V  rr^ 


wobei 

d  die  mittlere  Dichtigkeit  der  gesammten  Erde, 

t  die  mittlere  Dichtigkeit  desjenigen  Theils  derselben,  welcher  von  dem 
durch  den  Boden  des  Schachtes  gelegten  Sphäroid  eingeschlossen  ist, 
q  die  mittlere  Dichtigkeit  des  Landes  und  Meeres  ausserhalb  dieses 
Sphäroides, 

-  das  Verhältniss  der  Tiefe  des  Schachtes  zum  ErdradiuiT 
r 

bedeuten. 

Ist  nun  die  Tiefe  des  Schachtes  1360  (engl.)  Fuss  und  der  Badius  der 

Erde  4000  (engl.)  Meilen,  so  ist  —  =  -ttt-  .  Eliminirt  man  d  aus  den  Oleich- 
^     ^  '  '  r       16762 

h 
ongen  1)  und  3)  und  substituirt  dessen  Werth  von  — ,  so  findet  man 

3)  ^=54r^V 

Zur  Bestimmung  von  q  können  folgende  Angaben  dienen:  Nach  Hum- 
boldt beträgt  die  nuttlere  Höhe  der  Continente  über  dem  Meeresspiegel 
1000 (engl.)  Fuss  imd  nach  Bigaud  verhält  sich  die  Oberfläche  des  Landes 
n  der  des  Meeres  wie  1 : 3,815.  Nimmt  man  nun  die  mittlere  Dichte  des 
Ls&des  zn  3,75  an  und  denkt  sich,  da  der  Boden  des  Schachts  1300  Fuss 
uiter  dem  Meeresspiegel  liegt ,  Land  und  Wasser  zu  einer  einzigen  Schicht 
▼on  1300  Fuss  Dicke  vermischt,  deren  Dichte  durch  (^be^e\c\i\i<^t\BX^^^^it^i\£A^x 

Ja00p<a,75 .  /  +  1300  .  n;  =  13100  (,14-to)  « 
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wobei  /  die  Oberfläche  des  Landes ,  w  die  des  Heeres  darstellt.   Werden 

•  

dafür  die  zügehörigen  Werthe  eingesetzt ,  so  erhält  man 

4)  ^  =  2,059 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  von  q  in  3) 

5)  J  =  6,480, 

welches  Resultat  mit  den  bessern,  aus  den  Beobachtungen  an  der  Torsions- 
wage abgeleiteten  gut  übereinstimmt. 


Ym  TJeber  die  Warmeentwiokelung  bei  ][olecuIarveran.dern]igen  das 
ScliwefeLi  und  Queekailbeijodidi»  nach  Rudolph  Weber  (Poggend.  Ann. 
B.  100,  S.  127). 

Schon  von  Regnault  ist  bei  seinen  Untersuchungen  über  speci- 
fische  Wärme  ein  eigenthümliches  Verhalten  des  Schwefeb  beobachtet  wor- 
den. iAnnaLd.Phys.Chim,  IILserie  T.Lp.^06.)  Bei  Untersuchung  des  wei- 
chen y  Schwefels  brachte  er  dlenselben  in  ein  Luftbad  von  nahe  100  ^  Nach- 
dem der  Schwefel  sich  bis  zu  etwa  93®  erwärmt  hatte,  stieg  das  ihn  berüh- 
rende Thermometer  plötzlich  auf  HO®  und  sank  dann  allmälig  auf  die  Tem- 
peratur des  Luftbades  zurück.  Während  dieses  Vorganges  hatte  sich  der 
weiche  y- Schwefel  in  gewöhnlichen  harten  gelben  Schwefel  verwandelt. 
Somit  verändert  sich  der  weiche  Schwefel  bei  93®  in  kurzer  Zeit  und  unter 
Wärmeentwickelung  im  gewöhnlichen  Schwefel ,  während  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  diese  Umwandlung  erst  innerhalb  längerer  Zeit  vor  sich  geht 

Diese  Erscheinungen  hatH.  R.  Weber  nicht  blos  bei  seinen  Versuchen 
wiederholt  beobachtet ,  sondern  dabei  noch  gefunden ,  dftss  auch  der  nach 
längerer  Zeit  (4  Wochen)  völlig  erhärtete  Schwefel  (durch  Ausgiessen  des 
bis  250®  erhitzten  Schwefels  in  Wasser  erhalten)  eine  spontane  Erwärmung 
von  1  bis  2®  zeigte,  wenn  er  durch  Dämpfe  von  kochendem  Wasser  erwärmt 
wurde.  (Bei  einer  gleichen  Menge  weichen  y- Schwefel  betrug  die  Tem- 
peraturerhöhung unter  denselben  Umständen  7^A®.)  Während  der  Erwärmung 
veränderte  der  Schwefel  seine  Farbe  in  eine  mehr  bräunlich  gelbe  und  nach 
dem  Erkalten  hatte  er  einen  krystallinischen  Bruch  und  war  völlig  in  Schwe- 
felkohlenstoff löslich ,  während  derselbe  erhärtete  Schwefel  vor  dieser  Be- 
handlung einen  glasigen  Bruch  zeigte  und  sich  nur  zum  Theil  in  Schwefel- 
kohlenstoff löste. 

Da  der  rasch  abgekühlte  Schwefel  einen  grossem  oder  geringem  Theil 
von  in  Schwefelkohlenstoff  unlöslichem  Schwefel  enthält,  der  hiemach  durch 
Erwärmen  im  Wasserbade  in  löslichen  krjstallinischen  Schwefel  umgewan- 
delt wird ,  so  ist  es  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  diese  Wärmeentwickelung 
an  den  Uebergang  des  unlöslichen  Schwefels  in  den  auflöslichen  Zustand 
geknüpft  ist. 

Auch  der  Uebergang  des  prismatischen  Schwefels  in  den  octaedrischen 
erfolgt  unter  Wärmeentwickelung.    Die  durch  Schmelzen  erhaltenen  und 
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ifolirten  prismatischen  Krystalle  von  Schwefel  gehen  bekanntlich  sich  selbst 
fiberlassen  langsam  in  ein  Aggregat  von  Krystallen  der  andern  Form  ttber. 
Nach  den  Versuchen  des  Herrn  Hitscherlich*)  kann  diese  Umwandlung 
in  kurzer  Zeit  durch  Berührung  der  Krystalle  mit  einer  Lösung  von  Schwe* 
fei  in  Schwefelkohlenstoff  oder  durch  Zerdrücken  derselben  bewirkt  wer- 
den. Dabei  ist  eine  genauere  Messung  der  entwickelten  Wärme  möglich; 
dieselbe  vermag  die  angewandte  Menge  Schwefel  um  13®  zu  erwärmen.  Be- 
kanntlich bleibt  auch  bei  der  Temperatur  des  zähflüssigsten  Zustandes  des 
Schwefels  das  Thermometer  einige  Zeit  fast  constant,  was  auf  Abgabe  von 
latenter  Wärme  bei  diesem  Zustande  schliessen  lässt. 

Aehnlich  dem  Schwefel  zeigt  nach  Herrn  R.  Weber  auch  das  Queck- 
süberjodid  bei  seiner  Molecularveränderung  eine  spontane  Erwärmung. 

Die  Erwärmung ,  welche  beim  Uebergange  der  gelben  ,  durch  Subli- 
mation erhaltenen  Modification  des  Quecksilberjodids  in  die  rothe  stattfin- 
det; kann  durch  folgenden  Versuch  nachgewiesen  werden. 

Das  rothe  durch  Fällen  von  Sublimat  mit  Jodkalium  erhaltene  (offici- 
nelle)  Pulver  wird  in  einem  Beagenzglase  über  einer  kleinen  Flamme  vor- 
sichtig unter  stetem  Drehen  des  Glases  erwärmt.  Dabei  färbt  sich  das  rothe 
Pulver  bald  gelb  und  man  hat  dabei  nur  die  Vorsicht  anzuwenden,  dass  das 
Pulver  nicht  an  die  Wand  des  Glases  anschmilzt,  weil  die  geschmolzenen  Par- 
tien beim  Erkalten  äusserst  leicht  wieder  in  die  rothe  Modification  übergehen. 
Das  gelbe  Pulver  wird  noch  heiss  in  einen  (Achat -)  Mörser  geschüttet, 
wo  es  sich,  wenn  es  nicht  berührt  worden  ist,  mehrere  Stunden  lang  rein 
gelb  erhält,  später  tritt  eine  leichte  Böthung  an  der  Oberfläche  ein.  Hat 
nach  zwei  oder  drei  Stunden  das  gelbe  Pulver  sicher  die  Temperatur  des  Zim- 
mers ^angenommen ,  so  wird  es  in  ein  kurzes  Reagenzglas  um  das  cjlin- 
drische  Gefäss  eines  Thermometers  leicht  eingeschüttet;  das  Glas  ist  zur 
Vermeidung  äusserer  Einflüsse  von  einem  zweiten  umgeben.  Nach  10  Mi- 
nuten wird  das  Thermometer  abgelesen,  das  gelbe  Pulver  dann  mit  einem 
dicken  Platindraht  (besser  vielleicht  mit  einem  Glasstabe)  umgerührt  und 
etwas  zusammengedrückt.  Hierdurch  tritt  sehr  bald  die  Böthung  durch  die 
ganze  Masse  des  Pulvers  ein,  die  Temperatur  steigt  dabei  und  erreicht  in 
einigen  Minuten  ihr  Maximum. 

Bei  Anwendung  von  1  Loth  Quecksilberjodid  hat  Herr  R.  Weber  eine 
Temperaturerhöhung  von  3  bis  3^^  Grad  beobachtet.  Durch  besondere  Ver- 
suche mit  dem  rothen  Pulver  hat  er  sich  Überzeugt,  dass  die  durch  Drücken 
und  Rühren  mit  dem  Platinstäbchen  veranlasste  Temperaturerhöhung  söge« 
ring  ist,  dass  sie  nicht  in  Anschlag  gebracht  werden  kann.  Auch  bei  andern 
Körpern  hat  eine  Veränderung  des  Molecularzustandes  eine  Erwärmung 
zur  Folge.    So  hat  H.  Hittorf  **)  an  amorphen,  bis  180®  erhitzten  Selen 


*)  Poggend.  Ann.  Bd.  88,  S.  3?8. 
*^)  Joggend.  Ann.  Bd.  84,  8.214. 
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eineTemperatarerhöhang  von  10  bis  SO®  mit  demUebergange  in  denkrystal- 
linischen  Zustand  beobachtet.-  Nach  Hm.  Begn au Its  *)  Versuchen  ent- 
bindet dabei  das  Selen  eine  Wärme,  welche  dasselbe  um  300®  zu  erwärmen 
vermag. 

Nach  Graham  **)  geht  der  geschmolzene  Zucker  (Candis)  auf  38®  er- 
wärmt und  schnell  in  Fäden  wiederholt  gezogen  in  den  krystallinischen  Zu- 
stand über  bei  gleichzeitiger  Temperaturerhöhung  von  38®  bis  auf  80®.  Der- 
selbe üebergang  findet  auch  allmälig  bei  gewöhnlicher  Temperatur  statt 
(Absterben  des  Zuckers). 


IX«  lieber  das  Kazimum* Thermometer,  von  Negbetti  und  Zambra. 
Herr  Dove  hat  in  der  Sitzung  der  Berl.  Akademie  vom  3.  März  1856  fol- 
gende Notiz  über  dasselbe  gegeben : 

Die  Maximum  -  Thermometer ,  bei  denen  ein  ausserhalb  des  Quecksil- 
bers befindlicher  Stift  durch  das  sich  ausdehnende  Quecksilber  verschoben 
wird,  entsprechen  ihrem  Zwecke  deswegen  auf  ungenügende  Weise,  weil 
bei  dem  Transport  sehr  leicht  der  Stift  in  das  Quecksilber  hineingeht  und 
ausserdem,  selbst  wenn  die  Quecksilberoberfläche  durch  einen  Olasstift  oder 
ein  gläsernes  Röhrchen  von  dem  beweglichen  Stift  getrennt  ist,  doch  in  der 
Regel  nach  längerem  Gebrauch  der  Stift  nicht  losreisst  oder  das  Quecksil- 
ber sich  bei  ihm  vorbeidrängt.  Die  Thermometer  von  Negretti  und  Zam- 
bra sind  dicht  über  der  Kugel  umgebogen  und  in  der  ümbiegungsstelle  be- 
findet sich  ein  mit  umgebogener  und  dadurch  festgeklemmter  Glasstift, 
welcher  einen  sehr  dünnen  Kanal  ftir  das  sich  ausdehnende  Quecksilber 
übrig  lässt.  Bei  horizontaler  Stellung  des  Instruments  trennt  sich,  wenn  die 
Wärme  abzunehmen  beginnt,  das  Quecksilber  an  dieser  Stelle,  so  dass  man 
die  Ablesung  des  Maximums  später  unmittelbar  am  Ende  des  getrennten 
Quecksilberfadens  erhält.  Neigt  man  nun  das  Instrument,  so  dass  die  Kugel 
nach  unten  zu  stehen  kommt  und  gicbt  ihm  eine  kleine  Erschütterung ,  so 
vereinigt  sich  der  getrennte  Faden  mit  dem  Quecksilber  in  der  Kugel.  Das 
Instrument  kann  aus  dem  Grunde ,  weil  hier  kein  Stift  bewegt  wird ,  eine 
viel  kleinere  Kugel  erhalten ,  als  die  gewöhnlichen  Maximum  -Thermometer 
und  steht  daher  durch  seine  Construction  im  Yortheil  vor  jenen. 


*)  Ann.  d,  Chim.  Phys.  III.  ser.  T.46,  p.281. 

**)  Lehrbuch  der  Chemie,  von  Graham- Otto.  I. Bd.  8.61.  Man  vergleiche 
damit  8. 541  Grahams  Ansichten  über  Poljnnorphie.  Desgleichen  sind  noch  viele  an- 
dere 8abstamien  in  derselben  Hinsicht  merkwürdig,  z.  B.  arsenige  8änre,  Glas  (m.  8. 
diese  Zeitschr.  185G ,  8. 191  über  das  Beanmnrschc  Porcellan) ,  femer  Thonerde  nnd 
Chromozyd.  (8.  auch  Physik  von  Witzschel  8.100.) 


IV. 
Zur  Theorie  der  Trägheitsmomente. 

Von  C.  Küpper, 

Lehrer  an  der  Gewerbschale  in  Trier. 


L  Das  Trägheitsmoment  eines  ebenen  Systems  in  Bezug 

auf  eine  Gerade  in  seiner  Ebene. 

§.1.  Zu  einem  willkührlichen  Quadrat  steht  jede  Gerade  ,  welche  in 
fleiner  Ebene  liegt,  in  folgender  Beziehung: 

Wenn  man  zur  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  einer  Ge- 
raden von  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  des  Quadrats  das  dop- 
pelte Rechteck  aus  den  Abständen  von  den  beiden  andern  Ecken 
hinzufügt  (dieses  letztere  + ,  oder  —  genommen,  je  nachdem  die 
Gerade  zwischen  den  letzteren  Ecken  hindurchgeht,  oder  nicht), 
so  erhält  man  das  gegebene  Quadrat. 

Fig.  1.  FGF'ff  sei  das  gegebene  Quadrat,  S  sein  Mittelpunkt ,  2e  die 
Länge  einer  Diagonale.  Durch /*,  ^,  /^,  g'  sollen  die  Abstände  der  Ecken,  durch  s 
der  Abstand  des  Punktest  von  einer  beliebigen  Geraden  bezeichnet  werden. 
Durch  S  ziehe  man  die  SA  dieser  Geraden  parallel,  nenne  «p,  q/  die  Ab- 
stände der  Punkte  jP,  F'  oder  was  dasselbe  ist  der  Punkte  ß,  G'  von  SJ. 
Betrachtet  man  S  als  Schwerpunkt  der  vier  gleichbelasteten  Ecken  des 
Quadrats,  so  ist 

lomit: 

Ferner,  je  nachdem  die  gedachte  Gerade  die  endliche  Strecke  FG  schnei- 
det oder  nicht,  hat  man  /  +  ^  =  +  2«,   also  f*  +  ^=4*"  +  2fgy  mithin : 

wie  der  Satz  verlangt. 

§.  2.   Transformation  des  Trägheitsmomentes. 

S sei  der  Schwerpunkt  des  ebenen  Systemes,  SXj  ST  die  Hauptaxen, 
M  sei  die  Masse  des  Systems ,  in  Bezug  auf  SX  sei  das  Trägheitsmouieut 
das  gr5fl8te=Jlf0S  in  Bezug  auf  SF  Bei  das  klomBter=i  Mb^. 

Zel1§ebrin  f.  MMlhentMÜk  o.  Physik,  IL  ^ 
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Für  die  Gerade  SAy  welche  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  ß  bildet,  ist  das 

Trägheitsmoment : 

I  =  ^  (a*  cos  a*  +  6*  sin  a*) 

I  =  Ulf  [(a« — 6«)  cos  a*+  b% 

Wenn  nun  F,  G  und  F\  G'  die  reollen  und  imaginären  Brennpunkte  der 

Ellipse  sind,  welche  zu  Halbachsen  a,6  hat,  deren  Excen tri zität  e=^j/a^ — I**, 

so  hat  man 

Das  Trägheitsmoment  T  für  eine  mit  5^  parallele  und  von  dieser  Linie  um 
s  entfernte  Gerade  ist  aber : 

Betrachten  wir  nun  S  als  Schwerpunkt  der  Punkte  F*,  C,  wovon  jeder 

die  Masse  -—  habe ,  so  ist 
2 

wo  f ,  ^'  die  Abstände  der  Punkte  F\  G'  von  der  znSA  parallelen  Geraden 
bedeuten. 

Demnach  T=  -(/"«  +  ^'«)  +  Mh\ 

Diess  Resultat  lautet  in  Worten : 

Das  Trägheitsmoment  eines  ebenen   Systems  in 
Beztfg  auf  eine  beliebige  Gerade  seiner  Ebene  wird 
erhalten,  wenn  man  zum  Trägheitsmoment  zweier  be- 
stimmten Punkte,  wovon  jeder  mit  der  halben  Masse 
des  Systems  behaftet  ist,  eine  gewisse  Constante  hin- 
zufügt.   Diese  beiden  Punkte  liegen  in  gleichem  Ab- 
stand vom  Schwerpunkt  des  Systems  auf  derjenigen 
Geraden,  für  welche  das  Trägheitsmoment  daskleinste 
ist,  und  dieser  kleinste  Werth,  den  das  Trägheitsmo- 
ment überhaupt  annehmen  kann,   ist  die  hinzukom- 
mende Constante. 
§.  3.    Confokale  Kegelschnitte.    Es  ist  bekannt,  dass  die  Geraden,  für 
welche  das  Rechteck  aus  ihren  Abständen  von  zwei  festen  Punkten  einen 
Constanten  Werth  5'*  hat,  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  dessen  reelle  Brenn- 
punkte jene  beiden  Punkte  sind.     jP,  G  seien  diese  Punkte ,  a  die  grosse 
(reelle)  Halbaxe  eines  Kegelschnitts,  für  dessen  Tangenten  fgz=^h'*^  so 
hat  man  a'  =  ^  +  &'*,  je  nachdem  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist. 

Für  5'  >  ß  sind  die  confokalen  Kegelschnitte  alle  Ellipsen. 
Für  b'  <e  genügen  jedesmal  sowohl  die  Tangenten  einer  Ellipse ,  als 
auch  einer  Hierbei  einer  bestimmten  Annahme  von  b\  denn  für  jede  G^- 
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ntde,  welche  die  endliche  Strecke  FG  schneidet,  ist  fg^f^\  aber  es  giebt 
noch  anendlich  viele  Geraden,  für  welche  fg^f^y  und  die  jene  Strecke 
nicht  schneiden. 

Bei  jeder  Geraden,  für  welche  fg  constant  ist,  ist  auch  f*  +  g'*  con- 
stant,  nnd  «war  nach  §.  1:  f^  +  g'^ — 1fg-=1^  für  die  Tangenten  der 
Ellipsen  ,  und  f*  +  ö'*  +  ^fg^=^  für  die  Tangenten  der  H3rperbel, 
daher  für  jene : 

und  anch  für  diese: 

r  +  g*  =  2  (e»— 6«)  =  2 aK 

Wenn  man  folglich  nach  dem  Ort  derjenigen  Geraden  fragt,  welche 
durch  die  Eigenschaft  fg  =  const,  charakterisirt  sind ,  so  erhält  man  für 
Werthe  dieser  Constanten  ^  ^,  ohne  Unterschied  Hyperbeln  und  Ellipsen 
sogleich.  Benutzt  man  hingegen  die  für  dieselben  Geraden  mit  der  obigen 
sogleich  stattfindende  Relation  f^  +  g'*  =  const,  um  die  umhüllten  Curven 
so  bestimmen,  so  sondern  sich  diese  in  Ellipsen  und  Hyperbeln,  indem  diese 
bei  der  Annahme :  f*  +  g'^^^y  jene  bei  der  Annahme  f*  +  fl'* > «*  her- 
vorgehen. • 

In  Bezug  auf  eine  beliebige  Gerade  ist  nun  das  Trägheitsmoment : 

r=  -  (/•'«  +  g")  +  Ml^  =  Ma*  +  Mb^; 
2 

wenn  a  die  grosse  oder  reelle  Halbaxe  des  Kegelschnitts  ist,  welcher  die 

Ponkte  Fy  G  zu  Brennpunkten  hat,  und  die  Gerade  berührt.  Dieser  Kegel - 

sehnitt  ist  Ellipse  oder  Hyperbel ,  je  nachdem  die  Gerade  die  Strecke  FG 

nicht  schneidet,  oder  schneidet.     Im  ersten  Falle  ist  a'^  >e*,  also  Ma* 

+  Mb^>M{^+  6*)  d.  i.  r > ilf ö«,  im  zweiten  Fall  ist  a'« <  c*  und  somit 

Die  Geraden,  für  welche  T  constant  ist,  umhüllen  confokale  Kegel- 
schnitte ,  welche ,  je  nachdem  T  ^  Ma\  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind. 

Nach  bekannten  geometrischen  Sätzen  giebt  es : 

Erstens:  Auf  jeder  Geraden,  welche  die  endliche  Strecke  FG  nicht 
sehneidet  einen  Punkt,  für  welchen  die  Summe  seiner  Abstände  von  F^G  am 
kleinsten  ist,  es  ist  diess  der  Punkt,  in  welchem  eine  Ellipse,  deren Brenn- 
ponkte  Fy  G  sind,  jene  Gerade  berührt ;  die  kleinste  Abstandssumme  ist  der 
grossen  Axe  dieser  Ellipse  gleich. 

Zweitens:  Auf  jeder  Geraden,  welche  die  endliche  Strecke  FG  schnei- 
det, giebt  es  einen  Punkt,  für  welchen  die  Differenz  der  Abstände  von  F^  G 
am  grössten  ist ,  in  diesem  Punkte  wird  die  Gerade  von  einer  Hyperbel  be- 
rührt, deren  Brennpunkte  F,  G  sind,  und  welche  jene  grösstc  Abstands- 
differenz zur  reellen  Axe  hat. 

Unter  den  Geraden ,  welche  einen  bestimmten  Punkt  0  enthalten ,  ist 
eine,  für  welche  die  kleinste  der  Abstandssummen  gleich  OF+OG  iat^dicaei 
Gerade  halbirt  den  Nebenwinkel  von  FOG]  unter  dieaeu  0^t«A«tt  \^\.  ^\\ä 
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zweite,  für  welche  OF — OG  die  grösste  ihrer  Abstandsdifferenzen  ist,  sie 
halbirt  den  Winkel  FOG  und  steht  somit  auf  jener  senkrecht. 

Weil  nun  0  allen  diesen  Geraden  angehört ,  so  ist  unter  den  su  jeder 
Oeraden  gehörigen  kleinsten  Abstandssummen  die  Summe  OF+OG  die 
grösste y  unter  den  grössten  Abstandsdifferenzen  OF — OG  die  kleinste,  so 
dass  folgt: 

Unter  den  confokalen  Ellipsen,  welche  die  Geraden  eines  Strahlen- 
büschels  (0)  berühren,  hat  diejenige  die  grösste  Axe,  welche  durch  0  geht, 
und  untqr  den  confokalen  Hyperbeln,  welche  die  Geraden  des  Strahlen- 
büschels  (0)  berühren ,  hat  die  kleinste  reelle  Axe  diejenige ,  welche  durch 
0  geht.  Also :  Unter  den  Geraden ,  welche  durch  0  gehen ,  ist  eine ,  für 
welche  f*  +  g*  und  fg  ein  Maximum  wird  j  nämlich  die  Tangente  der 
Ellipse ,  welche  Fy  G  zu  Brennpunkten  hat ,  und  durch  0  geht ,  und  unter 
diesen  Geraden  ist  eine  zweite,  für  welche  f^-Vg^  ein  Minimum,  und  zu- 
gleich der  absolute  Werth  von  fg  ein  Maximum,  also  — fg  ein  Minimum 
ist,  diese  Gerade  berührt  die  Hyperbel,  welche  F*,  G  zu  Brennpunkten  hat, 
und  durch  0  geht.  Die  eine  Gerade  halbirt  den  Winkel  FOG  ^  die  andere 
seinen  Nebenwinkel. 

Betrachten  wir  demnach  einen  Punkt  0  der  Ebene  als  Durchschnitt 
einer  Ellipse  und  Hyperbel,  welche  die  Punkte  F,  G  zu  Brennpunkten  ha- 
ben und  sich  folglich  im  Punkte  0  rechtwinklig  schneiden,  so  gehört  von 
allen  Geraden  des  Punktes  0  der  Tangente  der  Ellipse  das  grösste,  der  Tan- 
gente der  Hyperbel  das  kleinste  Trägheitsmoment. 

Fig.  2.  OüyOV  seien  die  beiden  Tangenten,  welche  den  Winkel  FOG 
und  seine  Nebenwinkel  halbiren ,  so  ist  das  Trägheitsmoment  für  0  Ui 

und  für  0  F: 


rM  =  i.[(^£z:^)'  +  ,.]. 


Man  kann  auch  das  Rechteck  aus  den  Abständen  f  g  der  Punkte  JP,  G 
von  0  ü  oder  0  V  einführen  in  die  allgemeine  Formel : 


denn  man  hat  für  0  ü: 
für  OV: 
liefert : 


T(max)  =  M{fg  +  <*  +  b^z=M(fg  +  b') 
T  {min)  ==ia{—fg+e'  +  6«)  =ilf  (—/-j,  +  a»). 

Natürlich  dürfen  die  Abstände  f,  g  in  der  letzten  Formel  nicht  mit  denen 
}a  der  ersten  Fcrfvechselt  werden. 
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Die  erhaltenen  Besnltate,  sowie  diess  T {max)  —  T (min)  =  M.OF.OG 
wird  der  Leser  selbst  leicht  in  Worte  kleiden  können ;  auch  unterlasse  ich 
die  Mittheilnng  eines  einfachen  analytischen  Verfahrens ,  dieselben  herzu- 
leiten ,  weil  es  ganz  analog  demjenigen  ist ,  welches  ich  im  Folgenden  bei 
den  Entwickelungen  im  Räume  von  drei  Dimensionen  einhalten  werde.  Die- 
sen Entwickelnngen  aber  stelle  ich  die  Bestimmung  der  drei  Hauptaxen 
bei  einer  Mittelpunktsfläche  zweiten  Grades  voraus ;  die  durch  eine  eigen- 
thflmliche  Substitution  wie  ich  glaube  übersichtlicher  und  einfacher  wie  ge- 
wöhnlich sich  gestaltet. 

n. 

§.  1.  lieber  die  Hauptaxen  der  Flächen  zweiten  Grades. 
Drei  Grössen  (A,  jü,  v)  ,  welche  den  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer 
Geraden  gegen  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  proportional  sind,  nenne 
ich  die  Bichtungscoefßzienten  dieser  Geraden,  und  sage,  die  Gerade  habe 
die  Bichtung  (A,  jü,  v)  ;  drei  Grössen  p,  g,  r,  welche  proportional  den  Cosinus 
der  Neigungswinkel  einer  Ebene ,  oder  vielmehr  ihrer  Normalen  gegen  die 
Coordinatenaxen  sind ,  nenne  ich  Stellungscoeffizienten  dieser  Ebene ,  und 
sage,  die  Ebene  habe  die  Stellung  (p,  g,  r). 

Die  Gleichung  einer  Mittelpunktsfläche  zweiten  Grades  in  Bezug  auf 
drei  in  ihrem  Mittelpunkte  rechtwinklig  sich  schneidende  Coordinatenaxen  sei : 
Ax*+Bu^+Cz*  +  2Dyz  +  2Ezx  +  2Fxy  =  Q. 
Ich  setze 

Ps,3,,z  =  Ax+Ez  +  Fy 
9s.y.z  =  By  +  Dz  +  Fx 
rs,s,,n  =  Cz+I>y  +  Ex. 
Im  Punkte  (r,  9,  3)  wird  obige  Fläche  von  einer  Ebene  berührt ,  deren 

Stellungscoeffizienten  p^^  ^^  3  >  Ö'f ,  p,  3 »  ^i ,  9, 3  ^^°^-    ®®^^*  ™*^  F '     D'     D 

für  r,  9,  3,  (wo  D  die  Hälfte  des  in  (x^i)  endigenden  Durchmessers  der 
Fläche  bedeutet)  so  wird  hierdurch  das  Doppelverhältniss  p^^  ^^  ^  :  q^^  p^  ^  : 
r^  p  .  nicht  geändert. 

'  Hat  dso  ein  Durchmesser  die  Richtung  (A,  jü,  v),  so  hat  die  ihm  conju- 

girte  Diametral  -  Ebene  die  Stellung  (Px,f»,v»  ^A»M»*''  ^^i^^^' 

Soll  dieser  Durchmesser  auf  der  ihm  conjugirten  Ebene  normal  sein,  so 
müssen  die  Stellungscoeffizienten  dieser  letzteren  durch  u.X^  u,^^  u  .v 
sich  ausdrücken  lassen,  wo  unter  A,  fi,  v  die  Cosinus  der  Neigungswinkel 
des  Durchmessers  gedacht  werden  sollen,  und  u  eine  demgemäss  zu  be- 
stimmende Constante  ist.   Somit  haben  wir  die  Gleichungen 
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Diese  nehmen  eine  für  ihre  Anflösang  sehr  hequeme  Form  an ,  wenn  wir 
folgende  Substitationen  machen  : 

worans : 

EF         ,        FD         ,        DE 

Hierdurch  entsteht: 

V  {u—c)  =  3  {If+M  +  Vi). 


Setzen  wir 


Folglich 


Xt  +  fi^  +  v3  =  K. 


X.     ti — a'     n       u — 6*     »       u — c* 
und  durch  Addition : 

fi — a  u  —  b  u  —  c 
Diese  Gleichung  ist  vom  dritten  Grade,  und  hat  drei  reelle  WurBeln^ 
welche,  wie  man  leicht  beweisen  kann,  so  liegen,  dass  für  a^b  ^c^  die 
kleinste  zwischen  a,  6,  die  mittlere  zwischen  fr, c,  die  grösste  über  c  Hegt 
In  dieser  Ordnung  seien  sie  durch  u<u"<,u"  bezeichnet.  Die  obigen 
Gleichungen  liefern  dann  zur  Bestimmung  von  A,  fi,  v  die  Relation : 

2 .    .    — _!_ .    y    .    ^ 

tt  —  a   u — b  u  —  c 
also  mit  Hilfe  der  Werthe  u,  u\  u"  drei  Systeme  von  zusammengehören- 
den Werthen  von  A,  fi,  v.    Nennen  wir  sie  (iL', |*', v).  (A",f*",0»  (^'"»f*"'t *'"'). 
Führen  wir  diese  in  die  Gleichungen  I)  ein,  so  entsteht: 

1)  <  f»  •  «'  =  ?A',  M'.  »-'.     2)  <  (*"  •  «"  =  fi-i",  /, ,",    3)  { f»'"  . «'"=  S'i'",,,'", •", 
Da  die  Funktionen  p,  9,  r  so  beschaffen  sind,  dass : 

80  folgt ,  wenn  man  1)  mit  X'\  fi\  v"  bezüglich  multiplicirt  und  dann  addirt, 
mit  2)  und  V,  f»',  v  ebenso  verfährt : 

also 

VA"  4"  fAf* '  +  vv"  =  0 , 
ebenso 

XX    '\'\ii.\ii.    +VV    =0,      AA  +  etc.  =  0. 
„Die  drei  DnrcLmeßser,  deren  conjugirte  Ebenen  auf  ihnen  selbst  nor- 
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* 

mal  sind,  bilden  demnach  rechte  Winkel  mit  einander,  und  somit  ist  die 
Ebene  von  je  zweien  die  dem  dritten  conjagirte  Diametralebene/' 

Die  geometrische  Bedeutung  vonu  zu  erhalten,  bezeichne  man  durch 
J  die  Hälfte  eines  der  auf  einander  normalen  conjugirten  Durchmesser, 
dessen  Richtung  (A,  jü,  v)  sei. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (I.)  auf  beiden  Seiten  der  Reihe 
nach  mit  X,  ^,  v,  und  addiren  sie  hierauf,  so  kommt 

X  y  z 

Setzen  wir  A  =  — ,44  =  --,  1^  =  —,  (x^  y,  z  sind  die  Coordinaten  des 

n  ^  /m 

auf  der  Fläche  liegenden  Endpunktes  von  A) ,  so  entsteht : 

mfz=.xp         +yg         +  zr 

so,y,z        ^^x,y,z  x,y,z. 

Weil  aber 

*a?,y, «      ^^x,y,z  x,y,z, 
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§  2.  Trägheitsmoment  eines  räumlichen  Systems  in  Bezug  auf  eine  Ebene. 

Ä)  Die  Ebene  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems.  Drei  recht- 
winklige Coordinatenaxen  in  diesem  Punkt  werden  zu  Grunde  gelegt. 
Durch  die  Cosinus  a,  /3,  y  sei  die  Stellung  der  Ebene  bestimmt. 
Der  Abstand  R  irgend  eines  Punktes  (a?,y,z)  von  dieser  Ebene  ist 
««  +  /?y+y2:  =  /?,  und  demnach/R* dm  =/(aa;+/3y  +  y2:)* dm;  oder  wenn 
fix^dm^=:M.Ay  fi^dm  =  M.B^  f^dtn  =  M.C,  fyzdm^^M.B,  fzxdm 
^M.E^fxydm  =  M»F^f£^dm  =  M,u  gesetzt  wird, 

u  =  Jtf  +  BC^+Cy  +  ^ßYD  +  2yttE+2aßF. 
X  %i  z 

Setzen  wir  a=--,j8  =  —  ,y=  — ,  wonach  (a: ,  y , «)  ein  Punkt  der  im 

^  A  ^ 

Schwerpunkt  auf  der  Ebene  errichteten  Normalen  ist,  der  zum  Abstand  vom 
Schwerpunkt  ^  hat ,  so  ergiebt  sich : 

Nehmen  wir  A  so,  dass  u.d-==-  constant=  ß,  so  liegt  der  Punkt(a:,y,2:) 
auf  einem  Ellipsoid,  welches  den  Schwerpunkt  zum  Mittelpunkt  hat,  und  in 
dem  ein  beliebiger  Durchmesser  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
ans  dem  Trägheitsmoment  (dem  Trägheitsarm)  der  auf  derselben  normalen 
Diametral-Ebene  ist. 

Für  die  drei  Hauptebenen  dieses  EUipsoids  nimmt  also  das  Trägheits- 
moment drei  ausgezeichnete  Werthe  an,  welche  nach  den  Substitutionen : 

Z>  =  93,^  =  3r,  i^=r9,  ^  =  Ä  +  r«,  5=6  +  9*,  C=c+3«, 
der  vorhergehenden  Entwickelung  gemäss,  sich  als  Wurzeln  (u\u\u"'\dftt 
kubbchen  Oleichnng: 
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«*         n*  3* 


u — a      u — b       u — c 
ergeben,  während  die  Stellangen  (i,  fi,  v)  dieser  Hanptebene  dnreh  drei 
Systeme  von  Oleichongen  bestimmt  werden,  welche  ans  der  Belation 

,  g  3  3 

^  u — a  u — 0   u — c 

hervorgehen,  wennn  man  darin  u  =  «',  ti",  u"  einftihrt. 

Auf  die  drei  Darchschnittslinien  dieser  Ebene  als  Coordinatenaxen 
bezogen,  wird  die  Gleichnng  des  Ellipsoids : 

-—^  +  ^,  +  ^  =  1.   (^,  -/',  ^"  die  Hälften  der  Hauptaxen.) 

Mnltipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  Q  und  erwägen,  da8s~^=fl^u.s.f. 

so  kommt  u  .x*  +  ti"  j/*  +  u"  «•  =  ß. 

J  sei  die  Hälfte  des  Durchmessers ,  welche  auf  einer  Diametralebene 
von  der  Stellung  (cr^  ß,  y)  normal  ist,  so  hat  man  hiemach : 

z^f/'  o«  +  //•  ti'  jP+  z^ «"y  =  ß, 

also  weil  —  =  u,  gleich  dem  Trägheitsarm  der  Ebene  (a,  /3,  y)  ist: 

u  =  u'€f+u  ß'  +  trf. 

Im  Folgenden  wird  dies  Axensystem  zu  Gründe  gelegt. 

B)  Wenn  die  Ebene,  in  Bezug  ai\f  welche  das  Trägheitsmoment  ge- 
nommen werden  soll ,  die  Stellung  (a,  /J,  y)  und  vom  Schwerpunkt  den  Ab- 
stand R  hat,  so  dass  in  ihrer  Gleichung : 

P         q^  r  '  p         R'  q         R'r  ~  R' 

so  wird  für  dieselbe  das  Trägheitsmoment  Mu  bekanntlich : 

Mu:=M  {u  a*  +  u"ß^  +  u'f)  +  MB^. 


oder: 


(«-«')  J*+ («-«")§  + («-0  ^  =  I, 


oder: 


Setren  wir  u  constant  und  stellen  uns  die  Fläche : 

«*  !/•  2* 


u  —  u        u  —  u        u — u 
vor,  so  enthält  diese  nach  I.  den  Punkt 


u  —  u  u  —  u         •    u — u 


r  =  — - — ,9  = ,3  = 

P  q  r 

dieser  Punkt  (r,  9, 3)  liegt  aber  nach  derselben  Bedingungsgleichung  I.  auch 
Aof  unserer  Ehen  e : 
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X  V  z 

—  +  ^  +  -=1, 

p         q         r 
nnd  da  ferner  die  Berübrnngsebene  der  gedacbten  Fläcbe  im  Pnnkte  (r,9,3) 


tl  —  u        u  —  u         u  —  u 
ist,  60  siebt  man  dnrcb  EinfÜbren  der  Wertbe  von  (i^}9,3),  dasn^iese  mit 
der  Ebene  (p,  q^  r)  zusammenfällt. 

Eine  Ebene  also ,  für  welcbe  das  Trägbeitsmoment  den  constanten 
Werth  u  bat,  berübrt  die  Mittelpnnktsfläcbe  zweiten  Grades  (IE.)  Diese 
Fläche  ist  bei  der  Annabme  u  «^  u'  ^  u"  ein  Ellipsoid,  oder  eins  der  bei- 
den Hyperboloide ,  je  nacbdem  u > u"\  u"  > u > w",  u'^u^ u.  Die 
Schaar  solcber  Fläcben,  welcbe  dadnrcb  entstebt,  dass  die  Constante  u  alle 
denkbaren  Wertbe  annimmt,  baben  ibre  Azen  in  den  drei  Hauptaxen  des 
Schwerpunktes  liegen,  und  ausserdem  in  den  drei  Hauptebenen  dieses 
Punktes  dieselben  excentriscben  Kegelscbnitte. 

C)  Trägbeitsmoment  in  Bezug  auf  die  Ebenen  eines  Ebenenbündels, 
dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  (r,  9,  i)  sei. 

Die  drei  Trägbeitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptebenen  des  Scbwer- 
punktes  seien  üf.a,  ilf.6,  ilf  .c,  a  <^  6  <^  c,  (a,  /9,  y)  sei  die  Stellung  einer 
durch  den  Funkt  (r,  9,3)  gebenden  Ebene,  Mu  das  Trägbeitsmoment  des 
Systems  in  Bezug  auf  dieselbe,  so  bat  man : 

ti  =  a.««  +  6./S«  +  c.y»+(ar  +  /J9+y3)*, 
denn  durcb  at  +  ß^-^-yl  wird   der  Abstand  der  Ebene  vom  Scbwerpunkt 
dlrgestellt. 

Oder : 
tt  =  (/i  +  i«)«*  +  (6  +  5«)/S*  +  (c  +  3«)/  +  2i8y93  +  2ya3r  +  2ai3r9. 

Verlegen  wir  das  ursprttnglicbe  Coordinatensystem  in  den  Punkt  (r,i),3), 
errichten  in  diesem  Punkt  auf  der  Ebene  (o,  /3,  y)  eine  Normale  ^,  so  dass 
^.u  =  ^  =  const.,  bezeicbnen  durcb  (o?,  y^  z)  die  Coordinaten  des  End- 
punktes von  ^  in  Bezug  auf  das  neue  Axensystem ,  so  bat  man  offenbar : 

ß=(a+f«)a:«  +  (6  +  i|^y«+(c  +  3*)2«+2i)3.yz  +  2ir.zar  +  2r9.ary, 
d.  h.  für  den  Ort  jenes  Endpunktes  (o?,  y,  2:)  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt 
der  Punkt  (r ,  9,3)   ist.   In  Bezug  auf  seine  drei  Hauptebenen  nimmt  das 
Trägbeitsmoment  drei  besondere  Wertbe  an,  u\  u"^  u'\  welcbe  aus  der 
Gleichung 

«*  n*  3' 


u  —  b       u  —  b       u  —  c 
^  u  folgen,  und  so  liegen : ' 

a<ti'<6<M"<c<ti"' 
Die  drei  Systeme  von  Wertben,  welcbe  durcb  Substitution  von  u\  u"  u* 


f  ^  3 

—  a'u  — b'  u  — 

geben,  heatimmen  die  Stellung  der  drei  Hauptebenen  dea  "P\xiiVX.^ä  Vx>  \j^  •l^' 


*ß  die  Stelle  von  u  aus  der  Relation  A :  u :  v  = :  — ^--: aicU  et- 

u  —  a  u — b  u — c 
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Für    die   drei   Werthe   von   t/,  stellt  die  Gleichung 


u  —  a       u  —  b 

-|- =  l ,  wenn  darin  r ,  9 ,  3  veränderlich  gedacht  werden,  drei  confo- 

u  —  c 

kale  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  dar,  welche  zu  der  ohen  erwähnten 

Schaar  abhören.   Da,  wie  sofort  in  die  Augen  fällt,  die  drei  Systeme  von 

Werthen,  welche  aus  ( ,  — ^—r , j  hervorgehen ,   die   Richtungs- 

\u  —  au  —  ft'ti  —  c/ 

coefficienten  der  drei  Normalen  dieser  Flächen  sind,  so  fallen  diese  mit  den 

Hauptaxen   des  Punktes  (r ,  9 ,  3)  zusammen ,  und  die  confokalen  Flächen 

schneiden  sich  in  diesem  Punkie  rechtwinklig. 

1.  Anmerkung.  Ich  will  von  diesem  Satze  noch  einen  anderen  Be- 
weis gehen,  so  wie  sehr  einfach  darthun,  dass  die  drei  Normalen  dei 
confokalen  Flächen  im  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  die  durch  dieaen 
Punkt  gehenden  Linien  der  kleinsten  und  grössten  Krümmung  jener  Flächen 
herühren.    • 

Wenn  man  je  zwei  der  Gleichungen : 

**    ^    9*    ^    3* 


t/  —  a       u  —  b       u 


c 


=  1  (i. 


I*        •*        1* 

+  -^;^+^ =1  (II. 


u   —  a       u   —  0       u   —  c 


u    — a  •    u    — b       u    — c 
von  einander  suhtrahirt,  so  entsteht : 


==  1  (m. 


=  0  (IV.  U.  8.  f. 


{li  —  a)  iu'—a)  V    (u—b)  {u  —b)   '    u  —c)  (ti"  —  c) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Geraden  von  der  ßichtung: 

{_J__         ^        _J_^       ^  /    J 9  3      ^ 

\u  —  au  —  b  u   —  €/  \u   —  au   —  b  u   —  c/ 

d.  h.  die  Normalen  derFlächen  I.,  II.  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wenn  man  ferner  irgend  zwei  der  in  IV.  erhaltenen  Gleichungen  von 

einander  suhtrahirt,  so  kommt : 

Nun  denke  mau  in  einer  der  drei  Flächen  etwa  in  III.  zwei  Durchmesser 
den  Normalen  der  anderen  Flächen  parallel,   also  hier  die  Durchmesser, 

deren  Richtungen  (-; ,    .       , ,  -7 )  und  (— ,  -7; 7,-77 ) 

\u  —  au  —  b   u  —  cj  \u   —  au   —  b   u   —  cj 

sind,  so  behaupte  ich,  dass  diese  mit  dem  in  (r,  9,  3)  endigenden  Durchmesser 

der  Fläche  HI.  drei  conjugirte  Durchmesser  bilden.    Denn  die  Ebene  der 

beiden  gedachten  Durchmesser  ist  der  Berührungsebene  im  Punkt  r ,  9 ,  3 

parallel,  und   weiter  ist  einem  dieser  Durchmesser  die  Ebene  conjugirtt 

welche  durch  den  andern  und  den  Punkt  f ,  i|,  i  geht. 
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Dies  letztoro  einzusehen,  ist  nach  dem  Voranstehenden  dem  Durch- 
messer ( -: ,   ,       , ,  -, )  in  der  Fläche  IH.  die  Diametralebene  conju- 

\u  —  au  —  b  u  —  c/  " 

girt,  deren  Stellang  ( -p—, r-p-rr, r ,  >— ? — TTrir, — jr  i  t~' \ir^' \ )  ^**' 

^\{u — a){u  — fl)   (w — b){u   — 0)  {u — c){u   — c)/ 

Aus  V.  erhellt  aber,  dass  diese  Ebene  die  Richtung  ( -;; ,    ,,    ?%   „  —  )» 

"  \u  — a  u  — b  u  — c/ 

also  auch  den  durch  diese  Richtung  bestimmten  Durchmesser  der  Fläche 

in.  enthält. 

Mithin  können  wir  Folgendes  aufstellen : 

Von  den  drei  Normalen  im  Punkte  (r,  9, 3)  berühren  zwei  die  Fläche 
in.,  sieht  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zu  diesen  Normalen  zwei 
parallele  Durchmesser ,  und  legt  durch  dieselben  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  Fläche  III.  in  einer  Linie  zweiten  Qrades,  deren  Hauptaxen  eben 
jene  beiden  Durchmesser  sind.  Denn  in  diesem  Diametralschnitt  sind  die 
Veiden  Durchmesser  conjugirt  und  stehen  überdies  senkrecht  auf  einander. 
Nun  sind  aber  bekanntlich  die  Richtungen ,  in  welchen  die  Fläche  III.  um 
den  Punkt  (r,  9, 3)  herum  die  grösste  und  kleinste  Krümmung  darbietet,  den 
Hauptaxen  jenes  Diametralschnitts  parallel,  wodurch  denn  das  oben  Behaup- 
tete bewiesen  ist. 

1  Anmerkung.  Chasles  betrachtet  bei  Behandlung  der  Aufgabe, 
„mit  Hülfe  dreier  conjugirten  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades 
die  Axen  derselben  zu  bestimmen"  einen  Punkt  (den  Endpunkt  eines  der 
gegebenen  Durchmesser)  als  Durchschnittspunkt  der  gegebenenen  Fläche 
und  sweier  anderen,  mit  ihr  c^Dufokalen,  welche  drei  sich  rechtwinklig  durch- 
lehneiden,  und  kommt  dabei  auf  drei  andere  confokale  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt,  die  drei  Berührungsebenen 
der  eisten  gegebenen  Flächen  zu  Hauptebenen  haben  und  in  diesem  Punkte 
TOQ  den  EU  suchenden  Hauptebenen  dieser  Flächen  berührt  werden.  Die 
Gleichungen,  welche  wir  benutzten,  um  die  Stellungen  (X\ia  v),  {X'\  ^"  v"), 
(!'",  fi"\  v")  der  Hauptebenen  des  Punktes  (r,  9, 3)  zu  bestimmen,  führen  so- 
gleich zu  den  in  Rede  stehenden  Flächen.  Mit  Rücksicht  auf  die  in  §  1 
▼orgenommene  Untersuchung  ist  nämlich : 

r(ii'-.fl)  =  r(rr  +  ^>  +  v3)  =  r^,  ^'(w— ft)  =  9;r,  v*(u-c)=32^, 
f(tt"-fl)=r(rr+^"9+v"3)  =  rr,  y:' {u'—b)=x^Y,  v"(w"-c)=3  F, 
rV-a)=f  (rr+,i'"9+v"3)=rZ,  ^'"(«"-^)=9^,  v'"(«" -c)=3Z, 

Wenn  man  die  drei  für  den  Punkt  (r,  9, 3)  bestimmten  Hauptaxen,  welche 
die  Richtungen  (A,  fi,  v)  haben,  zu  Coordinatenaxen  nimmt ,  so  sind  die  mit 
X,  F,  Z  bezeichneten  Grössen  die  Coordinaten  des  früheren  Anfangspunktes 
(des  Schwerpunktes)  in  Bezug  auf  das  jetzige  System,  demnach  wird: 

Nun  geben  die  obigen  Gleichaugen : 
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i:  .X        X^ 


t  u  — a 

t  u   —  a 

x'.z       z« 


t  u    — a 


u.  8.  f.    Durch  Addition  erhalten  wir  also : 

X*         r«    _    z«    _ 


u  — a       u  — a       u    — a 


II    ^  II      ^  11        ft 


tl  ' — c       u  ^  c       u    — c 
Drei  Flächen,  welche  den  Punkt  (JT,  T,  Z)  enthalten ,  deren  Normalen 
in  diesem  Punkt  die  Bichtungen 
(    X  Y  Z     \   (    X  Y  Z     \    /    X  Y  Z     \ 

haben.  Aber  es  ist 


X     ,       Y     ^      Z      ^      ^ 


I  #   • '/  •  /'# 


u  — a  u  — a  u  — a 
u.  8.  f. ,  also  sind  die  Richtungen  dieser  Normalen  (l\  1",  l'") ,  (fi',  fi",  fi"') 
(v ,  v\  v") ,  d.  h.  es  fallen  die  Normalen  der  drei  zuletst  erhaltenen  Flächen 
in  die  Uauptaxen  der  drei  ursprünglichenFlächen. 


n. 

Ueber  die  analytiBchen  Beweise  des  Satzes  vom  Paralle- 
logramm der  Kräfte. 

Von     0.     SCHLÖMILCH. 


Die  analytischen  Beweise  des  in  der  Ueberschrift  genannten  Satses 
haben  das  Gemeinsame ,  dass  sie  sich  zuerst  auf  einen  speciellon  Fall  der 
Sache  beschränken  und  nachher  mittelst  einer  geometrischen  Construction 
zum  allgemeinen  Theoreme  gelangen.  Solcher  Specialisirungen  giebt  es 
hauptsächlich  zwei  und  daher  lassen  sich  jene  Beweise  in  zwei  Gruppen 
ordnen.  Man  betrachtet  entweder  zunächst  zwei  gleiche  Kräfte,  die 
unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  einen  Punkt  wirken,  oder  man  setzt 
ungleiche  Kräfte  voraus,  deren  Richtungen  einen  rechten  Winkel 
einscbliessen.   Im  ersten  Falle  kennt  man  sofort  die  Richtung  der  Re- 
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solUnte  (sie  darf  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  Componenten  gegen  ein- 
ander yertauscht)  nicht  aber  deren  Grösse  nnd  es  mnss  diese  mittelst  einer 
Fonctionalgleichang  bestimmt  werden ;  im  zweiten  Falle  findet  man  leicht 
die  Grösse  der  Resnltirenden,  die  Angabe  ihrer  Richtung  führt  aber  wieder 
auf  eine  Fnnctionalgleichnng.  Ohne  uds  auf  die  naheliegende  Frage  einzu- 
lassen, ob  ein  solches  Aufgebot  analytischer  Künste  bei  dem  einfachsten 
Satze  der  Mechanik  nicht  etwa  übel  angebracht  sei ,  wollen  wir  uns  nur  an 
die  Thatsache  halten,  dass  jene  Beweise  nun  einmal  vorhanden  nnd  wegen 
des  in  ihnen  liegenden  Scharfsinnes  jedenfalls  sehr  interessant  sind.  Indem 
wir  eine  vom  analytischen  Gesichtspunkte  ausgehende  Untersuchung  beider 
Beweisarten  geben,  beabsichtigen  wir,  einzelne  Punkte  schärfer  zu  begrün, 
den,  vorhandene  Lücken  auszufüllen,  eingeschlichene  Irrthümer  zu  besei- 
tigen und  durch  neue  Deductionen  zu  ersetzen. 

1.  Als  allgemeinen  Grundsatz  muss  man  vorausschicken,  dass  beliebig 
viele  auf  einen  und  denselben  Punkt  wirkende  Kräfte  überhaupt  nur  eine 
Resultante  haben  können  oder,  was  Dasselbe  ist,  dass  immer  die  nämliche 
Resultante  zum  Vorschein  kommt,  in  welcher  Reihenfolge  auch  die  Compo- 
nenten znr  Resultante  zusammengezogen  werden.  Ohne  dies  Axiom  ver- 
lieren alle  analytischen  Beweise  ihre  Kraft,  weil  die  Bildung  der  Funktio- 
nalgleichnng  wesentlich  auf  dem  Kunstgriffe  beruht,  vier  Elräfte  auf  zwei 
verschiedene  Weisen  zu  einer  Resultante  zu  vereinigen  und  die  Ergebnisse 
gleich  zu  setzen.  Das  erwähnte  Princip  ist  Übrigens  so  einfach  und  so  leicht 
IQ  motiviren,  dass  es  wohl  kaum  beanstandet  werden  dürfte. 

3.  Hieraus  folgt  zunächst  das  Verhalten  der  Resultante  für  zwei  ohne 
Aenderung  ihrer  Richtungen  in  gleichem  Verhältnisse  zu-  oder  abnehmende 
Componenten.  Ist  nämlich  Q  die  Resultante  von  P  nnd  jß,  und  werden  fer- 
ner die  Kräfte  P  und  Q  in  denselben  Richtungen  noch  einmal  angebracht, 
so  ergiebt  sich  R+R=2R  als  Wirkung  des  zweimaligen  Anbringens  von 
Pnnd  Q;  letzteres  lässt  sich  nach  dem  Vorigen  durch  das  einmalige  An- 
bringen von  2P  nnd  20  ersetzen,  es  ist  daher  2R  die  Resultante  von  SPund 
iQ  und  zugleich  1(2 P,  2R)  =L(P,  R).  Diese  Schlussweise  kann  leicht  fort, 
gesetzt  und  auf  beliebige  andere  Verhältnisse  ausgedehnt  werden ;  das  Re- 
sultat besteht  in  dem  Satze:  „wenn  P  und  Q  die  Resultante  R  geben,  so 
liefern  fiPund  liQ,  unter  demselben  Winkel  wie  Pund  Q  zusammengesetzt, 
die  Resultante  (iR,  deren  Richtung  mit  jener  von  R  zusammenfällt."  Man 
kion  dies  Theorem  auch  in  folgender  Form  aussprechen:  „solange  der 
Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  jPund  Q  und  das  Verhältniss  jß:Psich 
nicht  ändern,  solange  bleiben  auch  die  Richtung  der  Resultirenden  sowie  die 
Verhältnisse  R:P  nnd  R:Q  constant." 

3.  Betrachten  wir  mit.Poisson  den  speciellen  Fall  zweier  gleichen 
Coqiponenten ,  deren  Richtungen  den  Winkel  2o>  zwischen  sich  fassen  mö- 
gen, so  wissen  wir  von  der  Resultante  ^  dass  sie  in  die  Halbimn^slinie  de% 
Wmkels  3  »  flült,  nnd  femer,  dass  ihr  VerhältnisB  zur  Comjoü^tA.^  %^  \«c\^^ 
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denselben  Werth  behält,  als  die  Richtung  der  Componenten,  d.  h.  cv,  keine 
Aenderung  erleidet.  Es  ist  mithin  jenes  Verhältniss  nur  yon  m  abhängig, 
etwa 

1)  ^=/(»)  oder  Ä==P /'(«,), 

wasPoisson  aus  dem  Principe  der  Homogenität  schliesst,  dessen  Anwendong 
wir  absichtlich  vermieden  haben.  *) 

Zwei  Specialwerthe  von  f(m)  kennt  man  direct;  denn  für  2  o  =  0  wird 
Ä  =  2Pund  für  2o)  =  Ä  istÄ  =  0,  also 

2)  r(«>)=2,    n\n)=:0. 

Um  die  allgemeine  Form  der  Funktion  zu  finden ,  betrachten  wir  vier 
gleiche  Kräfte  Qiy  Q^y  Ot,  O4,  deren  gemeinschaftliche  Intensität  Q  heisse 
(siehe  Fig.  1)  und  deren  Richtungen  JltOu  MQ^^  ^0%,  MQ^  so  gewählt  sein 
mögen,  dass  LQ^MQ^=i LQ^MQ^  ist.  Die  Gerade  ^l^halbire  LQ^MQ^,  die 
Gerade  MV  den  Winkel  QtMQ^,  MW  den  Winkel  QtMQ^  und  es  sei 

LWMQ,—LWMQ^=fl, 
LüMQi=LrMQt=S. 

Vereinigt  man  Q^  mit  Q^  sowie  Q^  mit  ^4 ,  so  erhält  man  die  in  gleicher 
Richtung  nach  M  W  wirkenden  Kräfte  Q  f(fi)  und  Q  f(fi  +  td) ,  mitbin  sind 
alle  vier  Kräfte  ^j ,  p, ,  ^, ,  Q^  äcquivalent  der  einen 

Andererseits  lässt  sich  Q^  mit  0,  zu  der  längs  Af  £7  wirkenden  Kraft 
Q  f(6)  ebenso  ^t  °^^^  Qi  ^^  der  längs  MV  wirkenden  Kraft  Q  f(d)  vereinigen 
und  aus  den  beiden  Kräften  Q  f{ö)  die  Resultante 

bilden ,  welche  wiederum  den  vier  Kräften  Pj ,  ^, ,  0, ,  Q^  äcquivalent  sein 
muss ;    die  Yergleichung  beider  Resultate  führt  zu  der  Funktionalgleichung 

welche  von  der  Poisson'schen  nicht  wesentlich  differirt.  In  der  ersten  Aus- 
gabe seiner  Mechanik  hat  Poisson  eine  Auflösung  dieser  Gleichung^egeben 
und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  f(m)  in  eine  nach  Potenzen  von  m 


*)  Das  sogenannte  Princip  der  Homogenität  kommt  im  Wesentlichen  anf  folgen- 
den Schlass  hinaus :  „Der  Winkel  a  muss  derselbe  bleiben ,  nach  welchem  Maasse 

p 

auch  P  und  R  gemessen  sein  mögen ,  mithin  kann  cd  nur  voii  dem  YerhSltnisse  -=- 

n 

abhängen;"  obschon  nun  die  erste  Bemerkung  richtig  ist,  so  folgt  daraus  doch  nicht 

die  Behauptung,  weil  es  recht  gut  denkbar  wäre,  dass  a  ausser  von  Pnnd  R  auch  noch 

von  einer  constanten  Kraft  etwa  g  abhinge.    In  der  That  würde  die  Form 

der  ersten  Bedingung  genügen,  ohne  der  behaupteten  Art  des  Zusammenhanges 
zu  entsprechen.   Es  müsste  also  mindestens  noch  der  Beweis  geführt  werden,  dass  eine 
solche  Constante  ^,  wie  sie  z.  B.  in  allen  dynamischen  Formeln  erscheint,  in  der  Sta- 
t/A  nicht  vorkommen  kann. 
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fortflchreitende  Reihe  verwandelbar  sei ;  das  Ungenügende  dieser  Hypothese 
mag  Poisson  später  wohl  selbst  gefühlt  haben,  denn  in  der  zweiten  Auflage 
fehlt  jene  Ableitnng  und  ist  durch  die  einfache  Bemerkang  ersetzt,  dass 
die  Annahme  /'(o>)=2cosao>  die  Gleichung  l^efriedige.  Für  ein  Lehrbuch 
der  Mechanik  mag  diese  Angabe  allenfalls  hinreichen ,  besser  ist  es  ohne 
Zweifel,  eine  genaue  Auflösung  zu  geben.  Man  gelangt  dazu  auf  folgendem 
Wege.») 

Aus  Nr.  4)  ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Subtraction  von  2f(ri  +  6) 
und  Division  mit  6* 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  d  wird  die  linke  Seite  zu 

rinl  rechter  Hand  geht  f(8)  in/(0)  =  2,  mithin ^^^^~^  in  ^ ,  und  /*(ii  f  i) 

0  0 

in  f(n)  über.    Den  genauen  Betrag  jenes  •—   kennen  wir  allerdings    nicht, 

woU  aber  wissen  wir,  dass  er  von  tj  unabhängig,  also  irgend  eine  positive 
oder  negative  Constante  ist,  die  wir  mit  k  bezeichnen  wollen.  Dieses  k  kann 
ineli  keine  schlechthin  unbestimmte  Grösse  sein  (wie  z.B.  sin  QO),  weil  sonst 
TennSge  der  nunmehrigen  Gleichung 

r{n)  eine  unbestimmbare  Funktion  wäre ,  mithin  auch  f  (tj)  und  f(fi)  un- 
bestimmbare Funktionen  sein  müssten ,  was  letzteres  der  Bestimmtheit  der 
Aufgabe  widerspricht«  Das  vollständige  Integral  der  erhaltenen  Differen- 
tialgleichung ist  bekanntlich 

WO  A  und  B  die  willkührlichen  Integrationsconstanten  bedeuten.  Um  ihre 
Werthe  zu  ermitteln,  -braucht  man  nur  die  durch  vorstehende  Formel  gege- 
benen Ausdrücke  für  f(fi) ,  f(fi  +  d)  und  f(fi  +  ^8)  in  die  Gleichung  3)  ein- 
nuetzen  und  die  Coefflcienten  der  auf  beiden  Seiten  vorkommenden  gleichen 
Exponentialgrössen  zu  identificiren ;  man  findet  so  A=B  =  l,  mithin 

Die  noeh  unbekannte  Grösse  yT  ergiebt  sich  aus  der  Bedingung  f(^  n)=0] 
tt  wird  nämlich 

^*'^=  —  1 ,  folglich  }/k^^  /^^ 
wo  m  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Demnach  ist 

f(fl)=e    '  +e        "^         =2cosmii 

^  daraus  folgt  nach  Nr.  1) ,  wenn  man  o  an  die  Stelle  von  tf  treten  lässt, 

R=^2Pcosma. 


^  Zuerst  mitgetheilt  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  S:  OesellscVi.  d.«V7\&««t^^^« 
ni  Leipsig.  JahrjraD^  1852,  8.  28. 
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Wäre  nun  m=_+3,  so  würde  die  Resaltante  für  00  =  30®  verschwin- 
den, was  offenbar  unmöglich  ist;  ebensowenig  kann  m  =  + 5  sein,  weil 
sonst  R=zO  wäre  für  o  =  18®  u.  s.  w. ;  es  muss  daher  m  =  +  1,  mithin 

4)  *      Rz=2Pcosa 

sein ,  womit  der  Rhombus  zweier  gleichen  Kräfte  bewiesen  ist.  Wie  man 
hieraus  das  Rechteck  und  zuletzt  das  Parallelogramm  zweier  ungleichen 
Kräfte  herleitet,  brauchen  wir  hier  nicht  näher  zu  erörtern,  da  die  Sache 
hinreichend  bekannt  ist. 

4.  Betrachten  wir  zweitens  mit  Lambert  und  Laplaoe  zwei  beliebige 
Kräfte  P  und  Q,  (s.  Fig.  4.)  die  unter  einem  rechten  Winkel  auf  den  Punkt 
M  wirken,  so  können  wir  zunächst  die  Grösse  der  Resultante  R  auf  folgende 
einfache  Weise  bestimmen.  Die  gesuchte  Resultante  werde  der  Grösse  und 
Richtung  nach,  durch  die  Gerade  MR  dargestellt,  welche  mit  ilfjPund  MQ 
die  Winkel  PMR  =  fi  und  QMR  =  f  bildet;  an  MP  legen  wir  die  Winkel 
MPS=MJtP,  MPU=MRQ,  PMÜ=RMQ=zi,  ebenso  an  MQ  die 
Winkel  MQT=MRQ,  MQV=MRP,  QMV=RMP  =  n  und  erhalten 
zwei  dem  ursprünglichen  Vierecke  PMQR  ähnliche  Vierecke  £>3fC/^P  und 
TMVQ.  Da  nun  die  Resultante  zweier  in  gleichem  Verhältnisse  wachsen- 
den Componenten  in  demselben  Verhältnisse  zunimmt  ohne  ihre  Richtung 
zu  ändern,  so  kann  üf  jP=  Pals  Resultante  der  Kräfte  MS=S  und  MU=  Uj 
ebenso  MQ=Q  als  Resultante  von  MT=T  und  MV=  V  angesehen  wer- 
den, und  es  ist  daher  R  äcquivalent  den  vier  Kräften  £>,  T,  U^  V.  Für  diese 
hat  man  aus  ähnlichen  Dreiecken 

MS :  MP=:  MP :  MR  mithin  S=  ^, 

^MT:MQ  =  MQ:MR      „       T=^, 

R 

MU:MP=MQ:MR      „      U=^ 

R 

MV:MQ  =  MP:MR      „      F  =  ^; 

R 

die  Kräfte  ü  und  V  sind  gleich  und  wirken  in  entgegengesetztem  Sinne, 
sie  heben  sich  folglich  auf,  demnach  bleiben  nur  die  in  gleichem  Sinne 
wirkenden  Kräfte  S  und  T  übrig,  und  da  R  diesen  äcquivalent  sein  muss, 
so  hat  man  die  Gleichung 

B=S+T=-  +  ^ 

oder 

5)  /?  =  P«  +  0«. 

Zur  Bestimmung  der  Richtung  von  R  haben  mehrere  Schriftsteller  fol- 
genden Weg  eingeschlagen.  Da  der  Winkel  iy  nur  von  dem  Verhältnisse 
P :  R  abhängt,  so  kann 
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^  =  F(t/)  mithin  P=R  F{fi) 

and  dem  entsprechend 

Q  =  RF{i')  =  RF{\7t  —  fi) 
gesetzt  werden;   darch  Substitution  dieser  Werthe   von  P  und  Q  in  die 
GleichuDg  5)  ergiebt  sich  die  Relation 

•    6)  [^(n)]*  +  [^(i«-ij)]'=I, 

woraus 

F(ji)  =  cos  ri  oder  F(jO  =  sin  r^ 
geschlossen  und  nacher  mittelst  der  Specialisirung  ^  =  0  für  den  ersten 
Fall  entschieden  wird. *)  Dieser  Beweis  ist  aber  illusorisch,  weil  cos ti 
joii Sinti  nicht  die  einzigen  der  Bedingung  6)  genügenden  Functionen  sind, 
was  stillschweigend  vorausgesetzt  wird.  Im  Gegentheil  kann  man  sich  leicht 
übeneugen,  dass  der  obigen  FunctionalgleichuDg  unendlich  viel  Auflö- 
sQQgen  von  sehr  unbestimmter  Form  zukommen. 

Aus  der  Gleichung  6)  geht  nämlich  zunächst  hervor ,  dass  die  Werthe 
yojkF(ff)y  soweit  sie  reell  sind,  immer  ächte  Brüche  sein  müssen;  man  kann 
daher  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 

Fin)  =  sin  \afi)] 
setzen,  wo  f(tf)  eine  neue  unbekannte  Function  von  i;  bezeichnet.    Die 
Gleichung  6)  wird  jetzt 

si>^[nn)] + «'^[nk«—v)]=\ 

und  zum  Bestehen  derselben  ist  es  erforderlich  und  hinreichend,  dass 

sin  [/-(i  w — iy)]  =  +  cos  [f(fi)] ' 
mithin 

sei,  wenn  unter  k  irgend  eine  positive  oder  negrfBve  ungerade  Zahl  verstan- 
den wird.  Um  noch  der  vorstehenden  Gleichung  zu  genügen ,  erinnern  wir 
an  den  Satz ,  dass  jede  Function  f(ff)  innerhalb  der  Grenzen  —  n  und  +  n 
tnf  folgende  Weise  entwickelbar  ist : 

f(tl)  =  ao  +  afCOSfi  +  atCOs2fi  +  a^cos^ri  +  , .  . 
+  biSinti  +  b^sin^ri  +6,5i>i3  1^  +  . .  .; 
bflden  wir  hiernach  f{\n — iy)  und  vergleichen  dies  mit  \kn — f(^)j  indem 
wir  die  Coefficienten  gleicher  trigonometrischer  Functionen  identificiren ,  so 
erhalten  wir 


♦)  H.  1.  z.  B.  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik  von  Professor  Kulik,  Hand- 
bach der  rationellen  (?)  Mechanik  von  Prof.  Decher ,  und  einen  Aufsatz  über  das  Pa- 
rallelogramm der  Kräfte  von  Dr.  Zernikow,  Archiv  der  Mathematik,  Theil  XXV.  S.  387. 
In  dem  letzten  Aufsätze  wird  sogar  der  Versuch  gemacht ,  die  Gleichung  6)  mittelst 
des  Madaurin'schen  Satzes  aufzulösen,  ein  Versuch,  der  immer  nur  zu  einer  particu- 
liren  Lösung  des  Problemes  führen  kann  da  a  priori  nicht  bekannt  lal,  ob  F(:l\^  ^\^ 
Form  oo-f  Hi^-f-^^'-fe^c.  annelinien  kann  oder  nicht. 

ZeltMcbrin  f,  MäthemMitk  o.  Physik,  II,  ^ 
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mithin 

f(ff):=^k7C  +  aiCOSri  +  a^cos^il  +  a^cos^fj+  . . . 

—  Ol  sin  iy  +«8  **'•  ^V — •»  «m  6iy+  -  - . 

+  a,  C05  2i|  +  «e  ^^s  6i|  +  ajoCO«  lOiy  + . . . 

+  ^4  MW  4i2  +  ftg  »m  8i|  +  6ft  ^*«  I2i|  + .  - . 
Hier  bleiben  unendlich  viel  Coef&cienten  willkührlich  und  sind  nnr  an 
die  eine  Bedingung  gebunden,  dass  die  Reihen  rechter  Hand  convergiren, 
was  swischen  den  Grenzen  — ^n  und  +\n  der  Fall  ist  ftirZtm  0^=0  und 
Lim  bn=^Oj  wenn  n  =  oo.  Auch  die  Hinzufttgung  derBedingungen^(0)=t 
und  F{^7t)  =  0^  d.h.  /'(0)=  \it  und  f{^jt)=  0  ändert  an  der  Unbestimmt- 
heit der  Auflösung  nichts ;  nimmt  man  z.  B.  Ar  =  1 ,  a|  =  o,  =3  o^ . . .  s=:  6^ 
=  ^8 . .  •  =  0  und  wfthlt  die  übrigen  Coeffioienten  so ,  dass 

«2  +  «6  +  «10  +  •  •  •  =  J«> 
was  wiederum  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen  möglich  ist,  so  ge- 
nügt die  Funktion 

7)         F(fi)^=sin[^n+  a^  cos  ^ri  +  a^  cos  6fi  •|-ö,oCo*10iy+*  •  •] 
in  der  That  allen  gestellten  Forderungen.     Als  einfachsten  Fall  der  Art 
hat  man 

-^C*?)  =  **'*  [k^  +  ^7tcos2fl\  =  sin  {\n  co«*i|). 
Die  Funktionalgleichung  6)  sagt  demnach  weiter  nichts,  als  dass  F(fi) 
eine  gewisse  periodische  Funktion  sein  muss,  was  man  freilich  ohne  alle 
Rechnung  vprherweiss. 

Dagegen  dürfte  folgende  Bestimmung  der  Richtung  der  Resultante 
vollkommen  streng  i^ein.*)  Der  Winkel  ti  ist  (nach  Abschnitt  2)  nur  von 
dem  Verhältnisse  der  KrUfte  P  und  Q  abhängig,  und  es  darf  folglich 

gesetzt  werden ;  für  ein  paar  andere  P^  und  jßi ,  die  nach  denselben  Richt- 
ungen wie  resp.  P  und  Q  wirken ,  ist  entsprechend 

Wählen  wir  die  neuen  Kräfte  P^  und  Qt  so ,  dass 

so  ist  die  Resultante  R^  der  Kräfte  P^  und  Qi  von  gleicher  Grösse  mit  R  und 

« 

nur  in  ihrer  Richtung  davon  verschieden;  die  beiden  gleichen  mit  der 
Richtung  von  P  die  Winkel  ti  und  iy,  einschliessenden  Kräfte  R  und  Äj  kön- 
nen wir  zu  einer  neuen  Kraft  S  zusammensetzen  und  von  dieser  wenigstens 


*)  Zuerst  mitgeUieilt  in  den  Sitzungsberichten  der  E.  S.Oesellsch.  d.  Wissensch. 
Jahrgang  1853,  8.  139.   . 
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die  Richtung  angeben;  die  l^ichtung  von  S  halbirt  nämlich  den  Winkel 
iwischen  den  Richtungen  von  R  und  i2| ,  d.  h.  in  Zeichen 

^(S.i')  =  4('»  +  iJ.)=i[9>(|)  +  9>(^)]. 

Andererseits  lassen  sich  die  vier  Kräfte  Py  Qy  Pt,  0^  auch  auf  die  Weise  zu 
einer  Kraft  S  zusammenziehen ,  dass  man  erst  die  gleichgerichteten  Kräfte 
P  und  Pf ,  Q  und  Qi  zu  den  zwei  rechtwinklig  gegeneinander  wirkenden 
Kräften  P  +  Pj,  ö+öi  vereinigt  und  die  Resultante  der  letzteren  sucht; 
die  Richtung  dieser  Resultante  bestimmt  sich  entsprechend  Nr.  8  durch  die 
Formel 

Die  Vei^leichung  beider  Werthe  von  L  (5,  P)  führt  zu  der  Funktional- 
gieiehung 

f  Condii.  Pi*  +  ft*  =  P*+Ö*. 
Um  sie  aufzulösen ,  setzen  wir  Pj  =  P  +  JP,  Qf  =  Q  +  JQ  und  schreiben 
stitt  des  Obigen 

"^Vp)  +  ^  \P+  PiP+JP)J—^'^\P+  P{^P+^P)) 
Condii.  (2P+  /tP)  /iP+  {2Q  +  JQ)  J Q  =  0, 

oder  noch  einfacher 

^0  2  i*+  ^P 

10)      ip{x)  +  g>(s+2d)=2g>{x+B),    2i^~2Q  +  J0' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

^~i>'       *~  2P{P+JPy       *~  P(2P+JP)' 
Die  erste  Gleichung  in  Nr.  10  ist  identisch  mit 
gfp{x  +  28)  —  ^(p{x  +  ö)  +  q>(x)_^ri        \vix  +  B)  —  v(x  +  d) 

d*  \d        /  B  —  d  ' 

b  dieser  snbstituiren  wir  linker  Hand  für  den  Faktor  8 ,  rechter  Hand  für 

den  Quotienten  -j  seinen  Werthund  dividiren  beiderseits  mit^JP;  diess  giebt 

P^-0 

JP      ^  q>{x+28)—2g>{x+8)+<p{x)_        3       <p(x+ b)  —  <p{x  + d) 

iP{P+JP)  d«  ~2P+JP*  B  —  8 

Beim  Uebergange  zur  Grenze  fUr  verschwindende  JP  und  JQ  werden 

i  und  t  ebenfalls  zu  Null  und  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nr.  10  folgt 

j^O  P 

Um  -7^= — TTi  die  vorige  Gleichung  gestaltet  sich  hiermit  zur  folgenden 


-ih(f+0)<P"i'')=j<f!{'^^ 


1» 
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und  nach  Hebung  mit  P,  sowie  unter  Rücksicht  auf  -^  =^ 

oder 

Das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 

<p{x)  =  a  +  b  Arcian  x 

und  wir  haben  daher 

Q 
jy  =  ö  +  6  Arcian  — . 

Die  Integrationsconstanten  a  und  h  bestimmen  sich  durch  die  BemeriL- 

ung,  dass  iy  =  0  wird  für  j0  =  0  und  dass  iy  =  4»  wird  für  P=  0;  hieraus 

ergeben  sich,  wenn  Arcian  wie  gewöhnlich  von  — ^n  bis  +4«  gerechnet 

wird,  die  Werthe  a  =  0,  6  =  1  und  damit  die  Formeln 

Q  0 

11)  fi  =  Arcian— ^     ianfi=^—. 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  dadurch  gelangen,  dass  mMi 


nicht  fi=s<p  l  —  J^  sondern  umgekehrt 


^  =  nn),     ebenso  ^  == /'(,.) 


±^  =  /-(^-±?'),     P«+0«=P.«+Ö.' 


setzt,  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  Q  und  Qi  in  die   noch   Übrigen 
Gleichungen 

q_ 

P  , 

p 

substituirt  und  beide  auf—  reducirt;  man  erhält  dann  zunächst  die  Funk- 

tionalgleichung 

'  /(i±a)_«,)-^''+^(,)rl- 

Um  aus  ihr  eine  Differentialgleichung  zu  bilden ,  nehmen  wir  1^1=11 
+  20  und  subtrahiren^beiderseits  die  Einheit;  diess  giebt: 

/•(iy  +  20)-2/(iy  +  0)  +  /-(iy)  _  ^/(l+^X?±M'l  _  , 

f{n+^)-f{ri)  ~y^    ^  +  \f{n)Y   ' 

Bezeichnen  wir  das  Radical  rechter  Hand  für  den  Augenblick  mit  j^^F, 

V—l  j — 

schreiben  -== —  für  y  V —  1  und  setzen  im  Zähler  statt  des  rationalen  V 
j/V+l 

wieder  aeiaen  Werth ,  bo  erhalten  wir  nac\i  beideiaellif^et  ■Dwwlon.  mit  * 
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beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verscliwindende  O  wird  F  =  1  und  ans 
der  vorigen  Gleichung  die  folgende 


Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  findet  sich  durch  die  gewöhn- 
lichen Substitutionen 

„.  .  du du  du ,  du 

'    ^^^  ~  d^~d^d^  ~  ^  57' 
m&n  erhält  zuerst 

fi'  =  «  (1  +  w«),      oder  p-^-^  =  a  dtj, 

nachher 

Ärctan  m  =  aiy  +  /3,     oder  u  =  tan  («i?+/3), 
wobei  die  Integrationsconstanten  a  und  ß  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 
bestimmt  werden. 


IV. 
Das  Leben  und  die  Werke  von  Karl  Sturm. 

(Aus  dem  Französischen  des  Herrn  E.  Prouhet.) 


Karl  Sturm  wurde  am  6.  Vend^miaire  des  Jahres  Xu.  (29.  Sept.  1803) 
in  Genf  geboren,  welches  damals  Hauptort  des  Departement  du  L^man  war 
8«ine  Familie ,  die  sich  zur  protestantischen  Kirche  bekannte,  stammte  aus 
Strassburg  und  hatte  diese  Stadt  gegen  das  Jahr  1760  verlassen.  Es  ist 
wahrscheinlich,  dass  sie  unter  ihren  Vorfahren  zwei  im  sechzehnten  Jahr- 
hnndert  berühmte  Männer  zählte,  Jacob  Sturm,  Stadtmeister  der  freien 
Reichsstadt  Strassburg,  der  sich  in  dem  Kampfe  dieser  Stadt  gegen  KarlV. 
«»zeichnete,  und  Johann  Sturm,  Humanist,  Diplomat,  Theolog,  dessen 
Namen  man  in  allen  literarischen ,  politischen  und  religiösen  StTeltfca^^w 
>emer  Zeit  antrifT^ 
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Der  jange  Sturm  zeigte  frühzeitig  ausserordentliche  Anlagen  und  er- 
hielt im  Gymnasium  viele  Preise  in  allen  Fächern.  Er  erlernte  mit  gleicher 
Leichtigkeit  die  alten  und  neuen  Sprachen,  die  Literatur  und  die  Öeschichte. 
Man  erzählt  selbst ,  dass  er  mit  zwölf  Jahren  Gedichte  verfasste ,  die  von 
viel  Phantasie  und  Gefühl  zeugten.  Aber  mit  vorrückenden  Jahren  neigte 
er  sich  mehr  und  mehr  den  wissenschaftlichen  Studien  zu. 

Sturm  verliess  im  Jahre  1818  das  Gymnasium,  um  in  die  Genfer  Aka- 
demie einzutreten.  Seine  Lehre^daselbst  waren  J.  J.  Schaub,  der  Oberst 
(jetzt  General)  D u f o u r  und  Simon  Lhuilier.  Dieser  letztere,  ein  be- 
deutender Geometer ,  hatte  für  seinen  Zögling  eine  lebhafte  Zuneigung  ge- 
fasst  und  sagte  ihm  eine  glänzende  Zukunft  voraus.  Er  Imtte  das  Glück, 
lange  genug  zu  leben,  um  zu  sehen,  wie  seine  Hoffnungen  in  Erfüllung 
gingen. 

Im  Jahre  1819  hatte  Sturm  ein  grosses  Unglück  zu  ertragen  und  zum 
ersten  Mal  den  Kampf  mit  der  Noth  des  Lebens  aufzunehmen.  Sein  Vater 
starb  in  den  besten  Jahren  und  hinterliess  seiner  Wittwe  und  vier  Kindern, 
von  denen  Karl  das  älteste  war ,  kein  Vermögen,  um  seine  Mutter  zu  un- 
terstützen ,  die  er  zärtlich  liebte ,  musste  Sturm  Privatunterricht  geben. 
Im  Jahre  1823  kam  er  als  Hofmeister  zur  Familie  Broglie  und  wurde  mit 
der  Erziehung  des  Bruders  der  Frau  von  Broglie ,  des  Sohnes  der  berühm- 
ten Frau  vonStael  betraut.  Er  blieb  fünfzehn  Monate  bei  dieser  Familie 
und  erinnerte  sich  später  stets  mit  Vergnügen  an  dieselbe. 

Gegen  das  Ende  des  Jahres  1823  begleitete  Sturm  seinen  Zögling  nach 
Paris.  Unterwegs  machte  er  Bekanntschaft  mit  einem  Bibliothekar  ans 
Dijon,  der  seinen  Sohn  zur  Polytechnischen  Schule  geleitete.  Diese  Herren 
waren  eifrige  Leser  des  Journals  von  Gergonne ,  in  welches  Sturm  bereits 
einige  gute  Artikel  eingesandt  hatte.  Als  sie  den  Namen  ihres  Reisege- 
fährten erfahren,  überhäuften  sie  ihn  mit  Artigkeiten.  Mit  zwanzig  Jahren 
haben  solche  zufälligen  Begegnungen  als  erste  Freuden  einer  aufkeimenden 
Berühmtheit  einen  besondern  Reiz  und  man  zählt  sie  zu  den  höchsten  Glück- 
seligkeiten des  Lebens. 

Sturm  erinnerte  sich  gerne  dieser  Zeit.  Er  war  damals  arm  und  bei- 
nahe unbekannt.  Aber  er  hatte  das  Bewusstsein  seiner  Kraft,  und  auf  sein 
bescheidenes  Dasein  leuchtete  die  Hoffnung,  welche  oft  einem  fest  vorge- 
steckten Ziele  vorzuziehen  ist.  Ich  bin  jetzt,  schrieb  er  an  seine  Mutter,  in 
Berührung  mit  sehr  gelehrten  und  sehr  berühmten  Männern.  loh  muss 
streben ,  mich  ungefähr  auf  ihre  Höhe  zu  erheben. 

Dieser  erste  Aufenthalt  in  Paris  war  von  kurzer  Dauer.  Sturm  kehrte 
ein  Jahr  später  dahin  zurück  mit  seinem  Jugendfreund,  Herrn  Daniel 
Co  Iladon,  jetzt  Professor  an  der  Akademie  zu  Genfund  ausgezeichneter 
Physiker.  Von  1826  bis  1829  lebten  die  beiden  Freunde  zusammen,  ihre 
Arbeiten,  Hoffnungen,  Freuden  und  Leiden  theilend.  Am  11.  Juni  1837 
wurden  ihre  Anstrengungen  mit  einer  hohen  Auszeichnung  gekrönt.     Sie 
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erhielten  den  grossen  Preis  für  Mathematik ,  welchen  die  Akademie  für  die 
Zosammendrückung  der  Flüssigkeiten  ausgesetzt  hatte. 

Starm  war  nach  Paris  gekommen  mit  einem  Empfehlungsschreiben  des 
Herrn  Lhnilieran  Herrn  O  e  r  o  n  o.  Der  berühmte  Professor  empfing  den 
jungen  Mathematiker  mit  einer  Herzlichkeit,  welche  dieser  nie  vergessen 
hat,  und  verschafite  ihm  nützliche  Bekanntschaften.  Arago,  Ampere  und 
Fonrier  folgten  mit  Interesse  den  Arbeiten  Sturms  und  seines  Freundes. 
Freilich  waren  die  jungen  Gelehrten  bisweilen  genöthigt ,  die  hohe  Theorie 
mit  weniger  erhabenen ,  aber  mehr  gewinnbringenden  Beschäftigungen  zu 
rertanschen.  Arago,  dessen  umsichtige  Freundschaft  für  Alles  ein  Au- 
genmerk hatte ,  Hess  keine  Gelegenheit  vorbeigehen  ,  ihnen  Schüler  zuzu- 
idiicken. 

Zu  jener  Zeit  vereinigten  sich  um  Fourier  einige  junge  Geometer, 
deren  Ruf  damals  im  Entstehen  war  und  die  seither  gehalten  haben,  was  sie 
versprachen.  Der  berühmte  Gelehrte  weihte  sie  in  seine  Lieblingsarbeiten 
ein  and  zog  sie  mit  sich  fort  auf  dem  Wege,  der  ihn  zu  so  bedeutenden  Ent- 
deckungen geführt  hatte.  Sturm  gab  sich  ganz  dem  glücklichen  Einflüsse 
'  des  verehrten  Lehrers  hin  und  sprach  nie  ohne  Rührung  von  ihm.  Er  rich- 
tete nun  seine  Untersuchungen  auf  die  Theorie  der  Wärme  und  auf  die  al- 
gebraische Analjsis.  Bei  Betrachtung  der  Eigenschafben  gewisser  Dif- 
ferentialgleichungen, die  sich  in  vielen  Fragen  der  Physik  darbieten,  fand 
er  seinen  berühmten  Lehrsatz.  Dieser  Satz,  den  er  1829  veröffentlichte, 
nachte  grosses  Aufsehen,  und  stellte  seinen  Erfinder  in  die  Reihe  der  ersten 
Oeometer«  ^ 

Mit  Freude  begrüsste  Sturm  die  Juliusrevolution,  denn  er  hoffte,  dass 
durch  dieselbe  eine  vernünftige  Freiheit  ins  Leben  treten  werde.  P.ersön- 
lieh  war  ihm  diese  Revolution  wenigstens  günstig,  indem  sie  ihm  erlaubte, 
in  die  Laufbahn  des  öffentlichen  Unterrichts  einzutreten,  wovon  sein  pro- 
teftantiflches  Glaubensbekenntniss  ihn  während  der  Restauration  ausge- 
leUossen  hatte.  Durch  die  mächtige  Fürsprache  Arago^s  wurde  er  gegen 
Ende  des  Jahres  1830  zum  Professor  der  Mathematik  am  College  Rollin 
ernannt. 

.    Von  dieser  Zeit  stammt  seine  Freundschaft  mit  Herrn  Liouville,  die 
Ins  in  seinem  Tode  gedauert  hat. 

Am  4.December  1824  ehrte  ihn  die  Akademie  der  Wissenschaften  durch 
den  grossen  Preis ,  welcher  nach  dem  Programm  dem  Urheber  der  wichtig- 
sten in  den  letzten  drei  Jahren  veröffentlichten  Entdeckung  zuerkannt  wer- 
den sollte.  Die  gekrönte  Abhandlung ,  welche  am  30.  September  1833  im 
Bekretariat  niedergelegt  wurde,  bezog  sich  auf  die  Theorie  der  Gleichungen. 

Ln  Jahre  1836  wurde  Sturm  anAmpere's  Stelle  mit  46  von  53  Stim- 
men zum  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  ernannt. 

Im  Jahre  1838  trat  Sturm  als  Repetitor  der  Analysb  in  die  Polytech- 
aisehe  Schule  ein  und  wurde  zwei  Jahre  später  Profesftot  «ü  ä\^%^t  ^^\^^« 


96  Ueber  das  Leben  und  die  Werke  von  Karl  Sturm/ 

In  demselben  Jahre  1840  erhielt  er ,  von  dem  akademischen  Rath  und  der 
Fakultät  in  erster  Reihe  vorgeschlagen,  den  Lehrstuhl  der  Mechanik,  der 
durch  Po isson's  Tod  erledigt  war. 

Sturm  war  ausserdem  Offizier  der  Ehrenlegion  (1837) ,  Mitglied  der 
Soci^t^  Philomatique ,  der  Akademien  von  Berlin  (1835)  und  St.  Petersburg 
(1836)  und  der  Royal*  Societj  zu  London  (1840).  Diese  letztere  hatte  ihm 
die  Medaille  Copley's  für  seine  Arbeiten  über  die  Gleichungen  zuerkannt 
Sturm  zeigte  sich  durch  den  Eifer,  mit  dem  er  seine  verschiedenen 
Aemter  erfüllte ,  aller  dieser  Ehren  würdig.  Mit  einer  kräftigen  Gesundheit 
begabt ,  konnte  er  eine  lange  und  erfolgreiche  Laufbahn  hoffen.  Unglück- 
licherweise erlitt  seine  Gesundheit  1861  durch  allzu  angestrengten  FleifB 
eine  Störung ,  und  er  sah  sich  genöthigt ,  seine  Lehrstühle  an  der  Sorbonne 
und  der  Polytechnischen  Schule  Stellvertretern  zu  Übergeben.  Zwar  tiber- 
nahm er  dieselben  wieder  gegen  Ende  des  Jahwes  1852,  allein  er  wurde  nie 
wieder  vollkommen  hergestellt.  Die  sorgfältige  Pflege  seiner  Familie  konnte 
das  Uebel  verzögern,  aber  nicht  aufheben.  Er  starb  am  18.  December  1855 
im  Alter  von  51  Jahren. 

Sturm  war  nicht  nur  ein  Mann  von  Talent,  er  war  auch  ein  Mann  von 
Herz ,  gut  für  seine  Familie ,  gut  für  seine  Freunde,  deren  Zahl  gross  war. 
„Ich  habe  viele  Freunde",  sagte  er  mit  naivem  Stolz,  und  dieses  Wort^ 
welches  bei  jedem  Anderen  eine  Uebertreibung  gewesen  wäre,  war  buch- 
stäblich wahr.  Ohne  auf  eine  vollständige  Aufzählung  Anspruch  zumachen, 
nenne  ich  ausser  seinen  schon  angeführten  Freunden  noch  die  Herren 
Lejeune-Dirichlet,  Ostrogradsky,  Brassine,  Catalan.  Herr 
Faurie,  erst  Zögling,  dann  intimer  Freund  Sturm's,  verdient  eine  beson- 
dere Erwähnung  für  die  Aufopferung,  die  er  unter  den  schwierigsten  Um- 
ständen bewiesen  hat. 

In  seinem  Glücke  vergass  Sturm  nie  die  schweren  Tage  und  die  edel- 
müthige  Hilfe,  die  er  damals  bei  Ampere,  Fourier  und  Arago  gefunden 
hatte.  Er  unterstützte  gern  junge  Leute,  die  sich  den  Wissenschaften 
widmeten,  und  seine  Hilfe  war  ebenso  zart  als  wirksam. 

Sturm  war  gerne  schweigsam  in  Gesellschaft  von  Personen,  die  er 
nicht  kannte ;  aber  wenn  seine  angeborene  Schüchternheit  einmal  überwun- 
den war,  enthüllte  er  den  ganzen  Zauber  eines  scharfsinnigen  und  originel- 
len Geistes.  Er  liebte  leidenschaftlich  die  Musik  der  grossen  Meister  und 
wir  wissen  von  ihm  selbst,  dass  er  zu  einer  Zeit,  als  seine  Hilfsquellen  noch 
schwach  waren,  sich  Entbehrungen  auferlegte  um  die  Meisterwerke  von 
Rossini  und  Meyerbeer  hören  zu  können. 

Als  Lehrer  zeichnete  sich  Sturm  durch  Klarheit  und  Strenge  aus.  Man 
verdankt  ihm  viele  scharfsinnige  Beweise,  welche,  durch  seine  Schüler  ver- 
breitet, in  Lehrbücher   übergegangen   sind,   deren  Verfasser  fast  immer 
•«vergessen"  haben,  ihn  zu  nennen.     Aber  er  war  reich  und  nicht  geizig. 
Tiele  solcher  Kleinigkeiten,  pflegte  er  lachend  zu  sagen,  habe  ich  schon 
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yerloren,  nnd  wie  wenige  sind  mir  durch  ehrlicher  Arbeiter  zurückgebracht 
worden!  Auf  die  Länge  mag  freilich  das  Ganze  ein  artiges  Sümmchen 
aasmachen. 

Die  ausgezeichneten  EigeQschaften  Starm's  wurden  von  der  gebildeten 
nnd  verständigen  Jugend ,  welche  seine  Vorträge  hörte ,  wohl  gewürdigt. 
Man  bewunderte ,  sagt  einer  seiner  Schüler,  Herr  Begray-Belmy,  (und 
ich  füge  hinzu :  man  liebte)  diesen  Überlegenen  Mann ,  der  sich  Mühe  gab, 
sich  klein  zu  machen ,  der  mit  Schüchternheit  in  den  Hörsaal  trat  und  seine 
Zuhörer  kaum  anzublicken  wagte.  Die  feierlichste  Stille  herrschte  während 
seines  Vortrags,  und  man  konnte  von  ihm  sagen,  was  man  von  Andrieux 
gesagt  hat:  Wer  ihn  hörte,  verstand  ihn.    So  gross  ist  die  Macht  des  Genies. 


Verzeichniss  der  Werke  und  Abhandlungen  Sturm 's. 

Annales  de  Math^matiques  von  Gergonne. 

l)TomeXin.  (1822—1823),  p.  289.  Ausdehnung  der  Aufgabe  über 
die  Verfolgungscurven.  Lösung  einer  vom  Herausgeber  vorgelegten 
Frage. 

S)£bendas.,  p.  314.  Als  Funktion  der  Seiten  eines  in  den  Kreis  be- 
schriebenen Vierecks  zu  bestimmen:  1)  den  Winkel,  den  zwei  ent- 
gegengesetzte Seiten  einschliessen ;  2)  den  Winkel  der  Diagonalen. 

3)  Tome  XIV.  (1823—1824),  p.  13.  Es  sind  drei  Punkte  und  eine 
Ebene  gegeben ;  man  soll  in  dieser  Ebene  einen  solchen  Punkt  finden, 
dass  die  Summe  seiner  EntfernuDgen  von  den  drei  gegebenen  Punkten 
ein  Minimum  sei. 

Sturm ,  ohne  die  Aufgabe  durch  ausführliche  Formeln  zu  lösen ,  zeigt 
durch  Betrachtuugen ,  die  der  Mechanik  entlehnt  sind,  mehrere  Eigenschaf- 
ten des  gesuchten  Punktes  und  verallgemeinert  alsdann  die  Aufgäbe. 

4)  Ebendas. ,  p.  17.  Analytischer  Beweis  zweier  Lehrsätze  über  die 
Lemniscate. 

Diese  beiden  Sätze  sind  von  Talbot  und  betreffen  den  endlichen 
£xces8  der  Asymptote  einer  gleichseitigen  Hyperbel  über  den  Quadranten 
dieser  Curve. 

5)  Ebendas. ,  p.  108.  Analytische  Untersuchungen  Über  eine  Classe  von 
geometrischen  Aufgaben ,  welche  von  der  Theorie  der  Maxima  und 
Minima  abhängen. 

Maximum  und  Minimum  einer  Funktion  der  Entfernungen  eines 
veränderlichen  Punktes  von  anderen  Punkten ,  von  denen  die  einen 
fest  sind ;  die  anderen  sich  auf  gegebenen  Curven  oder  Flächen  be- 
finden sollen. 

6)  Ebendas. ,  p.  226.   Beweis  zweier  Sätze  über  die  Transversalen. 

7)  Ebendas. ,  p.  286.    Ort  der  Punkte  von  denen  mwi  Y^i^^xääilOv  vsä 
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die  Seiten  eines  Dreiecks  fällen  muss ,  um  durch  Verbindung  ihrer 
Fusspunkte  ein  Dreieck  von  constantem  Flächeninhalt  zu  erhalten. 

8)  Ebendas. ,  p.  302.  Untersuchung  über  die  krumme  Fläche ,  welche 
so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  von  jedem  ihrer  Punkte  Gerade 
nach  drei  festen  Punkten  zieht,  diese  Geraden  auf  einer  festen  Ebene 
die  Spitzen  eines  Dreiecks  von  constantem  Inhalt  bestimmen. 

9)  Ebendas. ,  p.  381.  Krümmung  eines  biegsamen  und  unausdehnbaren 
Fadens,  dessen  Endpunkte  fest  sind  und  dessen  sämmtliche  Punkte 
von  einem  festen  Centrum  nach  einer  bestimmten  Funktion  der  Ent- 
fernung angezogen  und  abgestossen  werden. 

10)  Ebendas.,  p.390.  Die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  einemDreieck 
eingeschriebenen  und  des  demselben  umschriebenen  Kreises  ist  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Halbmesser  des  umschriebenen 
und  dem  Excess  dieses  Halbmessers  über  den  Durchmesser  des  ein- 
geschriebenen Kreises. 

11)  Tome  XV.  (1824—1825),  p.  100.  Beweis  von  vier  Sätzen  über  die 
Hyperbel. 

12)  Ebendas. ,  p.  205.   Untersuchungen  über  die  Brennlinien. 

Der  Fall ,  wo  die  reflectirende  Linie  oder  Trennlinie  zweier  Mit- 
tel ein  Kreisumfang  ist.  Eigenschaften  der  Ovalen  von  Descartes. 
Diese  Abhandlung  ist  die  einzige  rein  geometrische,  welche  uns  Sturm 
hinterlassen  hat ,  und  zeigt ,  was  er  auf  diesen  Felde  hätte  leisten  können, 
wenn  er  es  angebaut  hätte. 

13)  Ebendas. ,  p.  250.    Sätze  über  die  regelmässigen  Vielecke. 

Beweis  und  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Lhuilier. 

14)  Ebendas.,  p.  309.  Analytische  Untersuchungen  über  die  ebenen  oder 
räumliche  geradlinigen  Polygone. 

15)  Ebendas.,  p.  238.  Analytische  Untersuchungen  über  die  ebenen 
Brennlinien. 

Beziehungen  zwischen  denLängen  der  einfallenden  und  gebrochenen 
Strahlen,  beide  Längen  von  dem  Einfallspunkte  an  bis  zu  dem  Punkte 
gemessen,  wo  diese  Strahlen  ihre  respectiven  Bren^^Iinien  berühren. 
Rectification  der  ebenen  Brennlinien. 

16)  Tome  XVI. ,  p,  265.  Memoire  über  die  Linien  des  zweiten  Orades. 
(Erster  Theil.) 

Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  vier  gemeinschaftliche 
Punkte  haben.  Pole  und  Polaren.  Sätze  von  Pascal  und 
Brianchon. 

17)  Tome  XVH.,  p.  177.  Memoire  über  die  Linien  des  zweiten  Grades. 
(Zweiter  Theil.) 

Man  findet  daselbst  die  beiden  folgenden  Lehrsätze ,  welche  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes  von  Desargues  sind: 

Sind  zwei  Kegelschnitte  einem  Viereck. umschrieben,  und  zieht  mau 
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irgend  eine  Transversale,  welche  die  beiden  Kegelschnitte  in  vier  Punkten 
und  swei  gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks  in  zwei  anderen  Punkten 
gebneidet ,  so  sind  diese  sechs  Punkte  in  Involution. 

Wenn  drei  Kegelschnitte  demselben  Viereck  umschrieben  sind,  so 
schneidet  irgend  eine  Transversale  dieselben  in  sechs  Punkten,  welche  in 
Involntion  sind. 

Bulletin  des  Sciences  von  F^russac. 

Sturm  redigirte  1829  und  1830  den  mathematischen  Theil  dieses 
Bnlletins. 

18)  Tome  XV.  (1829) ,  p.  419.  Analyse  eines  Memoires  über  die  Auf- 
lösung der  numerischen  Gleichungen^  (Gelesen  in  .der  Akademie 
der  Wissenschaften  am  13.  Mai  1829.) 

Dieses  Memoire  enthält  den  berühmten  Lehrsatz  Stnrm*s.  Der  Beweis 
desselben  erschien  zum  ersten  Mal  in  der  Algebra  von  Choquet  und 
Mayer  (erste  Auflage  1832).  In  demselben  Werk  bewiess  Sturm  auf  ein- 
fachere Art  als  Gauch 7  den  Satz,  dass  jede  algebraische  Gleichung  eine 
Worzel  hat. 

Von  seinen  Verpflichtungen  gegen  F  o  u  ri  er  spricht  Sturm  auf  folgende 
Weise:  „Das  Werk,  das  seine  sämmtlichen Untersuchungen  über  die  alge- 
braische Analysis  enthalten  soll,  ist  noch  nicht  veröffentlicht  worden.  Herr 
Fourier  war  so  freundlich,  mir  und  einigen  anderen  Personen  die  gründ- 
liche Durchsicht  desselben  zu  gestatten.  Ich  erkläre  somit ,  dass  ich  voll- 
kommene Kenntniss  der  ungedruckten  Werke  des  Herrn  Fourier  hatte,  die 
sich  auf  die  Auflösung  der  Gleichungen  beziehen ,  und  ich  ergreife  diese 
Gelegenheit,  ihm  den  Dank  zu  bezeugen ,  den  ich  seiner  Güte  schuldig  bin. 
Indem  ich  mich  auf  seine  Principien  stützte  und  seine  Beweise  nachahmte, 
erfand  ich  die  Sätze,  von  denen  jetzt  die  Kode  ist.  *' 

19)  Ebenda«.,  p.  422.  Auszug  aus  einem  der  Akademie  vorgelegten  Me- 
moire.   (I.  Juni  1829.) 

Ausdehnung  der  Sätze  von  Fourier  und  Descartes  auf  Gleich- 
ungen von  der  Form  « 

wo  tf ,  /3,  y .  . .  beliebige  reelle  Zahlen  sind. 
Am  Schlüsse  dieses  Auszuges  theilt  Sturm  einige  Sätze  mit,  die  sich 
auf  die  Bewegung  der  Wärme  in  einer  Kugel  oder  in  einem  Prisma  beziehen. 
Diese  Sätze  sollten  Tbeile  einer  Abhandlung  sein ,  welche  wahrscheinlich 
nie  vollständig  geschrieben  worden  ist.  Herr  Liouville  hat  sie  sehr  ein- 
fach bewiesen  in  seinem  Cours  du  College  de  France  (zweites  Semester  1856). 
Dieser  Cursus,  welcher  der  Analyse  der  Werke  Sturm*s  gewidmet  ist,  war 
uns  bei  der  Zusammenstellung  dieser  Nachrichten  sehr  nützlich. 

20)  Ebendas.,  p.  273.    Note,  welche  der  Akademie  am  8.  Juni  1829  vor- 
gelegt wurde. 
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Realität  der  Wurzeln  gewisser  transscendenten  Gleichungen,  üeber 
die  Coefficienten  der  Reihen,  welche  eine  willkührliche  Funktion 
zwischen  gegebenen  Oränzen  darstellen. 
Diese  Note  wurde  später  in  andern  Werken  des  Verfassers  umgear- 
beitet. 

21)  Tome  Xu.  (1829) ,  p.  314.  Auszug  aus  einer  Abhandlung  über  die 
Integration  eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen.  (Der 
Akademie  am  27.  Juli  1829  vorgelegt.) 

Untersuchung  der  Wurzeln  der  Gleichungen ,  die  sich  bei  der  In- 
tegration eines  Sjstemes  linearer  Gleichungen  darbieten.     Anzahl 
der  Wurzeln ,   welche  zwischen  zwei  gegebenen  Gränzen  enthal- 
ten sind. 
Dieser  ausführliche  Auszug  kann  die  Stelle  der  Abhandlung  selbst  ver- 
treten.  In  einer  Note  bemerkt  der  Verfasser ,  dass  die  Schlüsse ,  die  er  in 
einer  früheren  Abhandlung  (s.  Nr.  19)  gezogen  hatte ,  sich  auf  eine  grosse 
Anzahl  transscendenter  Gleichungen  ausdehnen  lassen. 

Journal  von  Liouville. 

22)  Tome  I.  (1836),  p.l06.  Memoire  über  die  linearen  Differentialgleich- 
ungen-der  zweiten  Ordnung.  (Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften am  30.  September  1833.) 

In  diesem  schönen  Aufsatze  werden  die  Eigenschaften  der  Funktionen, 
welche  einer  Differentialgleichung  Genüge  leisten,  an  dieser  Gleichung  selbst 
untersucht. 

Ein  kurzer  Auszug  aus  dieser  Abhandlung  erschien  in  dem  Journal 
rinstitut  am  9.  November  1833.  Dasselbe  Journal  enthält  in  der  Nummer 
vom  30.  November  eine  Note  Sturmes ,  welche  seine  Theorie  ergänzt. 

23)  Ebendas. ,  p.  278.  Beweis  eines  Lehrsatzes  von  Cauchj.  (In  Ge- 
meinschaft mit  Liouville.) 

Lehrsatz  über  die  Anzahl  der  Wurzelpunkte  ^  die  in  einem  gege- 
benen Umfange  enthalten  sind. 
21)  Ebendas. ,  p.  290.    Andere  Beweise  desselben  Satzes. 

25)  Ebendas. ,  p.  373.  Ueber  eine  Classe  von  Gleichungen  mit  partiellen 
Differentialen. 

Gleichungen  von  der  Form : 

du 
du  dx 

^Tt^-d^ — ^"- 

Ergänzung  der  Abhandlung  Nr.  22  (s.  auch  Comptes  rendus,  t.  IV., 
p.  36.) 

26)  Tome  11. ,  p.  220.  Auszug  aus  einer  Abhandlung  über  die  Ent- 
wickelung  der  Funktionen  in  Beihen  etc.     (In  Gemeinschaft  mit 

LJouville,) 
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(S.  auch  Comptes  rendas ,  T.  IV. ,  p.  Kö.) 

27)  Tome  III.,  p.  357.    Memoire  ^ber  die  OptS.; 

Brennflächen  gebildet  dnrch  LichtstraBl<3d)  welche  von  einem 
Punkte  ausgehen  und  eine  Reihe  von  Brechub^ep  oder  Reflectionen 
erleiden. 

88)  Tome  VI. ,  p.  315.  ^ote  bei  Gelegenheit  eines  Artikels  des  Herrn 
Delaunay  über  dieBotationcifläche,  deren  mittlere  Kjrtimmung  con- 
stant  ist.  •'.-• 

39)  Tome  VII. ,  p.  132.  Note  bei  Gelegenheit  eines  Artikels -d^tf  Uerm 
Gascheau  über  die  Anwendung  des  Stürmischen  Lehrsatzes' auf 
die  Transformirten  der  binomischen  Gleichungen.  ,-'•" 

30)  Ebendas.,  p.  345.     Note  über  einen  Lehrsatz  des  Herrn  Chasles. 

Neuer  Beweis  des  folgenden  Satzes :  Ein  unendlich  kleiner  Canal, 
dessen  krummlinige  Kanten  Trajectorien  sind,  rechtwinklig  zu  den 
Niveauflächen  in  Beziehung  auf  einen  beliebigen  Körper ,  fängt  auf 
den  Niveauflächen  Elemente  auf,  für  welche  die  von  dem  Körper 
ausgeübte  Attraction  denselben  Werth  hat. 

31)  Ebendas. ,  p.  356.  Beweis  eines  algebraischen  Lehrsatzes  des  Herrn 
Sylvester. 

Dieser   schöne  Satz  ergänzt  den  Stürmischen,   indem  er  angiebt,  in 
welcher  Beziehung  die  verschiedenen  Reste  zu  den  Faktoren  der  Gleichung 


Comptes  Rendus  der  Akademie  der  Wissenschaften. 

32)  Tome  V. ,  p.  720.  Note  über  einen  Satz  des  Herrn  Cauchy  in  Be- 
ziehung auf  die  Wurzeln  der  Simultangleichungen.  (In  Gemeinschaft 
mit  Liouville.) 

33)  Tome  V,,  p.  867.  Bericht  über  ein  Memoire  des  Herrn  Bravais, 
das  von  den  Linien  in  einer  Ebene  handelt,  welche  durch  Punkte 
gebildet  werden ,  deren  Coordinaten  ganze  Zahlen  sind. 

34)  Tome  VII.,  p.  1143.  Bericht  über  zwei  Abhandlungen  des  Herrn 
Blanchet,  die  Fortpflanzung  und  die  Polarisation  der  Bewegung 
in  einem  elastischen  Mittel  betreffend. 

35)  Tome  Vm.,  p.  788.  Note  über  Libri's  kritische  Bemerkungen  zu 
den  Arbeiten  des  Herrn  Liouville. 

36)  Tome  XIH. ,  p.  1046.  Memoire  über  einige  Sätze  der  theoretischen 
Mechanik. 

„Wenn  die  Verbindungen  eipDS  in  Bewegung  befindlichen  Systems 
materieller  Punkte  in  einem  sehr  kurzen  Zeitabschnitt  sich  ändern^ 
so  übertrifft  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  vor  diesem  Zeitab- 
schnitt diejenige,  welche  nachher  stattfindet,  und  zwar  um  eine 
Grösse,  die  gleich  ist  der  Summe  der  lebendigenTix^ft.^^  ^^^^  ^^^ 
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während  des  Uebergangs  vom  ersten  Znstand  zum  zweiten  erlittenen 
Qeschwindigkpitsverlusten  entsprechen/' 

37)  Tome  XX.^  p/1&64,  761  und  1228.  Memoire  ttber  die  Theorie  des 
Sehens.       *.  * - 

Der  Verfasser  erklärt,  wie  das  Sehen  in  verschiedenen  Entfernungen 

deutlich  seip.'kfknn.  Die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Lichtstrahlen  gehen 

•    •   *  '  ■ 

durch  dio-  ungleich  brechenden  Mittel  des  Auges  und  bilden  eine  Brenn- 
iläche.  I>Viiiit  das  Sehen  deutlich  sei ,  genügt  es ,  wenn  ein  Theil  dieser 
Brennfläclie,  welche  sich  beinahe  auf  eine  mathematische  Linie  reducirt  und 
in  ^?eicher  die  Lichtstrahlen  mehr  condensirt  sind ,  als  irgendwo  sonst ,  die 
Netzhaut  trifft. 

38)  Tome  XXVI. ,  p.  658.  Note  über  die  Integration  der  allgemeinen 
Gleichungen  der  Dynamik. 

Lehrsätze  von  Hamilton  und  Jacobi. 

39)  Tome  XXVIIL ,  p.  66.  Bericht  über  einen  Aufsatz  des  Herrn 
L.  Wantzel:  Theorie  der  geradlinigen  Diameter  beliebiger  Curven. 

Mämoires  des  savants  ^trangers. 

40)  Tome  H.  (1834),  p.  267.  Memoire  über  die  Zusammendrückung  der 
Flüssigkeiten.    (In  Oemeinschaft  mit  Herrn  Coli  ad  on.) 

Diese  Abhandlung  erhielt  1827  den  grossen  Preis  der  Mathematik.  Sie 
befindet  sich  auch  in  denAnnales  deChimie  et  dePhysique,  t.XXII.,  p.ll3. 

41)  Memoire  über  die  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen.  (Siehe 
Nr.  18.) 

Nouvelles  Annales  deMath^matiques. 

42)  Tome  X.  (1851) ,  p.  419.  üeber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers 
um  einen  festen  Punkt. 

Manuscripte. 

43)  Eine  sehr  ausführliche  Abhandlung  über  die  Mittheilung  4ßr  Wärme 
in  einer  Reihe  von  Gefässen. 

44)  Eine  Abhandlung  über  die  Linieü  des  zweiten  Grades,  von  welcher 
nur  die  zehn  ersten  Paragraphen  in  den  Annalen  von  Gergonne  er- 
schienen sind.   (S.  Nr.  16  und  17.) 

Diese  beiden  Abhandlungen  sind  zum  Druck  vorbereitet  und  Herr 
Liouville  ha£  ihre  Herausgabe  übernommen. 

Die  anderen  Papiere  Sturm 's  enthalten  Bechnungen,  die  sich  auf 
seine  schon  gedruckten  Aufsätze  beztohen,  Auszüge  aus  seiner  Leetüre,  und 
endlich  besondere  Untersuchungen  über  die  Gleichungen.  Da  die  meisten 
dieser  Bechnungen  nicht  von  Worten  begleitet  sind,  ist  es  schwer,  dem 
Gedankengang  des  Verfassers  zu  folgen.  Wenn  eine  gepaue  Durchsicht 
Interessantes  zu  Tage  fördert ,  wird  man  einiges  davon  herausgeben. 
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Carsus  an  der  Polytechnischen  Schnle. 

Die  Vorlesnngen  über  Analysis  und  Mechanik  sind  von  Schülern  der 
poljrtechnischen  Schnle  niedergeschrieben  und  zum  Oebrauch  dieser  Schule 
satographirt  worden.  Es  wurde  nur  eine  kleine  Anzahl  Exemplare  abge- 
logen. 

Der  Text  dieser  Vorlesungen  ist  grossentheils  von  Sturm  durchgesehen 
nnd  verbessert  worden,  und  die  wichtigsten  Theorien  sind  von  ihm  selbst 
ndigirt.  Sie  werden  zusammen  vier  Bände  bilden.  Der  Verfasser  dieser 
Naehrieht  ist  nachSturm's  eigenem  Wunsche  mit  der  Herausgabe  derselben 
beauftragt.  Der  erste  Band  wird  am  1.  September  erscheinen,  und  die  drei 
andern  werden  bald  nachfolgen. 

(Auszug  aus  dem  Bulletin  de  Bibliographie,  d^Histoire  et  de 
Biographie  math^matiques ,  Mai  und  Juni  1866.) 
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Z.  üeber  eine  combinatoriiche  Ai;%abe.  Unter  den  vielen  Aufgaben 
der  Combinatorik,  welche  zumThoil  durch  ihre  eleganten  und  überraschen- 
den Auflösungen  sich  sehr  zu  Uebungsbeispielen  für  solche  eigenen,  die 
sieb  mit  dem  Studium  der  niedem  Analysis  beschäftigen ,  ist  folgende  un- 
seres Wissens  noch  nirgends  behandelt: 

„Die  Anzahl  derjenigen  Permutationsformen  aus  dem  um  Elemen- 
ten a|a|d,a,a,a, .  •  •  OmOm,  von  denen  je  zwei  identisch  sind,  zu 
finden,  in  welchen  keine  unmittelbare  Folge  identischer  Elemente 
▼orkommf 
Um  Buerst  die  Bezeichnungen  festzustellen,  deren  wir  uns  bedienen 
wollen  ,  sei  Pm  =  1  •  2 . 3  . . .  m  die  Anzahl  der  Permutationen  aus  m  von 

einander  verschiedenen.Elementen;  Qi  =  — ^ '        . die  An- 

'  1.2.  ..Ar 

uhl  der  Combinationon  ohne  Wiederholung  aus  n  Elementen  zur  Classe  Ar; 

femer  bedeute  noch  ^j^die  Anzahl  derjenigen  Permutationen  aus  den  m  +  k 

Elementen  aia^a^, . .  OmO^a^a^, . .  a^  (wo  Ar^m),  in  welchen  keine  zwei 

identischen  Elemente  unmittelbar  auf  einander  folgen,  so  dass  also  A^  die 

Zahl  ist,  welche  in  obiger  Aufgabe  gesucht  wird. 

Swd  Müerat  nur  m  von  einander  verschiedene  "EileTn^TiXj^  Ov^w^^  *  *  *  ^^^ 


Af^  TT» 
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vorhanden ,  so  kann  unter  denselben  keine  Folge  identischer  Elemente  statt- 
finden ,  mithin  fällt  Iceine  der  P^  möglichen  Permutationen  we^  und  es  ist 
^  =  P^ ,  oder  wie  wir  der  Sjmetrie  wegen  schreiben  wollen : 

2« 
Kommt  als  m+ltes  Element  nochmals  a^  hinzu,  so  gieht  es  im   Ganten 

— ^-  Formen,  von  welchen  aber  alle  jene  weggelassen  werden  müssen,  in 

denen  die  Folge  a^  a^  vorkommt.  Da  diese  letzteren  Formen  gebildet  wer- 
den können,  indem  man  das  Elementenpaar  a^a^  als  ein  Element  betrach- 
tet und  mit  den  übrigen  m —  1  Elementen  permutirt,  so  ist  ihre  Anzahl  Pm 

oder  Aq,   Mithin  ist,  da  1  ==  C| 

Ai  =     -j  i7j .  A^* 

Wir  lassen  jetzt  noch  ein  Element  a,  hinzutreten ,  so  sind  •  ?"  Permuta- 
tionsformen möglich.  Davon  fallen  einmal  solche  weg,  in  denen  nur  die 
Folge  tt]  fli  stattfindet;  ferner  solche,  und  zwar  ebensoviele  an  der  Zahl,  in 
denen  nur  die  Folge  a^a,  stattfindet.  Dann  fallen  aber  auch  solche  weg, 
in  denen  beide  Folgen  a^  a^  und  a,a,  zugleich  vorkommen,  und  die  doppelt 
verbotene  Formen  heissen  sollen.  Die  Anzahl  der  letzteren  ist  offen- 
har  wieder  Aq^  denn  man  findet  sie  ,  indem  man  sowohl  a^  a^ ,  als  auch  a^a^ 
als  je  ein  Element  betrachtet  und  dann  die  Permutationen  bildet.  Die  An- 
zahl der  wegen  a,  a,  allein  verbotenen  Formen  ergiebt  sich ,  wenn  man  in 
den  vorhin  gefundenen  A^  Formen  von  m  + 1  Elementen  des  neuen  a,  neben 

das  schon  vorhandene  a,  setzt ;    sie  ist  also  =  A^^  und  ebensoviele  Formen 

■  t 
werden  die  Folge  a^  a^  allein  enthalten.     Bemerkt  man  noch ,  dass  1  =  Ct> 

2  =  C, ,  so  ist 

A  —?a^±2—c    A  —C    A 

Um  den  Gang  des  Verfahrens  recht  klar  hinzustellen,  wollen  wir  jetzt  noch 

ein  weiteres  Element  a,  hinzutreten  lassen,  so  giebt  es  im  Ganzen  — j^ 

Formen  und  unter  diesen  einfach,  doppelt  und  dreifach  verbotene.  Die  An- 
zahl der  in  Bezug  auf  die  Folge  a^a^  einfach  verbotenen  Formen  ist  ^„  denn 
die  Formen  selbst  ergeben  sich,  indem  man  in  den  so  eben  gefundenen  J^ 
Formen  von  m  +  2  Elementen  das  neue  Element  a,  neben  das  schon  vor- 
handene fla  setzt.  Ganz  ebensoviele  Formen  sind  wegen  a^a^  einfach  ver- 
boten, ebensoviele  wegen  a^  a^.  Die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  die  Folgen 
a,  a, ,  ai  a^  doppelt  verbotenen  Formen  ist  Ai ,  denn  die  Formen  selbst  erge- 
ifen  ßich,  wenn  man  in  den  ^|  Formen  von  je  m^-  2  Elementen ,  die  schon 
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in  Bestig  auf  die  Folge  a|  a^  verboten  sind ,  dass  neue  a,  neben  das  scbon 
vorhandene  a,  setzt.  Ganz  ebensoviele  doppelt  verbotene  Formen  werden 
die  Folge  aiai,  a^a^  und  a^a^,  a,a,  hervorbringen.  Endlich  ist  ^o  wieder 
die  Anzahl  der  wegen  aidj ,  a^a^^  a^a^  dreifach  verbotenen  Formen ,  die  man 
erhält,  wenn  man  von  Anfang  die  drei  Elementenpaare  als  je  ein  Element 
betrachtet,  und  dann  ohne  Weiteres  die  Permatationen  bildet.    So  ist  also : 

Da  aber,  so  viele  neue  Elemente  man  auch  hinzutreten  lässt,  immer  das 
gleiche  Raisonnement  anzustellen  sein  wird ,  und  namentlich  die  Combina- 
tionszahlen  dabei  in  ihrer  recht  eigentlichen  Bedeutung  auftreten,  so  ist  all- 
gemein : 

1)  A^  =  -^ Cjfc .  Ak-.\  —  Cjfc .  Afc^i —  ...  —  Clk .  i^o  > 

wo  nur  die  selbstverständliche  Bedingung  Ar  ^  m  stattfindet.  Wird  Ar  =  m, 
80  ergiebt  sich  zur  Lösung  der  von  Anfang  gestellten  Aufgabe  die  Recur- 
sionsformel : 

p  k=m    k 

Wird  noch ,  wie  es  gewöhnlich  in  combinatorischen  Formeln  geschieht ,  das 

0 

in  rieh  sinnlose  Symbol  C^  =  1  gesetzt ,  so  kann  die  obige  Gleichung  in  der 
GesUlt: 

k^m    h  p 

t  =  0  2^ 

dargestellt  werden,  welche  folgenden  interessanten  Satz  enthält: 

„Wenn  man  m  von  einander  verschiedene  Elemente  hat,  zu  diesen 
der  Reihe  nach  1 ,  2 ,  . .  .  m  neue  Elemente  hinzutreten  lässt ,  von 
denen  jedes  mit  einem  vorhandenen  Elemente  identisch  ist,  und 
zwar  diese  neuen  Elemente  jedesmal  auf  alle  möglichen  Weisen 
auswählt,  dann  mit  diesen  m,  m+1,  m  +  2,  .« .2m  Elementen 
diejenigen  Permutationen  bildet,  in  denen  keine  Folge  identischer 
Elemente  stattfindet,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Formen  zusammen- 
genommen genau  eben  so  gross,  als  wenn  man  aus  den  2  m  Elemen- 
ten, von  welchen  je  zwei  identisch  sind,  ohne  weitere  Beschränkung 

die  Permutationen  bildete.  ** 

« 

Z.  B.  es  sei  m  =  3,  so  ist  • 

C,  .  ^  =    123,  132,  213,  231,  312,  321 

,      i  1213,  1231,  1312,  1321,  2131,  3121 
C,  .  i^i  ==:  1 1232,  2123,  2132,  2312,  2321,  32Li 
/ 1323,  2313,  3123,  3132,  3213,  V&\ 

Ult§€hrift  r,  MtathemMtik  n.  Pby§ik.  IL  % 
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13123,  I2I3!2,  12313,  12321,  13212,  21213,  21231,  21312,  21321, 

23121, 31212, 32121, 

"'    '        ^  32132,32312,32321, 

12323,  13232,  21323,  23123,  23132,  23213,  23231,  31232,  32123, 

32132,  32312,  32321, 

c],A^=  121323,  123123,  123132,  123213,  123231,  131232,  132123,  132132, 
132312,  132321,  212313,  213123,  213132,  213213,  213231,  231213, 
231231,  231312,  231321,  232131,  312123,  312132,  312312,  312321, 
313212,  321213,  321.31,  321312,  321321,  323121. 

Ebenso  giebt  es  bekanntlich  90Permatationsformen  aus  den  Elemenieii 
112233,  wenn  man  keine  weitere  Bedingung  hinzusetst. 

Auch  die  Darstellung  einer  independenten  Formel  für  ^^  ist  nicht 
gerade  mit  Schwierigkeiten  verbunden.  Substituirt  man  nämlich  den  Werth 
von  Aq  in  die  Gleichung  für  ^„  dann  Jg  und  Ai  in  die  Gleichung  ffir  ^,  u.  8.  w., 
so  .erhält  man  der  Beihe  nach : 

'  ""     2*  2° 

^4  — -2*  *"^  +  ^"^  "2^'*"2^' 

Das  Gesetz ,  nach  welchem  die  A  fortschreiten,  ist  leicht  ersichtlich  und 
es  bleibt  nur  der  Beweis  der  Allgemeinheit  desselben  übrig,  der  nach  der 
B er  noul Haschen  Methode  geführt  werden  mag,  indem  das  Gesetz  für  A^ 
als  richtig  angenommen  und  daraus  gezeigt  wird ,  wie  es  für  Ai^  ^  i  noch 
Geltung  habe.     Es  sei  demnach 

4)  A^  =  Z    (-1)*-*.C     .^. 

Zur  Darstellung  von  Ak^\  hingegen  kann  jedenfalb  die  Gleichung  I)  be- 
nutzt werden ,  d.  h.  es  ist 

5)   //*  +  1  =  — gl ^Ti Ck^x-Ak  —  Ck^x  .Akj^,\  —  ...  —  Cjt^- 1 .  Aq, 

In  dieser  letzteren  Gleichung  können  sämmtliche  A  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen nach  der  Formel  4)  dargestellt  werden.  Es  muss  daher  möglich  sein, 
^jt^i  in  der  Gestalt: 
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SU  erhalten,  wo  es  nur  auf  die  Bestimmung  des  Coefficienten  c^  ankommt. 
Da  nun  in  der  Entwiokung  5)  der  Coefficient  von  Jh^l  bekannt  ist 

=  —  Cig^i        ;  ferner  auch  aus  4)  der  Coefficient  von  — j-    in    der    Ent- 

wicklang  von  ^a^x  nämlich  ( —  l)     C^+h]  also  ^as  Glied  —  Cjt^i  .^a+x 

X  k^l-h-x 

M  Ck  denTheil  ( — 1)1+* .  Cx^jk  •  C*  + 1  liefert,  so  ist,  indem  1  die  Werthe 

Ton  0  bis  Ar — h  annimmt: 

X=*-A  k-h^i-x  1 

c>i  =  ^(— 1)1+1. Ci  +  i         ,Cx+A 

1=0 

oder  durch  leichte  Rednction ,  nachdem  die  Werthe  der  beiden  Combina- 

tionszahlen  eingesetzt  werden : 

*-*+!  1=*-A  1  1 

CA  =  Pk^A  +  l .  C^+i .  2(—  1)^+*  .  3-.  5 

1=0  ^x   ft-A+i-l 

Auch  diese  letzte  Sammation  lässt  sich  indessen  ausführen,  wenn  man 
folgende  Bemerkung  macht.  Es  ist  e* .  €"*=  1.  Werden  daher  die  Bechen- 
entwicklungen  beider  Faktoren  genommen ,  so  muss  nach  Ausführung  der 
Mnltiplication  der  Coeffient  jeder  Potenz  von  x  verschwinden.  Der  Coef- 
ficient von  a:*~"*+^  ist  demnach; 

Po'Pk^A^l       P.'Pk^A^"'^       '^         Pk^A'Pt^^      '^  Pk^l'Po 

Folglich  ist  auch 

1=»*— A  1*1  11 

£  (—  1)1+1 .  i_.  ^- =  (-_l)t-A  +  l  . 1 .  ± 

fio    ^  Px'Pk-k^K^X       ^       ^  ^*-M-l    ^0 

ond  darnach 

Wird  dieser  Werth  in  den  Ausdruck  für  Ak  + 1  substituirt  und  in  Er- 
wignng  gezogen  dass 

1  =  (— iy.^*  +  i 
>o  erhält  man 

1=0  3* 

d.  h.  denselben  Werth  der  aus  4)  folgen  würde.    Diese  Formel  ist  demnach 

dlgemein  bewiesen,  und  wird  A:  ==  m  gesetzt,  so  ist  in*s  Besondere : 


X^m  »«—1    p    ,  - 

6)  ^^  =  2;  (— !)"-*.  C„    .-^. 


Cantor. 


%* 
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XL  üeber  das  Eüokw&rtieiiLSclmeideii  mit  dem  MesstUche  findet  sich 
im  Februarhefte  des  Jahrganges  1855  der  Sitzungsberichte  der  mathem. 
naturw.  Klasse  der  kais.  Acad.  d.  Wissensch.  zu  Wien  eine  sehr  lesens- 
werthe  Abhandlung  von  Herrn  Dr.  A.  Winckler,  Prof.  der  pract.  Oeo- 
metrie  am  Polytechnikum  zu  BrÜnn.  Der  Verf.  giebt  ein  Verfahren  zum 
Rückwärtseinschneiden  an ,  das  wegen  seiner  practischen  Brauchbarkeit  in 
weiteren  Kreisen  bekannt  zu  werden  verdient.  Wir  theilen  daher  im  Fol- 
genden Einiges  aus  der  genannten  Abhandlung  wörtlich  mit. 

„1.  Die  praktische  Wichtigkeit  der  Aufgabe,  aus  der  bekannten  Lage 
dreier  Punkte  auf  dem  Felde  die  Lage  eines  vierten  Punktes  blos  durch 
Messung  der  Winkel,  welche  die  von  ihm  nach  den  gegebenen  Punkten 
gehenden  Visirlinien  mit  einander  bilden,  zu  bestimmen,  hat,  wie  bekannt, 
eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlungen  und  verschiedene  Lösungen  hervor- 
gerufen. 

Diese  Lösungen,  die  zum  Theile  von  den  ausgezeichnetsten  Geometem 
herrühren ,  unterscheiden  sich  natürlich  darin,  ob  der  Theodolit  oder  Mess- 
tisch zur  Anwendung  kommt. 

Bei  Anwendung  des  Th e od oliten geschieht  did Lösung,  wie  sich  von 
selbst  versteht,  nur  durch  Rechnung,  und  in  dieser  Hinsicht  ist  die  Sache 
als  erledigt  zu  betrachten. 

Nicht  in  gleichem  Maasse  ist  dies  bei  den  bis  jetzt  bekannten  Auflö- 
sungen der  Fall,  welche  sich  auf  den  Gebrauch  des  Messtisch.es  beziehen, 
wo  begreiflich  nur  die  graphische  Methode  anwendbar  bt.  Denn  hier  stellt 
der  Praktiker  mit  Recht  die  Anforderung ,  dass  die  Auflösung  (das  Rück- 
wärtseinschneiden genannt)  in  allen  Fällen,  welche  überhaupt  eine  solche 
zulassen,  leicht  (ohne  weitläufige  Sätze  und  Regeln  beachten  zu  müssen), 
bequem  (ohne  geometrische  Constructionen  mit  Cirkel  und  Lineal  und 
ohne  grössere  Drehungen  des  Messtischblattes),  sowie  schnell  und  sicher 
auf  dem  Felde  ausgeführt  werden  könne. 

In  der  That  entsprechen  die  bisher  üblichen  Verfahrungsarten  diesen 
Anforderungen  nicht  vollständig,  und  es  scheint  zur  näheren  Begründung 
angemessen,  die  wichtigsten  jener  Methoden  mit  Rücksicht  auf  die  angeführ- 
ten Gesichtspunkte  in  Kürze  zu  betrachten» 

Bekanntlich  kommen  praktisch  nur  noch  die  Methoden  der  directen  Be- 
stimmung des  vierten  Punktes  oder  Standortes  von  Bosse  1  und  Bohnen- 
berg er,  durch  welche  ein  zweiter  Punkt  (Hilfspunkt)  der  Orientirnngs- 
linie  nach  einem  der  drei  gegebenen  Punkte  construirt  wird ,  sodann  die 
beiden  Näherungsmethoden  von  Lehmann  und  Netto  zur  Anwendung. 

Das  erstere,  directe  Verfahren  leidet,  so  einfach  es  sonst  zu  sein  scheint, 

wie  dies  in  jedem  guten  Lehrbuche  auseinander  gesetzt  wird,  an  dem  Uebel- 

Stande,  dass  unter  Umständen  der  Hilfspunkt  entweder  durch  einen  schlech- 

ten  Schnitt  erhalten  wird  oder  zu  nahe  an  denjenigen  der  drei  Punkte  fällt, 

welcher  mit  ihm  die  Orientirnngslinie  bestimmt,  so  daaa  ^i^ää^ \xxÄ\^\iCt -^«d^ 
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oder  endlich,  dass  der  Hilfspnnkt  ausserhalb  des  Tischblattes  f^llt.    Kann 
man  sich  in  diesen  Fällen  auch  auf  andere  Weise  helfen ,  so  entstehen  da- 
raus doch  Umständlichkeiten.     Eine  wesentliche  Verzögerung  der  Arbeit 
entsteht  aber  immer  dadurch,   dass  grössere  Drehungen  des  Tischblattes 
und  in  deren  Folge  wiederholte  Einstellungen  desselben  nothwendig  werden. 
Diese  Rücksichten  waren  es  wohl ,  welche  zur  Aufsuchung  einer  ande- 
ren approximativen  Lösung  Veranlassung  gaben,  bei  welcher  eine  Drehung 
des  Tischblattes  von  Hause  aus  ganz  umgangen  und  wobei,  wenn  die  Orieu- 
timng  nach  Schätzung  einigermaassen  gelungen  ist,  nur  noch  sanfte  Mikro- 
meterbewegungen  erforderlich  werden,  welche  eine  weitere  Berücksichti- 
gung der  Libelle  nicht  mehr  nöthig  machen.  Nachdem  nämlich  zwei  kleine 
sogenannte  Fehlerdreiecke  erhalten  worden  sind,  welche  in  Bezug  auf  die 
,,mittlere''  Visirlinie  eine  entgegengesetzte  Lage  haben,  kann  man ,  wie  be- 
kanntlich Lehmann  gezeigt  hat,  durch  Schätzung  einen  Punkt  finden,  bei 
welchem  die  auf  die  beiden  äusseren  Visirlinien  gefällten  Perpendikel  sich 
nahexn  wie  diese  Linien  verhalten ,  und  welcher  dann  ebenfalls  nahezu  ein 
Punkt  der  mittleren  Visirlinie  ist,  nach  der  man  nun  den  Tisch  orientiren 
kann.    Dieser  Orientirung  wird   aber  meistens  wieder  ein  Fehlerdreieck 
entsprechen,  und  ohne  einige  Wiederholungen  des  Verfahrens  wird  man 
wohl  selten  ganz  scharf  zum  Ziele  gelangen.   So  sicher  man  nun  dieses  auch 
erreichen  wird,  so  beschwerlich  wird  es  demjenigen  Geometer  sein,  der  in 
jener  Schätzung  nicht  bald  das  Kechte  trifft,  oder  dessen  Gedächtniss  einen 
der  Lehrsätze  nicht  treu  bewahrt  hat,  welche  Lehmann  rücksichtlich  der 
gegenseitigen  Lage  der  mittleren  Visirlinie  und  der  Fehlerdreiecke  auf  em- 
pirischem Wege  gefunden  hat,  und  welche  später  von  Herrn  Professor 
Hartner  in  den  Sitzungsberichten  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften 
allgemein  bewiesen  worden  sind. 

Diese  Kücksichten  hinwieder  mögen  es  gewesen  sein,  welche  Netto 
zur  Ermittelung  eines  mehr  directen ,  von  blossen  Schätzungen  unabhängi- 
gen Verfahrens  führten ,  vermöge  welchen  aus  blos  zwei  Fehlerdreiecken 
ein  zweiter  Punkt  der  mittleren  Visirlinie  durch  Construction  erhalten  wer- 
den kann.  Dieses  Verfahren,  im  weiteren  als  bekannt  vorausgesetzt,  erfor- 
dert, wenigstens  behufs  einer  schäferen  Bestimmung  jenes  Punktes,  eben- 
falls die  Kenntniss  der  Lehman  n'schen  Sätze ,  bedingt  das  Operiren  mit 
sehr  kleinen  Linienstücken  vermittelst  des  Cirkels  und  liefert  den  gesuchten 
Punkt  durch  einen  einzigen ,  nicht  selten  sehr  schiefen  Schnitt.  Es  ist  also 
auch  hierbei  nicht  jede  Hilfsconstruction  mit  Cirkel  und  Lineal  vermieden, 
nnd  wird  man  wohl  öfter,  ohne  Wiederholung  des  Verfahrens,  eine  scharfe 
Orientirung  des  Tisches  nicht  erlangen  können. 

2.  Das  Verfahren  nun ,  welches  wir  dem  Praktiker  als  in  allen  Fällen 
leicht,  bequem  und  sicher  zum  Ziele  führend  empfehlen  möchten ,  und  wel- 
ches weder  die  Kenntniss  der  Lehmann'Bclicn  BÄt^^>iio<^  wi^^^^^^'c^- 
stractioDsregeln  vorüussetzt,  auch  den  Gebrauch  deaCVtVLC^«  uv^V.^i^^^a."«^'^' 
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dig  macht,  sondern  anf  rein  mechanische  Weise  die  Lage  des  Standortes 
auf  dem  Messtischblatte  mit  aller  erforderlichen  Schärfe  liefert,  nachdem 
nur  etwa  drei  grössere  oder  kleinere  Fehlerdreiecke  erzeugt  worden  sind,  — 
ein  solches  Verfahren,  welches  also  allen  Eingangs  gestellten  Anforderungen 
entspricht ,  liegt  viel  näher  als»  alle  vorhin  aufgeführten  Regeln  und  beruht 
auf  der  folgenden  Überaus  einfachen  Bemerkung.  Denkt  man  sich  nämlich 
dass  Messtischblatt  continuirlich  gedreht  und  in  jeder  Lage  desselben  durch 
zwei  der  gegebenen  Punkte  und  die  entsprechenden  auf  dem  Felde  Visir- 
linien  gezogen  und  ihre  Durchschnittspunkte  auf  dem  Blatte  bemerkt,  so 
werden  diese  Punkte  in  ihrer  Gesammtheit  eine  krumme  Linie  —  Scheitel- 
curve  —  bilden,  welche,  wie  schon  aus  elementaren  Gründen  klar  ist,  und 
wie  wir  zum  Ueberflusse  noch  näher  zeigen  werden,  einem  Kreise  sehr  nahe 
kommt,  und  in  welcher  derjenige  Punkt  liegt,  durch  welchen  die  Visirlinien 
gehen  müssen,  wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  auf  dem  Tischblatte  in 
einer  zur  entsprechenden  auf  dem  Felde  parallelen  Linie  liegen.  Da  aber 
drei  Punkte  auf  dem  Blatte  gegeben  sind ,  so  kann  man  je  zwei  derselben 
auf  dreierlei  Arten  mit  einander  verbinden  und  erhält  also  auf  beschriebene 
Weise  drei  verschiedene  Curven,  wovon  jede  den  gesuchten  Punkt  —  Stand- 
ort —  enthalten  muss.  Dieser  kann  also  nur  im  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnittspunkte aller  drei  Curven  liegen  und  ist  durch  den  letzteren  vollstän- 
dig bestimmt. 

Die  practische  Ausführung  des  hierdurch  angedeuteten  Verfahrens 
lässt  sich  nun  einfach  wie  folgt  bezeichnen. 

Man  Orientire  den  Tisch  von  Auge  aus  so  genau  als  möglich,  und  siehe 
nach  den  drei  gegebenen  Punkten  die  Visirlinien ,  welche  im  Allgemeinen 
ein  Fehlerdreieck  liefern  werden.  Man  drehe  hierauf  das  Tischblatt  vermit^ 
telst  der  Mikrometerschraube  einmal  nach  der  rechten  und  einmal  nach  der 
linken  Seite  um  soviel,  dass  die  beiden  neuen,  auf  gleiche  Weise  entstehen- 
den Fehlerdreiecke  zu  entgegengesetzten  Seiten  des  ersteren  liegen  und 
etwas  grösser  als  diese  sind.  Bezeichnet  man  dabei,  um  Lrrungen  vorzubeu- 
gen, die  drei  gegebenen  Punkte  auf  dem  Tische  mit  a,  6,  c,  und  die  Durch- 
schnittspunkte der  Visirlinien  nach  a  und  2»,  nach  a  und  c,  nach  b  und  c  be- 
ziehungsweise beim  ersten  Fehlerdreiecke  mit  /,/3,a,beim  zweiten  mit/ ,/?',« ' 
und  beim  dritten  mit  /',  /3",  «",  so  sind  nun  a,  a,  a"  und  /3,  /f,  /3"  und  y,  y\  y" 
jedesmal  drei  Punkte  der  oben  bezeichneten  Curven.  (Da  schon  «  mit  a' 
und  ß  mit  /f  durch  gerade  Linien  -verbunden,  eihe  genäherte  I^ge  des 
Standortes  liefern,  so  erfährt  man  hierdurch,  nach  welcher  Seite  das  Blatt 
zu  drehen  ist,  um  das  dritte  Fehlerdreieck  in  der  oben  vorausgesetzten  Lage 
zu  erhalten.)  Die  Curven  lassen  sich,  soweit  wir  ihrer  bedürfen,  mit  um  so 
grösserer  Sicherheit  durch  einen  blossen  Freihandzug  construiren ,  als  die 
Punkte ,  durch  welche  sie  gehen  müssen ,  fast  immer  sehr  nahe  an  einander 
liegen ,  die  Curven  selbst  aber  äusserst  nahe  eine  constante  Krümmung  ha- 
^en,  nämlich  Kreisbogen  sind,  ausserdem  durch  die  Punkte  a^b\  a^  c\b^  c 
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gehen  und  flieh  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  schneiden  müssen,  so 
dasfl  bei. einiger  Uebung  und  Sorgfalt  rücksichtlich  ihrer  Construction  jede 
Willkürlichkeit  sich  von  selbst  ausschliesst.  In  welch*  hohem  Grade  dies 
der  Fall  ist,  habe  ich  mich  vielfältig  und  unter  den  verschiedensten  Umstän- 
den praktisch  überzeugt,  und  einige  wenige  Versuche  werden  für  jeden 
Geometer  hinreichen,  um  alle  Zweifel  in  die  vollkommene  Zuverlässigkeit 
und  ungemeine  Förderlichkeit  des  Verfahrens  zu  beseitigen. 

Sollte  sich  indessen  zeigen ,  dass,  nachdem  bereits  drei  Fehlerdreiecke 
erhalten  und  die  einander  entsprechenden  Eckpunkte  derselben  durch  Bo- 
gen yerbunden  worden  sind,  diese  Bogen  sich  erst  in  ihrer  Verlängerung 
lehneiden,  dass  also  die  anfängliche  Orientirung  noch  sehr  unrichtig  war, 
10  erhält  man  hierdurch  den  sichersten  Fingerzeig ,  nach  welcher  Richtung 
dass  Messtischblatt  weiter  zu  drehen  sei,  um  ein  viertes  f^ehlerdreieck  zu 
erhalten,  welches  nun  ganz  gewiss  über  dem  gesuchter^ unkte  hinaus  liegt. 
Da  nun  die  drei  Curvenbogen  mit  Sicherheit  bis  zu  den  respectiven  Eck- 
punkten dieses  neuen  Fehlerdreieckes  fortgesetzt  werden  können,  und  der 
Dnrchschnittspunkt  in  ihnen  selbst  und  nicht  mehr  in  ihren  Verlängerungen 
liegt,  BO  ergiebt  er  sich  mit  derselben  Bestimmtheit  wie  in  dem  oben  zuerst 
angenommenen  Falle. 

Uebrigens  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass,  da  die  Bildung  der 
Fehlerdreiecke  sehr  leicht  und  schnell  von  Statten  geht  und  da,  je  grösser 
die  Zahl  derselben  ist,  um  so  bequemer  die  Curven  gezogen  werden,  es  der 
Bequemlichkeit  dos  ganzen  Verfahrens  keinen  Eintrag  thut.  Wenn  man 
Überhaupt  statt  drei  etwa  vier  oder  fünf  Fehler dreiecke  nach  einander  bil- 
det, die  an  der  Stelle,  wohin  der  gesuchte  Punkt  fallen  wird ,  in  kleineren 
Zwischenräumen  auf  einander  folgen. 

Nach  dem  bisher  Ausgefüheten  ist  ferner  klar ,  dass  das  obige  Verfah- 
ren unmittelbar  und  schneller  als  jedes  andere  den  bekannten  Ausnahmefall, 
in  welchem  das  Problem  keine  oder  nur  eine  sehr  unsichere  Auflösung  zu- 
lisft,  anzeigt,  den  Fall  nämlich,  in  welchem  der  Standort  mit  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  nahezu  oder  ganz  genau  im  Kreise  liegt.  Auf  dass  Statt- 
finden dieses  Falles  wird  man  nämlich  sogleich  schliessen,  wenn  die  drei 
Carven  sehr  nahe  zusammenfallen  und  demgemäss  ihr  Durchschnittspunkt 
nosicher  wird,  und  dies  zeigt  sich  schon  auf  das  Bestimmteste,  nachdem  drei 
Fehlerdreiecke  gebildet  und  ihre  entsprechenden  Eckpunkte  durch  Curven- 
bogen verbunden  worden  sind.  Bei  jeder  anderen  Lage  des  Standortes,  und 
insbesondere  dann,  wenn  die  Entfernungen  desselben  von  den  drei  Punkten 
unter  sich  sehr  ungleich  sind,  werden  sich  immer  wenigstens  zwei  dieser 
Bogen  unter  so  grossen  Winkeln  durchsetzen,  dass  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
nöthigen  Schärfe  erscheint. 

Diese  umständlichere  Darlegung  des  Verfahrens  schien  durch  den  Um- 
itand  geboten,  dass  dasselbe,  so  nahe  es  liegt  und  so  weniger  theoretischer 
Auseinandersetzungen  es  erfordert,  in  keinem  der  mir  bekannten  Werke 
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welche  diesen  Gegenstand  behandeln,  erwähnt  wird.  In  einigen  Lehr- 
büchern tlber  praktische  Geometrie,  z.  B.  jenem  von  Herrn  Professor  Gr  n  - 
nert,  wird  (S.  230)  nach  Bohnenbergor  zwar  bemerkt,  dass  man  den 
Standort  näherungsweise  dadurch  auf  dem  Tisch  blatte  betimmen  könne,  dass 
man  die  sich  correspondirenden  Eckpunkte  zweier  Fehlerdreiecke  durch 
gerade  Linien  verbinde  und  ihren  Durchschnittspunkt  bestimme.  Aber 
abgesehen  davon ,  dass  sich  auch  bei  nahe  an  einander  liegenden  Fehler- 
dreiecken die  meistens  ziemlich  stark  gekrümmten  Curvenbogen  mit  einiger 
Genauigkeit  zwar  der  Grösse  aber  nicht  der  Richtung  nach  durch  ihre  Seh- 
nen ersetzen  lassen,  ist  eine  schnelle  und  sichere  Bestimmung  des  Stand- 
ortes auf  diese  Weise  schon  darum  unmöglich,  weil  sich  die  drei  Sehnen, 
die  man  ziehen  kann ,  wohl  niemals  in  einem  Punkte  treffen  werden,  und 
man  also  statt  des  richtigen,  drei  ungenaue  Punkte  für  den  Standort  erhält. 

3.  Die  oben  mllgetheilte ,  auch  dem  weniger  unterrichteten  Praktiker 
zugängliche  Auflösung  erledigt,  wie  wir  glauben ,  die  immer  noch  häufig  zu 
vernehmenden  Einwürfe  gegen  die  öftere  Anwendbarkeit  dieses  nützlichen 
Problems.  In  der  That  wird  man  sich  desselben  nicht  nur  in  dem  Falle, 
wo  drei  Punkte  auf  dem  Blatte  gegeben  sind ,  wovon  keiner  sich  zur  Auf- 
stellung des  Instrumentes  eignet,  sondern  auch  in  mehreren  andern  Fällen 
mit  Nutzen  bedienen,  die  wir  nun  in  Kürze  anführen  werden. 

Ä,  Wenn  in  einem  der  drei  Punkte  eine  Aufstellung  zwar  möglich, 
aber  für  die  Detailaufnahme  nicht  weiter  von  Nutzen  wäre,  und  nur  den 
Zweck  haben  würde ,  eine  Orientirungslinie  nach  einem  neuen  Standorte 
hin  zu  liefern,  so  wird  man  es  vorziehen,  sich  unmittelbar  auf  diesem  Stand- 
orte aufzustellen  und  denselben,  wie  oben  auseinandergesetzt,  aus  den  ge. 
gebenen  Punkten  durch  Rückwärtseinschneiden  zu  bestimmen.  Man  ge- 
winnt dadurch  nicht  nur  an  Zeit,  sondern  hat  vermöge  der  gleichzeitigen 
Benützung  aller  drei  Punkte  zugleich  eine  im  Verfahren  selbst  liegende 
Controle  und  die  Sicherheit,  den  richtigen  Punkt  erhalten  zu  haben,  welche 
um  so  mehr  in  Anschlag  zu  bringen  ist,  als  etwaige  Orientirungsfehler, 
welche  bei  jener  Hilfsaufstellung  eintreten  könnten,  hierbei  ganz  vermieden 
werden. 

B.  Eine  weitere  nicht  minder  bemerkenswerthe  Anwendung  lässt  das 
Problem  vermöge  seiner  leichtem  Auflösung  in  dem  Falle  zu,  wenn  man 
zwar  eine  Orientirungslinie  nach  dem  neuen  Standorte  hin  bereits  besitzt, 
der  durch  Seitwärtsabschneiden  nach  einem  zweiten  Fixpunkte  erhaltene 
Schnitt  aber  nicht  ganz  günstig  ist,  oder  die  Controle  nach  einem  dritten 
Punkte  nicht  anshält,  sondern  ein  Fehlerdreieck  giebt,  so  dass  man  ge- 
nöthigt  wäre ,  durch  eine  neue  Aufstellung  des  Messtisches  eine  günstigere 
Orientirungslinie  von  einem  anderen  Fixpunkte  ans  zu  erheben  oder  die  be- 
reits gegebene  zu  verbessern ,  wodurch  in  beiden  Fällen  die  Arbeit  verzö- 
gert würde.  Statt  dessen  wird  man  den  einmal  eingenommenen  Standpunkt 
beibehalten  f    vermittelst  der  gegebenen  Orientirungslinie  den  Tisch  ein- 
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stellen  nnd  nun  den  Standort  mit  Schärfe  durch  Rückwärtseinschneiden  be- 
stimmen. Die  Zweckmässigkeit  dieses  Verfahrens  bedarf  fQr  den  practi- 
sehen  Geometer  keiner  weiteren  Auseinandersetzung,  denn  es  ist  klar,  dass 
es  in  allen  Fällen  das  bequemste  und  sicherste  Mittel  darbietet,  um  die  durch 
mehrere  auf  einander  folgende  mittelbare  Orientirungen  des  Tisches  ein- 
tretenden Fehler  zu  beseitigen  und  den  jeweiligen  Standort  den  Fixpunkten 
möglichst  genau  anzuschliessen. 

Von  den  mannigfachen  Anwendungen,  deren  die  beschriebene  rein 
mechanische  nnd  von  allen  geometrischen  Lehrsätzen  unabhängige  Methode 
nr  Lösung  schwierig  scheinender  Aufgaben  fähig  ist,  und  welchen  der  Le- 
ser selbst  beifügen  wird,  mögen  nur  noch  die  folgenden  zwei  Erwähnung  finden. 

C.  Die  Lage  zweier  Punkte  und  die  Entfernung  eines  derselben  vom 
Standorte  ist  gegeben;  es  soll  der  Tisch  orientirt,  resp.  der  Standort  be- 
stimmt werden.  Man  beschreibe  mit  jener  gegebenen  Entfernung  aus  ihrem 
ebenfalls  gegebenen  Endpunkte  einen  Kreisbogen  und  bilde,  nachdem  der 
Meettisch  von  Auge  aus  möglichst  genau  orientirt  ist,  mit  Hilfe  von  drei 
oder  mehreren  Durchschnitten  der  nach  den  beiden  Punkten  auf  dem  Blatte 
nnd  auf  dem  Felde  gezogenen  Visirlinien  einen  jenen  Kreis  durchsetzenden 
Bogen  der  in  Art.  3  erwähnten  Scheitelcurve,  so  wird  man ,  wie  nicht  näher^ 
geseigt  zu  werden  braucht,  den  Standort  aus  einer  einzigen  Aufstellung  des 
Tisches  erhalten.  Obgleich  diese  Aufgabe  gewiss  nur  selten  vorkommen 
wird,  so  schien  sie  doch  darum  erwähnenswerth ,  weil  wohl  jede  andere 
Aoflösungsa^t  zwei  AufstelFungen  des  Messtisches  erfordern  würde. 

/).  Fine  ähnliche  Behandlung  ergiebt  sich  für  die  folgende  Aufgabe* 
Die  Lage  dreier  Punkte  ist  gegeben ,  wovon  aber  keiner  von  dem  anderen 
Ml  sichtbar  ist.  Man  besitzt  femer  die  Orientirungslinie  von  einem  dieser 
Punkte  nach  einem  vierten ,  —  dem  Standorte  des  Messtisches ,  kann  aber 
▼on  diesem  aus  nicht  zurÜckorientiren ,  weil  sich  nach  dem  entsprechenden 
Punkte  des  Terrains  nicht  visiren  lässt;  nach  den  beiden  anderen  gegebenen 
Punkten  dagegen  ist  die  Visirrichtung  frei.  Es  soll  nun  der  Messtisch  orien- 
tiit,  beziehungsweise  der  Standort  auf  dem  Blatte  bestimmt  werden. 

Man  Orientire  den  Tisch  von  Auge  aus  möglichst  genau ,  bilde  auf  an- 
gegebene Weise  mittelst  der  beiden  sichtbaren  Punkte  die  Scheitelcurve 
der  Visirlinien  und  bestimme  mit  Schärfe  den  Punkt ,  in  welchem  sie  die 
gegebene  Orientirungslinie  durchschYieidet ,  so  ist  dieser  der  Standort  auf 
dem  Blatte.  Eine  Hilfsaufstellung  ist  auch  hier  nicht  erforderlich ,  und  es 
löst  sich  also  diese  Aufgabe,  welche ,  wie  die  vorhergehende ,  meines  Wis- 
sens noch  nicht  erörtert  worden  ist,  auf  ganz  einfache  Art. 

Diese  Aufgabe  kann  z.  B.  in  gebirgigen  Gegenden  bei  graphischen 
Triangulationen  in  Fällen  vorkommen ,  wenn  der  gegebene  Punkt,  von 
welchem  aus  nach  dem  neuen  Standorte  rayonnirt  werden  kann ,  viel  tiefer 
als  dieser  liegt,  so  dass  man  den  letzteren  vom  ersteren,  aber  nicht  umge- 
kehrt diesen  von  jenem  aus  anvisiren  kann. 
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yrr.  YerbeMenmgen  an  ^yaniMchen  Batterien. 
Von  G.  E,  Döring  zu  Lockleys  in  Hertfordshire.  (Reperiory  of  Paient- 

InvetitionSy  Juli  1856.) 

Meine  erste  Verbesserung  besteht  in  einer  neuen  erregenden  Flüssig- 
keit für  das  negative  Element  derjenigen  Batterie,  bei  welcher  man  sich  lur 
Erregung  dieses  Elementes  der  Salpetersäure  oder  einer  Mischung  von 
Salpetersäure  mit  andern  Säuren  zu  bedienen  pflegt.  Ich  benutze  zu  dem- 
selben Zweck  eine  Mischung  von  Salzsäure  und  Kali-  oder  Natronsalpeter. 
Ich  giesse  nämlich  die  zur  Füllung  der  Batterie  dienliche  Quantität  kftof- 

'  lieber  Salzsäure  in  ein  offenes  Oefass  und  setze  käuflichen  krjatalliairten 
Kali-  oder  Natronsalpeter  so  lange  hinzu,  bis  die  Flüssigkeit  von  demselben 
so  viel  aufgenommen  hat,  dass  die  Krystalle  nach  24  Stunden  ungelöst  blei- 
ben. Die  Flüssigkeit  wird  hierauf  abgezogen ,  filtrirt  und  ist  nun  f^  den 
Gebrauch  fertig;  sie  kann  als  Ersatz  ftir  die  gewöhnliche  Salpetersäure  und 
zwar  mit  oder  ohne  Zusatz  von  Schwefelsäure  angewendet  werden.  Sie  hat 
der  gewöhnlichen  Salpetersäure  gegenüber  den  Vortheil  der  grösseren  Bil- 
ligkeit und  dass  sie  während  der  Thätigkeit  der  Batterie  keine  so  lästigen 
,und  schädlichen  Dämpfe  entwickelt  Die  Construction  der  Batterie  selbst 
bleibt  unverändert. 

Meine  zweite  Verbesserung  besteht  darin ,  dass  ich  der  Oberfläche  des 
Kupfers  oder  der  Kupferlegirung,  welche  das  negative  Element  der  Batterie 
bildet,  einen  dünnen  Ueberzug  von  Platin  gebe.  Man  behandelt  zwar  auf 
ähnliche  Weise  die  Oberfläche  des  Silbers  und  gewisser  anderer  Metalle ; 
meines  Wissens  ist  jedoch  dieses  Verfahren  bis  jetzt  noch  nicht  mit  Erfolg 
auf  Kupfer  angewendet  worden.  Lange  Zeit  war  meine  Bemühung  in  dieser 
Hinsicht  erfolglos,  weil  sich  der  Ueberzug  der  negativen  Metalle  ablöste» 
sobald  die  Batterie  in  Thätigkeit  gesetzt  wurde.  Endlich  machte  ich  die 
Entdeckung,  dass  eine  Ablagerung  des  negativen  Metalles  so  ausserordent- 
lich dünn,  dass  man  glauben  sollte,  dieselbe  könnte  auf  die  Wirksamkeit 
der  Batterie  keinen  Einfluss  haben,  ebenso  stark  elektromotorisch  wirkt, 
als  ein  Ueberzug  von  beträchtlicher  Dicke.  Dadurch  wird  der  Vortheil 
einer  permanenten  Wirkung  gewonnen.  In  der  That  scheint  es  beinahe  un- 
möglich, die  Platte  durch  irgend  eine  rauhe  und  sorglose  Behandlung  der 
ihr  mitgetheilten  kräftigen  elektromotorischen  Eigenschaften  zu  berauben. 
Den  Platinüberzug  erzeuge  ich  dadurch ,  dass  ich  die  mittelst  einer  Säure 
zuvor  gereinigte  Platte  in  eine  sehr  schwach  angesäuerte  Lösung  von  Zwei- 
fach -  Chlorplatin  tauche.  Die  Platte  wird  dann  aus  der  Lösung  genommen 
und  in  reinem  Wasser  abgewaschen.  Das  auf  solche  Weise  vorbereitete 
Kupfer  oder  Messing  liefert  mit  der  nämlichen  Flüssigkeit  einen  eben  so 
kräftigen  Strom,  als  eine  gleiche  Oberfläche  von  verplatinirtem  Silber,  und 
da  solche  verplatinirte  Kupferplatten  verhältnissmässig  billig  herzustellen 

siad,  so  werden  durch  dieses  Verfahren  d\e  ¥Lo%\.en  dci  ^«XXätä  ^^\ä  'h^t- 
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mindert,  während  zugleich  Platten  von  hinreichender  mechanischer  Stärke 
die  Stelle  der  dünnen  und  zerbrechlichen  verplatinirten  Silberbleche  ver- 
treten. —  Patentirt  in  England  am  26.  November  1855. 


XTTT,  Qnecksilberapparat  zur  Unterbrechung  der  Indnctionsströme. 
Von  Leon  Foncanlt.  {CosmoSj  Revue  encyclopedique,  Juli  1856.)  S.  Fig.  5. 
Bei  den  meisten  Inductionsapparaten  wird  der  inducirende  Strom  durch 
dttSpiel  eines  Unterbrechers,  welcher  zwischen  den  Enden  der  Rheophoren 
periodisch  einen  Contact  herstellt ,  intermittirend  gemachte  Unter  allen  Me- 
ttllen,  deren  man  sich  bis  jetzt  für  die  Berührungsstelien  bediente ,  hat  das 
Pladn  den  besten  Erfolg  gehabt.  Die  Höhe  seines  Schmelzpunktes  und  seine 
geringe  Neigung,  sich  zu  oxydiren,  schützen  es  mehr  als  die  anderen  Me- 
talle gegen  die  corrodirende  Wirkung  des  bei  jeder  Unterbrechung  auftre- 
tenden Fonkens.  Demungeachtet  wird ,  wenn  der  Apparat  eine  gewisse 
Zeit  lang  gearbeitet  hat,  das  Platin  angegriffen,  die  Berührungsflächen  ver- 
lieren ihre  Form,  die  Textur  des  Metalles  verändert  sich  und  der  Unter- 
brecher versagt  zuletzt  ganz  seinen  Dienst.  Dieses  missliche  Resultat  stellt 
lieh  um  so  früher  ein,  mit  je  kräftigerem  Strome  man  arbeitet,  und  wenn 
die  Intensität  des  letztem  eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  so  schweissen 
dieTheile  des  Unterbrechers  bei  der  ersten  Berührung  zusammen  und  sind 
wirkongslos. 

Da  ich  ein  Verfahren  zu  ermitteln  suchte,  die  Phänomene  der  Induction 
n  vergrössem,  so  fand  ich  in  der  bezeichneten  Unvollkommenheit  des  Con- 
taetes  eine  erhebliche  Schwierigkeit,  die  mich,  wie  ohne  Zweifel  viele  An- 
dere, veranlasste,  auf  das  Quecksilber  zurückzukommen. 

Gleich  bei  den  ersten  Versuchen  erkannte  ich,   dass  es  unpraktisch 
wire,  bei  einem  intensiven  Strom  das  blossgelegte  Quecksilber  an  der  Un- 
terbreehungsstelle  anzuwenden.     Denn  dieses  Unterbrechungsmittel  wirkt 
nicht  rasch  genug;  die  Oberfläche  des  Metalles  oxydirt  sich  in  wenigen  Au- 
genblicken, sie  entwickelt  reichliche  Dämpfe,  welche  nicht  verfehlen  wür- 
den ,  über  kurz  oder  lang  ihren  schädlichen  Finfluss  auszuüben.    So  kam 
ich  auf  den  Gedanken,  das  Quecksilber  mit  einer  Schichte  destillirten  Was- 
sers, oder  noch  besser,  mit  einer  Schichte  Alkohol  zu  bedecken,  wodurch 
den  verschiedenen  Unannehmlichkeiten,  welche  die  Anwendung  von  Queck- 
silber allein  darbietet ,  vorgebeugt  ist.     Die  Unterbrechung  des  Stromes 
findet  unter  Alkohol  plötzlich  und  daher  mit  einem  trockenen  Geräusch  statt; 
der  Alkohol  trübt  sich  in  wenigen  Augenblicken,  aber  er  hört  nicht  auf,  die 
an  der  Unterbrechungsstelle  sich  entwickelnden  Quecksilberdämpfe  auf  eine 
wirksame  Weise  zu  verdichten,  während  er  zugleich  die  Oxydation  auf  der 
Oberfläche  des  Quecksilbers  verhindert.    Der  Apparat  arbeitet  daher  regel- 
mässig so  lange  fort ,  als  die  Säule  im  Stande  ist ,  deu  lud\i*^VA»xv«%\xQi\SL  i^^ 
mterbsltea. 
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Aus  dem  mecbanischen  Oesichtspnnkte  ist  die  Anwendung  des  Queck- 
silbers beim  Unterbrecher  als  eine  glückliche  Modification  zu  beseichnen. 
Da  der  oscillirende  Theil ,  der  sogenannte  Hammer ,  in  seiner  Bewegung 
nicht  mehr  durch  ein  starres  Hinderniss,  den  Amboss  beschränkt  ist,  so  konnte 
er  durch  einen  elastischen  Stab  ersetzt  werden,  welcher  unter  dem  Einfluss 
eines  Electromagneten  mittelst  eigener  Federkraft  oscillirt.  Dieser  Stab, 
welcher  umgebogen  ist  und  an  seinem  freien  Ende  sich  in  eine  Plattnspitse 
endigt,  schliesst  und  öfinet  den  Inductionsstrom  60  mal  in  1  Secunde,  indem 
er  mehr  oder  weniger  in  das  Quecksilber  eindringt.  Der  Contact  ist  unge* 
achtet  seiner  kurzen  Dauer  nicht  minder  vollkommen,  er  bietet  an  sichein«! 
Widerstand  dar ,  welcher  gegen  die  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kette 
verbreiteten  Widerstände  verschwindet.  Da  femer  das  elastische  Organ 
ganz  frei  oscillirt,  so  folgen  diese  Contacte  regelmässig  aufeinander,  wie 
man  aus  dem  anhaltenden  Ton ,  den  ein  in  Thätigkeit  befindlicher  Apparat 
hören  lässt,  schliessen  kann.  Die  Rei^  der  an  den  Enden  der  eintauchen* 
den  Spitze  auftretenden  Funken  hat  den  gleichen  Charakter,  und  in  dem 
Oeräusch  derselben  unterscheidet  das  Ohr  einen  bestimmten,  demjenigen 
der  vibrirenden  Feder  conformen  Ton. 

Während  er  den  Abgang  der  Inductionsfnnken  regulirt ,  hat  der  neue 
Unterbrecher  in  Anwendung  auf  die  gebräuchlichen  Apparate  die  Eigen- 
Schaft,  bis  zu  einem  gewissen  Punkt  die  Kraft  zu  vermehren.  Im  Allge- 
meinen arbeitet  er  so,  dass  er  die  Effecte  den  Intensitäten  des  vertheilten 
.  Stromes  proportional  macht,  woraus  hervorgeht,  dass  er  den  Unterbrechern 
mit  festen  Contact  gegenüber,  bei  Anwendung  kräftiger  Ströme  einen  we- 
sentlichen Vortheil  darbietet. 

Es  wäre  zwar  unklug,  mit  einer  einzigen  Maschine  von  gewöhnlichen 
Dimensionen  die  Intensität  des  Inductionsstromes  über  eine  gewisse  Grenze 
hinaus  steigern  zu  wollen,  denn  man  würde  unfehlbar  die  Spule  des  indu- 
cirten  Drahtes  innerlich  zersprengen.  Vereinigt  man  aber  mehrere  Ma- 
schinen ,  so  vertheilt  sich  die  Spannung  unter  die  verschiedenen«  Elemente 
dieser  Art  von  Batterie,  und  man  kann  auf  das  Ganze  eine  der  Anzahl  der  Ma- 
schinen proportionale  Anzahl  von  Paaren  wirken  lassen,  wodurch  in  gleichem 
Verhältnisse  die  Schlagweite  der  Funken  vergrössert  wird. 

Dieses  System  der  Vereinigung  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  die 
vortrefflichen  Maschinen  des  Herrn  Ruhmkor  ff  anwenden,  wenn  man  sich 
darauf  beschränkt ,  sie  paarweise  zusammenzustellen.  Man  lässt  die  Häm- 
mer weg  und  ersetzt  sie  durch  bleibende  Leiter ;  man  vereinigt  die  beiden 
Leitungsdrähte  einen  hinter  den  andern  und  schaltet  den  Unterbrecher  in 
die  Kette  ein ,  indem  man  ihm  den  Condensätor  des  Extrastromes  beigiebt. 
Zur  Vorsicht  sollten  bei  jeder  Maschine  die  Entladungsconductoren  auf  die 
normale  Entfernung  auseinander  gestellt  werden ;  auch  behalten  alle  beide 
jhre  Commutatoren,  welche  dazu  dienen ,  jedem  der  beiden  Theile  des  Stro- 
mab e/ne  solche  Ricbtung  zu  geben ,  dass  die  äi^aiiTiwtv^^ii  d^t  ^tA;^^^<^\i^«- 
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seilten  Electricitäten  sich  an  den  Innern  Enden  der  zwei  indncirten  Drähte 
tnhünfen;  setzt  man  diese  endlich  mit  einander  in  Commnnication,  so  wer- 
den die  äusseren  freihleibenden  Enden  die  beiden  Pole  des  Systemes  und 
geben  Funken  auf  eine  Entfernung  von  30  bis  35  Millimetern.  . 

Fig.  5  stellt  den  Quecksilberunterbrecher  in  perspectivischer  Ansicht 
dtr.  c  und  c  sind  die  beiden  Spulen  der  unter  dem  Einfluss  des  induciren- 
den  Stromes  stehenden  Elektromagnete.  R  ist  der  oscillirende  elastische 
Streifen;  derselbe  ist  mit  einem  weichen  Eisenstück  J^und  einer  gebogenen 
Verlängerung  C  versehen,  die  mit  ihrer  Platinspitze  in  das  Quecksilber  des 
Nipfchens  V  taucht,  lieber  dem  Quecksilber  befindet  sich  eine  Schicht 
Alkohol.  Angenommen,  der  Strom  gehe  durch  den  Draht  ^,  so  wird  er  durch 
diesen  bis  zum  Quecksilber  geleitet,  welches  ihn  in  Folge  des  Contactes  mit 
dem  Ende  des  eintauchenden  Theiles  C  nach  dem  Elektromagneten  fort- 
pitnzt;  dieser  Strom  setzt  dann  durch  den  Draht  q  seinen  Weg  fort.  Es 
ist  klar,  dass  unter  dieser  Bedingung  der  elastische  Streifen  in  Vibration 
gelangt  und  somit  als  Stromunterbrecher  wirkt,  p  und  p  sind  zwei  Drähte, 
welche  auf  beiden  Seiten  der  ünterbrechungsstelle  eingefügt  sind  und  nach 
dem  Condnctor  des  Extrastromes  sich  erstrecken. 

Will  man  mehr  als  zwei  Maschinen  in  den  Wirkungskreis  des  Queck- 
silberonterbrechers  einschalten,  so  ist  es  nothwendig,  die  überzähligen  Ap- 
ptrate  mit  besonderer  Sorgfalt  zu  isoliren.  Denn  in  Betracht  der  sehr 
starken  Spannungen,  welche  sich  in  dem  inducirten  Praht  in  der  Nähe  der 
Enden  kund  geben,  kann  der  Leitungsdraht,  welcher  in  die  Achse  der  Spule 
eintritt,  ab  ein  träger  Leiter  betrachtet  werden,  und  wenn  dieser  Leiter  sieh 
denmdncirten  Spulen  an  Punkten  nähert,  welche  mehr  oder  weniger  von 
der  Stelle  entfernt  sind,  wo  die  Spannungen  gleich  Null  sind,  so  bietet  er 
der  Entladung  einen  ganz  bequemen  Weg  dar.  Es  ist  daher  wichtig,  bei 
den  überzähligen  Maschinen  eine  absolute  Isolirung  zwischen  dem  In- 
dnetionsdrahte  und  der  innem  Fläche  der  inducirten  Spirale  herzustellen. 
Diese  Isolirung  wird  auf  eine  vollständige  Weise  erzielt ,  wenn  man  eine 
Olasröhre  in  den  ringförmigen  Baum  bringt,  welcher  die  beiden  concen- 
trisehen  Spiralen  trennt.  Von  dem  Augenblicke  an,  wo  durch  die  Sorgfalt 
des  Herrn  Buh  m  kor  ff  diese  Bedingung  erfüllt  wurde,  gaben  vier  verei- 
nigte Maschinen  die  Spannung ,  welche  man  erwarten  konnte,  und  die  Fun- 
ken sprangen  auf  eine  Entfernung  von  7  bis  8  Gentimetem  über. 


Xnr.  Bemerkung  über  die  Evolute  der  Ellipse.  Die  Gleichung  einer 
SUipse  sei  wie  gewöhnlich 

die  ]iaeMre  iSxcentrieitUt  "/a* — 6*  =s  c ,  4  das  Sttlck ,  '««\«^ieB  ^aa  \^x<Sidl  \«s&. 
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Pankt  xy  gehende  Normale  auf  der  o:- Achse  abschneidet  und  17  die  Strecke, 
welche  dieselbe  Normale  auf  der  y- Ache  begrenzt;  bekanntlich  ist 

oder ,  wenn  —  =  a,  und  —  =  6j  gesetzt  wird, 
a  0 

mithin 


a)'^(f,)"='- 


Betrachtet  man  also  |  and  v^  als  Coordinaten  eines  neuen  Punktes ,  so 
beschreibt  letzterer  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen  a^  und  dp  In  Folge 
dieses  Satzes  ist  die  Evolute  der  Ellipse  nichts  Anderes,  als  die  einhüllende 
Curre  eines  Systemes  von  Oeraden ,  welches  auf  folgende  Weise  zu  Stande 
kommt. 

Die  Halbachsen  der  ursprünglichen  Ellipse  mögen  CA  und  C^sein; 
man  ziehe  von  B  nach  dem  Brennpunkte  F  die  Gerade  BF  (=  a),  ^le  auf 
sie  von  C  aus  die  Senkrechte  CG  und  nehme  auf  CA  die  Strecke  CA^  =  FG 


c« 


=3  — .     Femer  errichte  man  in  F  auf  BF  eine  Senkrechte ,  welche  die  ver- 
a 

längerte  PC  in  Pi  schneidet,  so  istCP,=s  -j-.     Aus  den  Halbachsen  CA^  und 

CBt  construire  man  eine  neue  Ellipse  und  lasse  von  jedem  Punkte  Pi  der- 
selben auf  CAi  und  CBi  die  Senkrechten  Cü,  CV  herab  und  ziehe  JJV, 
Letztere  Oerade  schneidet  die  ursprüngliche  Ellipse  normal ,  nnd  alle  die 
G-eraden  IJV  umhüllen  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  die  Evolute  der 
ersten  Ellipse. 


ZY.  Ablritnng  des  Attraktioni-Oeiatias  aus  den  Keppler^iehen  Ge- 
setzen,  nebst  dixdgen  Ausdrücken  für  das  SilFerenzial  des  Ellipsen-  und 
H3^erbelbogens.  (Siehe  Fig.  6)  Ein  Punkt  C  bewege  sich  in  einer  Ellipse 
so ,  dass  die  von  seinem  Radiusvektor  überstrichenen  Bäume  der  Zeit  pro- 
portional sind ,  welches  ist  der  Eichtung  und  Grösse  nach  die  Beschleunig- 
ung, die  er  erfahrt? 

Es  seien  ds^  ds  zwei  auf  einander 'folgende  Elemente  der  Bahn  des 
Punktes  C;  auf  die  Tangenten,  in  welchen  dSy  ds  liegen,  seien  vom  Brenn- 
punkte F  die  Senkrechten  FA=^x,  FÄ^='X  gefällt,  dann  soll:  x,ds 
=  x  ,ds  ^=  K  ,dt=:  const. 

Stellen  wir  uns  das  gerade  Stück  u  vor,  welches  mit  ds  geometrisch 
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zusammengesetzt,  ds  hervorbringt,  so  ist  bekanntlich  —  das  Maass  der  ge- 

BQehtenBeaehleanigung,  und  das  Stück  u  giebt  auch  die  Richtung  derselben 
an.  Aber  das  aus  ds^  ti,  ds  gebildete  Dreieck  ist  dem  FÄÄ  ähnlich ,  weil 
6»  normal  gegen  FA^  ds'  no/mal  gegen  FA'  gerichtet  und :  ds  :  ds  =^  x  \  x\ 
folglich : 

1)  u  :  ds^=iAÄ \x  . . . 

und  der  Winkel,  den  u  mit  ds  bildet,  ist  dem  Winkel  gleich,  den  FA  mit 
iA  bildet,  oder  wie  man  leicht  sieht,  dem  Winkel  FCA^  d.  i.  die  Beschleu- 
nigung erfolgt  in  der  Richtung  des  Leitstrahls  CF,  Verbinden  wir  A  mit  ilf, 
dem  Mittelpunkte  der  Ellipse ,  und  setzen  der  Kürze  wegen  AÄ  oder  das 
Element  des  mit  MA^=.a^  der  grossen  Halbachse  als  Radius  beschriebenen 
Kreises  =  cftf ,  nennen  /*,  g  die  beiden  Leitstrahlen  CF,  CG\^ff>  den  Winkel 
ICC;  10  wird,  weil  C^Cdem  Radius  MA  stets  parallel  bleibt, 

Ax  de        ds  cos  q> 

Abo  nach  1) : 
Nnn  ist 


o  9 


dsda  (dsYcosm 

u  = =  a  - — ^ 

X  Q  *  ^ 


demnach 


Aber 


somit: 


X 

cos  g>  =  —y 


{dsy 
fg 


xds=zKdt, 


u 


df~      a^fg ' 
' drückt  man  so  aus i  y=GB  bezeichne  den  Abstand  des  Brennpunktes  G 
▼<m  der  Tangente,  welche  die  Verlängerung  von  ds  ist,  dann  hat  man 

x:y  =  fig 
xy  =  b* 
(^  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse) ,  woraus 

g 

Abo 

de~  b^  ' r' 

welches  der  bekannte  Ausdruck  des  Gesetzes  von  Newton  ist. 

Für  die  Hyperbel  und  Parabel  ist  die  Entwickelung  der  gegebenen 
durchaus  analog. 
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Die  Formel  2) ,  welche  auch  für  die  Hyperbel  gilt ,  wenn  nur  unter 
der  Nebenwinkel  des  von  den  Leitstrahlen  eingeschlossenen  Winkels  v 
standen  wird,  bietet  ein  sehr  einfaches  Mittel,  äquivalente  Ausdrücke 
das  Bogenelement  der  genannten  Kegelschnitte  herzuleiten. 

(S.Fig.6  U.7.)  tf;  sei  der  Winkel,  den  die  Nq^ale  im  Punkte  C  mit  i 
grossen  (reellen)  Achse  bildet;  da  FA  offenbar  der  Normalen  parallel 
so  ist 

3)  cf^  =  -^fr 

Verlängern  wir  FA  um  ein  Stück  ^F'=^Fund  ziehen  GF*,  so  ist  C^= 
FG^=%e^  also  liefert  das  Dreieck  GF'F:  • 

4)  sin  q> '.  sin 'fft  =z  e  \  a. 

Mittels  dieser  Relation  und  2),  3)  kann  man  ds  als  Funktion  von  ip ,  odei 
ausdrücken :  Nämlich  aus  3)  und  3) : 

gda         gxd^ 

(IS= = r, 

a  cos  q>      a  cos  gr 

da  nun  g  cos  9  =  y,  so  kommt 

xy    dif    6*     d^ 

a    cosg>*        a  cosgf' 

[Durch  Multiplication  mit  ^,  dem  Krümmungsradius,  giebt  diese  Fem 

weeen  ds^=^Qdii)  für  p  den  bekannten  Ausdruck :   p  = -.   1 

®  ^    T         ^  ^         a   co«9'  J 

Erstens  folgt  aus  4): 

/ '^ 

cos  q>=^l/  1  —  -5  Ä«W  ij;*; 

demnach : 

h*  dtb 

I)  ds=z  —  ^ 


Zweitens  folgt  aus  4): 


mithin : 


a    cos  q>   , 

aif;  = ^  dq> : 

^         e    cos'fif 


äs  =  ^  "^ 


e   cos  q^  cos  ^ ' 
und  da 


cos 


^=j/  i  —  -^sinq>\ 


l^  dw 

II)  dsz=—-  ^ 

e 


cos 


g>  y  1 —  -^cos  qr 
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Bei  der  Rectification  der  Hyperbel  benutzt  man  die  Formel  II) ;   die 
Formel  I)  geht  durch  die  Substitution: 


tg^igX  =  ^ 


über  in : 

ds 


=  —  a  1/  1 1-  sin  X*. 


Anmerkung.     Nach  dem  Fagnano^schen  Satz   ist  die  Differenz 
zwischen  dem  elliptischen  Bogen  : 

a  E  {ky  tj;) 
nnd  dem  Bogen 

65  r dij^ 

a  J  /         gl  \      /         ^5 

ö     [^-— .st'n^'jj/  1-- Sinti,' 

gleich  : 

a'  —  6*        sin  ^l;  cos  ^ 

a  /  gl 

y\--,sin^ 

Die  in  der  Gleichnng : 

losgesprochenen  Transformation  des  Integrals,  direct  ausgeführt,   würde 
eben  neuen  Beweis  des  F  a  g  n  a  n  o '  sehen  Satzes  liefern. 


ZVI.  Bekanntlich  liegen  in  jedem  zwei  geraden  Linien  AD^  BC  einge- 
schriebenen Rechtecke  AFDBECA  (siehe  Fig.  8)  die  Durchschnittspunkte 
der  gegenüberliegenden  Seiten  in  gerader  Linie.  Mit  Zuhilfenahme  von 
Doppelverhältnissen  hat  man  davon  folgenden  leichten  Beweis. 

Seien  0,  P,  (^  die  Durchschnitte  der  Geraden  AD  und  BC^  BE  und 
W),  BD  und  CE.    Die  Strahlenbüschel 

FA,FE,FD,FO 

CA,  CF,  CD,  CO 
sind  einander  collinear,  und  schneiden  folglich  jede  Transversale  nach  dem- 
selben Doppelverhältnisse ,  folglich  ist 

^ritäehrin  f.  MafhemAiik  u.  Physik.  H,  ^ 
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^    '.^  ^.^W^^k.*v^'<  ^■'K'^'k^v^  ' 


Auf  der  Gleichheit  von  {GEPB)  und  (HQDB)  und  weil  der  Punkt\9 
beiden  Doppolverhältnissen  gemein  ist,  folgt  aber,  dass  die  Geraden  GE^ 
KQ^  PD  oder  was  dasselbe  ist,  die  Geraden  GH^  EC,  FD  sich  in  einem 
Punkte  K  schneiden.  —  (M.  vergl.  Steiner  systemat.  Entwickelung  etc. 

§  23.  III.) 

Die  Figur  des  zweien  Geraden  eingeschriebenen  Sechseckes  kann  man, 
wenn  noch  AB  und  CD  gezogen  werden ,  auch  als  ein  Viereck  ABCD  be- 
trachten ,  welches  durch  eine  beliebige  Transversale  FE  in  zwei  andere 
Vierecke  getheilt  ist,  und  iu  welchem  sowie  in  den  beiden  neu  entstandenen 
Vierecken  die  Diagonalen  AC  und  BD,  AF  und  BE,  CE  und  FD,  die  in  den 
Punkten  G,  M,  K  sich  durchschneiden,  gezogen  sind.  Hiernach  lässt  obiger 
Satz  auch  folgende  Fassung  zu ,  nach  welcher  er  mehrere  Anwendungen  in 
der  Geodäsie  gestattet:  Theilt  man  ein  beliebiges  ebenes  Viereck 
ABCD  durch  eine  beliebige  Transversale  ^-F  in  zweiVierecke 
und  zieht  in  den  dadurch  entstandenen  drei  Vierecken,  dem 
ganzen  und  seinen  Theilen,  die  Diagonalen  AC  und  BD,  AF 
und  BE,  CE  und  FD,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte 
G,  H,  JTder  zusammengehörigen  Diagonalen  in  einer  Geraden. 

Von  diesem  in  solcher  Fassung  ausgesprochenen  Satze  ist  uns  von  dem 
Lehramtscandidaten  Herrn  J.  Bauschinger  zu  Nürnberg  durch  Herrn 
Bauern  feind  in  München  folgender  elementar  -  geometrischer  Beweis 
nebst  der  im  Zusatz  gegebenen  Erweiterung  zugekommen,  der  seiner  Eigen- 
thümlichkeit  wegen  einiger  Beachtung  werth  sein  dürfte. 

Denkt  man  sich  GK  als  gerade  Linie  gezogen,  so  müssen,  unserem 
Satze  zufolge,  die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  BD  und  AC 
mit  G  K\n  einen  einzigen  Punkt  H  zusammenfallen.  Um  aber  nachzuweisen, 
dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  darf  blos  dargethan  werden,  dass  sich 
GH  zu  HK,  -  H  als  den  Durchschnittspunkt  von  BD  mit  GK  genommen,  — 
ebenso  verhält,  wie  GH  zu  HK,  —  H  als  den  Durchschnittspunkt  von  AC 
mit  G  IT  genommen.  Im  ersteren  Fall  aber,  wo  77  als  der  Durchschnittspunkt 
der  BD  mit  GK  betrachtet  wird,  findet,  nachdem  man  BK  xiXiA  GD  gezogen 
hat,  offenbar  folgende  Proportion  statt: 


ABGD:ABKDt=^GH:HK 

m 

und  im  zweiten  Fall,  wo  H  als  der  der  Durchschnittspunkt  der  AC  mit  GK 
genommen  wird,  findet,  nachdem  ^iTund  (?C  gezogen  ist,  folgende  Propor- 
portion statt: 

AAGC\AAKC^==GH:Hk 

es  darf  also  offenbar ,  um  zu  beweisen ,  dass  die  beiden  Durchschnitts- 
te  der  ^C und  BD  mit  GK  in  einen  einzigen,  H^  zusammenfallen,  dass 
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also  die  drei  Diagonalen  - Dnrchscbnittspunkte  G^  H^  JT  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  nur  die  Richtigkeit  der  Proportion 

1)  ABGD:ABKD  —  AAGC:AAA'C 
dargethan  werden. 

Dies  mnss  natürlich   mit  Hülfe  der  Bedingungen  geschehen,  die  in 
unserem   Satze   liegen ,    und  bisher   noch    nicht    benützt    worden    sind, 

nämlich  denen ,  dass  BGB ,  DKF,  AGF,   CKE,    ÄED,  und   5FC  gerade  Li- 

nien  sind.    Nun  ist ,  weil  BGE  eine  gerade  Linie  ist : 

ABGD:AGED  =  BG:GE 
woraus  folgt : 

2)  ABGJ)=AG£D.== 

GE 


Ganz  ähnlich  folgt,    da  DKF,  AGF  nn^  CEE  gerade  Linien  sind,  der 
OrdnuDg  nach: 


A  BKD :  A  BFK=  DK :  KF 


woraus : 


3)  A  BKD=A  BFK.  ^^ 


ferner: 


woraus : 

4)  AAGC=AGFC. 


KF 

A  AGC:  A  GFC=AG  :  'gF 

AG 


GF 


und  zuletzt : 


woraus : 


A  AKC\  A  AEK=  CK  :  KE 


CK 

5)  AAKC=^AAEK.== 
'  KE 

m 

Soll  nun  die  Proportion  1)  eine  richtige  sein,  so  muss  auch  die  folgende 
stattfinden,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Werthe  2),  3),  4),  5)  in  1)  substi- 
toirt,  nämlich  die : 

6)  AGED.  =  :ABFK.^=AGFC.d^:AAEK.2£ 

GE  KF  GF  KE 


Darin  ist  nun,  weil  zuletzt  noch  AEB  und  BFC  gerade  Linien  sind : 

AGEB:AGEA  =  DE :  Ed 
^raus: 

BE 


1)  AGEB  =  AGEA. 

'  EU 


^% 
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0^^>^^^^^^^^^^ 


femer : 


woraus : 


ferner : 


woraus : 


und  zuletzt  noch : 


£\BFK'.h.FKC=BF.  FC 


BF 
ABFK=AFEC.= 

FC 


A  (iFC :  A  GBF=  CF  :  FB 


CF 
AGFC=AGBF.^= 

FB 


A  ABK:  A  ER'D=AE :  ED 


woraus : 


AE 
10)  AAEk'=zAEKD.^= 

ED 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Proportion  6) ,  so  geht  diese  in 

folgende  über : 


\\)AGEA.s=  .  ^=z:AFEC.=  .  -=^z=AGBF.=  .z=:AEEI).z=  .  =^ 
EA    GE  FC    KF  FB    GF  ED    KE 

welches  eine  richtige  Proportion  sein  muss,  wenn  1)  eine  solche  sein  soll. 
Nun  ist  aber  in  der  Proportion  11)  folgende  gewiss  richtige  enthalten: 

DE   ^_  £F   He 

EÄ    'fC~  FB    ED 
so  dass  von  11)  nur  noch  folgende  übrig  bleibt: 

12)  AGEA.  =  :AFEC.  =  =AGBF.  =  :AEKD.= 

GE  KF  GF  KE 

deren  Richtigkeit  immer  noch  die  der  Proportion  1)  bedingt.     Man  kann  sie 

aber  auf  folgende  Art- schreiben : 

AGEA.  =  :AGBF.  =  '==AFKC.  =  :AEKD.= 
GE  GF  KF  KE 

oder: 

13)    AGEA.m.GF:AGBF.AG.GE==AFKC.J)K,KE:AEKD.CK.KF 
Darin  ist  nun  aber : 

BG.GF:AG.GE=AGBF:AGEA 
und : 


DK.KE:CK.KF=AEKD:AFKC 
und  dies,  in  die  Proportion  13)  substituirt,  giebt: 
NJ  A(^I^^.AGBF:AGBF.AGEA~AFKC,AI!:KÜ\AEKD.AFKC 
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welches  gewiss  eine  richtige  Proportion  ist.  Deshalb  ist  aber  nun  auch  die 
Proportion  I)  richtig,  und  folglich  schneiden  die  Linien  BD  und  ^Cdie  GK 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  H,  d.  h.  die  drei  Durchschnittspunkte  der 
Diagonalen  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Zusatz.  Der  vorhergehende  Lehrsatz  lässt,  wie  man  sehr  leicht  sieht, 
folgende  Erweiterung  zu: 

Wenn  man  ein  beliebiges  ebenes  Viereck  nach  einander  durch  belie- 
bige gerade  Linien  in  je  zwei  Vierecke  zerlegt,  und  jedesmal  die  Durch- 
schnittspunkte  der  Diagonalen  zweier  zusammengehöriger  Theil  -Vierecke 
durch  eine  gerade  Linie  verbindet,  so  schneiden  sich  alle  diese  geraden 
Linien  in  Einem  Punkte,  dem  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  des 
ursprünglichen  ganzen  Vierecks. 


ZVn.  Beitrage  zur  elementaren  Optik.  Von  Prof.DECHER  in  Augsburg. 

I. 

Die  Dispersion  und  das  prismatische  Farbenspectrum  kann  man  sehr 
schön  ohne  Sonnenlicht  dadurch  zeigen,  dass  man  auf  einem  schwarzen 
Ghrand,  am  besten  schön  seh  warzem  Sammt,  einen  schmalen  weissen  Papier- 
streifen legt  (etwa  10  bis  15  Centim.  lang,  0,6  Centim.  breit)  und  ihn  in  einer 
Entfernung  von  4  bis  5  Fuss  durch  ein  Prisma  betrachten  lässt,  dessen 
brechende  Kante  zur  LängQ  des  Streifens  parallel  ist.  Am  besten  legt  man 
dazu  den  Sammt  mit  dem  Papierstreifen  in  die  Nähe  eines  Fensters  auf  den 
Boden ,  so  dass  er  recht  hell  beleuchtet  ist ,  und  stellt  das  Prisma  in  einer 
geeigneten  Fassung  auf  einen  Tisch.  —  Wird  der  weisse  Papierstreifen 
dann  durch  breitere  ersetzt,  so  ändert  sich  die  Mitte  des  Spectrums,  das 
Grttn  verschwindet  und  es  erscheint  ein  weisser  Streifen ,  auf  der  einen 
Seite  mit  Roth  und  Gelb,  auf  der  anderen  mit  Blau  und  Violett  eingesäumt. 
Dass  diese  Aenderung  durch  das  Uebereinandergreifen  der  dem  Papiere  an 
Breite  gleichen  Farbenbilder  entsteht,  und  dass  namentlich  das  Weiss  durch 
das  Uebereinandergreifen  aller  Farben  hervorgeht ,  erkennt  man  am  deut- 
lichsten dadurch,  dass  man  ein  weisses  Quadrat  von  etwa  5  C.  Seite  auf 
den  zchwarzen  Grund  legt,  und  zwar  so,  dass  die  eine  Diagonale  pa- 
rallel zur  brechenden  Kante  des  Prisma's  ist.  Man  sieht  dann 
die  verschiedenfarbigen  Quadrate  über  einander  verschoben,  wie  Fig.  9 
zeigt,  und  das  in  der  Mitte  liegende  weisse  Quadrat  wird  deutlich  durch 
die  Seiten  des  rothen  und  violetten  Quadrates  gebildet;  es  begrenzt 
also  diejenige  Fläche ,  auf  welcher  sich  alle  Farben  decken. 

Fernere  schöne  Erscheinungen  ergeben  sich,  wenn  man  einen  breiton 
weissen  Streifen,  parallel  zur  brechenden  Kante  gelegt^  durch  einQu  m^^lw 


126  Kleinere  Mittheilungen. 

oder  minder  schmalen  schwarzen  Streifen  der  Länge  nach  theilt,  so  dass 
die  Farhenbilder  beider  Theile  mehr  oder  weniger  tibereinandergreifen. 

II. 

Um  den  Weg  eines  durch  eine  Sammellinse  gebrochenen  Lichtstrahles 
zu  constrairen ,  hat  man  sich  bisher  nur  folgender  Sätze  bedient : 

Durch  den  optischen  Mittelpunkt  der  Linse  geht  jeder  Strahl  unge- 
brochen hindurch ;  ein  Strahl ,  welcher  parallel  zur  optischen  Achse 
der  Linse  einfällt,  geht  hinter  der  Linse  durch  deren  Brennpunkt; 
ein  Strahl,  welcher  aiis  dem  Brennpunkte  kommt,  geht  hinter  der 
Linse  parallel  zur  Achse  fort. 
Mit  diesen  Sätzen  kann  aber  der  Oang  eines  beliebigen  Lichtstrahles 
nur  in  solcher  Weise  gefunden  werden,  dass  man  von  einem  Punkte  des- 
selben wenigstens  zwei  neue  Strahlen  ausgehen  lässt  und  den  Yereinigungs- 
punkt  derselben  bestimmt.    Um  z;  B.  den  Weg  des  Strahles  A  M  (s.  Fig.  10) 
zu  finden ,  lässt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  N  derselben  einen  Strahl 
NO  durch  den  optischen  Mittelpunkt  0  gehen  und  einen  zweiten  Nm  paral- 
lel zur  Achse  AO  einfallen;  der  letztere  geht  durch  den  Brennpunkt  W  und 
schneidet  die  NO  rückwärts  in  T,     Der  Weg  des  Strahles  AM  nach  der 
Brechutkg  ist  die  durch  T  und  M  gezogene  MD. 

Durch  folgende  Betrachtung  wird  die  Sache  viel  einfacher.  (S. Fig.  II) 
Wählt  man  den  Punkt  N  so ,  dass  er  senkrecht  Über  F  liegt ,  so  werden  die 
NO  und  die  mF'  parallel;  es  muss  also  auch  die  MD  zu  iVO parallel  werden. 
Denkt  man  sich  demnach  durch  die  beiden  Brennj^unkte  F  und  ¥'  eine 
Ebene  senkrecht  zu  AO  gelegt ,  und  nennt  sie  Brennebene  und  bezeich- 
net eine  beliebige  durch  den  optischen  Mittelpunkt  gehende  Gerade  mit  dem 
Namen:  Nebenachse,  so  kann  man  folgenden  Satz  aufstellen,  mittelst 
dessen  sich  der  Weg  jedes  Lichtstrahles  sehr  leicht  ergiebt : 

Ein  Lichtstrahl,  welcher  durch   eine  Sammellinse  ge- 
brochen wird,  geht  hinter  der  Linse  parallel  zu  der  Ne- 
benachse fort,  welche  mit  ihm   aus  demselben  Punkte 
der  Brennebene  vor  der  Linse  kommt,   oder  trifft  die 
Brennebene  hinter  der  Linse  in  demselben  Punkte  wie 
die    Nebenachse,  welche    zu   ihm  vor  der  Linse   paral- 
lel ist. 
Man  hat  demnach  für  jeden  Strahl  zwei  sehr  einfache  Constructionen, 
die  in  Fig.  12  und  Fig.  13  dargestellt  sind.      Der  einfallende   Strahl  B  M^ 
(Fig.  12)  schneidet  die  Brennebene  Ff  vor  der  Linse  in  /*,  und  geht  daher 
hinter  der  Linse  parallel  zu  fO  nach  MD  fort.     Der  einfallende  Strahl  BM 
(Fig.  13)  tritt  parallel  zu  Of  ein  und  geht  daher  hinter  der  Linse  durch  den 
Punkt  /*' ,  in  dem  die  Nebenachse  Of  die  Brennebene  F*f  schneidet. 

Mit  diesem  Satze,  dem  wie  den  früheren  noch  die  Voraussetzung  zu 
Orunde  liegt ,  dass  die  Linsen  selbst  keine  Dicke  haben ,  also  als  Ebenen 
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betrachtet  werden  können,  welche  ihren  Brennehenen  parallel  sind  und  in 
der  Mitte  zwischen  denselben  liegen,  ist  es  leicht,  die  Erscheinungen  für 
irgend  eine  Combination  von  solchen  Linsen  richtig  darzustellen ,  und  nicht 
blos  80  oberflächlich ,  wie  es  bisher  in  Betreff  der  optischen  Instrumente  in 
den'meisten  Lehrbüchern  der  Physik  der  Fall  ist.  Als  Beispiel  diene  Fig.  14, 
welche  die  Construction  eines  zusammengesetzten  Mikroscops  darstellt. 

^19  ^1}  ^s  B^°^  ^^^  ^'^i  Linsen  desselben,  Objectiv-,  Collectiv-  und 
Ocularlinse  in  gegebenen  Stellungen ;  F| ,  jP,  ,  F,  die  Brennebenen  derselben 
80  gewählt,  dass  die  Construction  möglichst  durchsichtig  bleibt,  da  für  jede 
Linse  eine  Brennlinie  in  allen  Fällen  genügt.  Die  Stellung  des  Objectes 
ab  von  dem  Objective  0^  hängt  von  der  deutlichen  Sehweite  O^C  des  hinter 
dem  Ocular  0,  befindlichen  Auges  ab  und  muss  zuerst  construirt  werden. 
Dazu  lässt  man  vom  Ocular  einen  Strahl  fg  austreten ,  welcher  von  C  zu 
kommen  scheint;  dieser  musste  parallel  zu  O^g  auf  das  Ocular  fallen,  also 
in  der  Richtung  cf  von  der  Collectivlinse  0,  ausgetreten  sein;  er  musste 
demnach  aus  dem  Punkte  h  der  Brennebene  jPjA  vor  der  letzteren  kommen, 
oder  in  der  Richtung  de  von  dem  Objectiv  austreten;  folglich  musste  der 
Ton  c  einfallende  Strahl  parallel  zu  Oit  sein  und  die  Richtung  c<l  haben. 
Hit  dieser  Construction  sind  zugleich  die  Punkte  c"  und  c  gegeben  für  das 
iwischen  der  Collectivlinse  und  dem  Ocular  wirklich  entstehende  Bild  a'b" 
und  für  das  hypothetische  Bild  ab\  welches  ohne  Dazwischenkunft  der  Col- 
lectivlinse entstehen  würde.  Der  Weg  der  von  dem  Punkte  a  des  Objectes 
tosgehenden  Strahlen  ist  dann  nach  dem  Obigen  leicht  zu  finden ;  sie  schnei- 
den sich  alle  in  a'  und  gehen  so  von  dem  Ocular  aus ,  als  kämen  sie  von  J. 
Durch  den  Ort  des  Bildes  a*b" ,  ist  auch  die  Stellung  des  Diaphragma's 
DE  bedingt. 

Für  Zerstreuungslinsen,  bei  welchen  die  Brennpunkte  jPund  F*  ihre 
Stellen  gewechselt  haben ,  ändert  sich  der  obige  Satz  in  folgenden  um : 

Durch  eine  Zerstreuungslinse  wirdeinStrahl^3fso  ge- 
brochen, dass  er  entweder  parallel  zu  der  Nebenachse 
0/*  an  stritt,  welche  durch  denselben  Punkt  f  der^Brenn- 
ebene  F/'hinter  der  Linse  geht,  wie  der  verlängerte 
einfallende  Strahl  Fig.  15,  oder  dass  er  aus  demselben 
Punkt/*  der  Brennebene  F'f  von  der  Linse  zu  kommen 
scheint,  wie  die  zum  einfallenden  Strahl  parallele  Ne- 
benachse/"O,  Fig.  16. 

IIL 
Bei  der  Wunderscheibe(Phenakistoskop)  kann  der  Spiegel  erspart 
werden,  wenn  man  die  Löcher  in  einer  cylindrischen  Wand  anbringt,  welche 
wf  die  Scheibe  befestigt  ist.  Giebt  man  dieser  Wand  eine  grössere  Höhe, 
•0  können  auch  auf  der  inneren  Seit^  derselben  unter  den  Löchern  noch 
Figuren  angebracht  werden,  und  man  gewinnt  für  diese  einen  geeigneteren 
^um ,  als  bei  den  Sectoren  einer  Scheibe. 
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XVm.  üeber  die  Bestimmniig  der  mitüeren  Dichtigkeit  der  Erde. 
Das  in  Heft  1 ,  S.  68  dieses  Jahrganges  der  Zeitschrift  mitgetheilte  Verfah- 
ren zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  kann  leicht  zu  einer 
Nähemngsformel  verallgemeinert  werden ,  die  wenigstens  in  so  fem  von 
Interesse  ist,  als  die  zu  ihrem  Gebrauche  nöthigen  Beobachtungsdata  in 
grabenreichen  Gegenden  nicht  so  schwer  zu  erhalten  sind. 

Wenn  ein  Pendel  von  der  Länge  /  in  der  Zeit  T  an  dem  einen  Orte  n 
und  am  anderen  n^  Schwingungen  macht ,  so  hat  man  gleichzeitig 


mithin 


-—^znl/—  und   —  =  jr  7/  — , 


für  ein  Secundenpendel ,  welches  im  Horizonte  des  Meeres  86400  Schwing- 
ungen in  24  Stunden ,  an  einer  tiefer  liegenden  Stelle  dagegen  86400  +  P 
Schwingungen  in  derselben  Zeit  macht ,  also  p  Secunden  gewinnt ,  ist 
w,  =  86400  +  p ,  mithin 


,_/_86400_y_/        _p_\- 
g^       \86400-|-/)/        \   ^86400/ 


oder  kürzer,  weilp  in  der  Regel  nur  wenige  Secunden  beträgt. 


^1  86400  43200 

Die  Anziehung  der  ganzen  Erde  auf  die  an  ihrer  Oberfläche  befind- 
liche Masseneinheit  berechnet  sich  nach  der  bekannten  Formel 

g  =  %nkr  /i, 
worin  k  die  Anziehung  der  Masseneinheit  auf  die  in  der  Entfernung  1  be- 
findliche gleiche  Masse ,  r  den  Erdhalbmesser  und  ^  die  mittlere  Dichtig- 
keit der  Erde  bezeichnet;  ein  in  der  Tiefe  h  liegender  Punkt  gehört  zur 
Oberfläche  einer  mit  dem  Halbmesser  r — h  beschriebenen  Kugel  und  wird 
nur  von  dieser,  nicht  aber  von  der  umschliessenden  Kugelschaale  angezogen^ 
daher 

g,  =  %7tk{r—h)S. 

Entwickelt  man  hieraus  ~  und  vergleicht  diess  mit  dem  vorigen  Werthe, 

9\ 

so  hat  man 

1  —     P     _      ^^ 
43200       (r  —  K)b 

und 


43200  r 


Ti/V  hinreichender  Genauigkeit ,  weil  h  seht  klein  gegen  r  ist, 


Kleinere  Mittbeilungen.  129 


»>  '  =  ('+^)'('  +  7)^- 


Denkt  man  sich  ferner  die  Masse  der  Erde  zusammengesetzt  aus  der  Masse 
der  innem  Kugel,  deren  Halbmesser  r — h  und  deren  mittlere  Dichtigkeit 
=  Ä  ißt,  und  aus  der  Masse  der  Kugelschaale,  welche  die  Halbmesser  r  —  h 
and  r,  so  wie  die  mittlere  Dichtigkeit  t  besitzt,  so  hat  man  noch  die 
Gleichung 

inf^J  =  %n  (r— Ä)»«  +  f  «  [r»_(r  — /*)»]  e 
oder 

d.  i.  bei  Weglassung  der  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  — 


3)  ^     z/  =  (l— 3^)d  +  3^£. 


Die  Substitution  des  obigen  Werthes  von  8  giebt  bei  gleicher  Vernachlüs- 
gigung 

h 


\    ^  43200/ \  rj      ^ 


r 


und 


4)  J=  ** 


■-('+i4)('-'7y 

Die  mittlere  Höhe  des  Continentes  über  der  Meeresfläche  beträgt  1000 
FQ88  engl. ,  wenn  daher  alles  Land  L  und  alles  Meer  M  zu  einer  Kugel- 
Bcbaale  von  der  Dicke  h  vereinigt  werden,  so  ist  die  Masse  der  letzteren 
einerseits  =  ä  (Z  +  ^/)  e ,  andererseits  =  (1000  +  h)  .  2,75  .  L  +  hM^  wobei 
die  Dichtigkeit  des  Wassers  =  1  und  die  des  Landes  =  2,75  gesetzt  wurde. 
Da  femer  die  Oberfläche  des  Meeres  2,815  mal  soviel  als  die  Oberfläche  des 
Landes  beträgt,  so  hat  man  ilf  ==  2,815  .  Z  zu  nehmen,  folglich 

(1000  +  Ä)  .  2,75  .L  +  h.  2,815  .L  =  h.  3,815  .  Z  e , 
woraus 

5,565  .  k  +  2750 


5) 


3,815  .  h 


l^urch  Substitution  dieses  Werthes  in  Nr.  4  ergiebt  sich 

3^ 
_  7 5,565 .  k  +  2740 

V    ^  43200/ \  r/ 

oäor  kürzer 
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6)  ^^0,lSS61.'.^^Jt±^, 

43200 
^obei  h  und  r  in  engliscben  Füssen  auszudrücken ,  also  r  =  4000  Meilen 
=  4000  .  5280'=  21120000'  zu  setzen  ist. 


XIX.  üeber  die  Lage  der  SchwingongBebeiie  des  geradlinig  polari* 
sirten  Lichts  gegen  die  Folarisationsebene  giebt  Herr  Holtzmann  (Pog- 
gend.  Annal.  Bd.  99,  S.  446)  eine  Entscheidung  dahin  ab,  dass  beide 
Ebenen  zusammenfallen.  Die  yon  ihm  zu  dem  Ende  angestellten 
Beobachtungen  und  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  das  gebeugte  Licht 
und  sind  im  Wesentlichen  folgende. 

Fällt  auf  ein  Beugungsgitter  mit  parallelen  vertikal  stehenden  Spalten 
ein  polarisirtes  Lichtbündel  in  horizontaler  Richtung,  go  wird  dasselbe  in  ho- 
rizontaler Richtung  durch  Beugung  ausgebreitet  werden  und  seine  Schwing- 
ungen können  in  vertikale ,  oder  mit  der  Spalte  parallele  und  in  horizon- 
tale zerlegt  werden.  Die  vertikalen  Schwingungen  erleiden  durch  die 
Beugung  keine  Veränderung,  dagegen  lassen  sich  die  horizontalen  wieder 
zerlegen  in  solche ,  welche  in  der  Richtung  eines  gebeugten  Strahles  liegen 
und  als  Licht  nicht  empfunden  werden,  und  in  solche,  welche  normal  auf 
diese  gerichtet  sind  und  als  zu  der  Richtung  des  gebeugten  Strahles  trans- 
versale Wellen  fortgehen.  Diese  setzen  sich  mit  den  nach  derselben  Richt- 
ung fortschreitenden  vertikalen  zum  gebeugten  Licht  zusammen.  Das  ge- 
beugte Licht  besitzt  sonach  dieselbe  vertikale  aber  eine  kleinere  horizontale 
Componente,  als  das  einfallende  Licht  und  seine  Schwingungsehene  oder 
Richtung  kann  sonach  mit  derjenigen  des  einfallenden  Lichtes  nicht  zu- 
isammenfallen ,  sondern  muss  mit  der  Vertikalen  einen  kleinem  Winkel  als 
jene  bilden. 

Ist  nun- unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  Transversalwellen  auf  das 
Gitter  fallen ,  s  der  Abstand  eines  Aethertheilchens  von  seiner  Oleichge* 
wichtslage  und  a  der  Winkel  der  Schwingungsrichtung  mit  der  Vertikalen, 
so  ist  die  Vertikalprojection  von  s,  oder  die  oben  bezeichnete  vertikale 
Componente 

s  cos  a 
und  die  horizontale ,  in  die  Ebene  des  Gitters  fallende 

s  sin  a. 
Für  einen  gebeugten  Strahl,  welcher  mit  der  Fortsetzung  des  einfallenden 
den  Beugungswinkel  ß  bildet,  zerfällt  die  letztere  horizontale  Schwingungs- 
componente  in  eine  mit  der  Richtung  des  gebeugten  Strahles  zusammenfallende 

s  sin  a  sin  ß 
und  in  eine  normal  auf  demselben  gerichtete 

s  sin  o  cos  ß. 
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Diese  letzte  Schwingung  giobt  mit  der  vertikalen  s  cos  a  die  transversale 

Schwingung  des  gebeugten  Strahles,  welche  gegen  die  Vertikale  unter  einem 

Winkel  cri  geneigt  ist ,  für  den  man 

s  sin  acos  ß 
A)  tg  as= r-  =  ig  cc  cos  ß 

'  S  cos  tt 

hat  —  eine  Formel,  welche  mit  der  von  Stokes  in  seiner  Abhandlung  über 
die  dynamische  Theorie  der  Beugung  auf  anderem  Wege  entwickelten  über- 
einstimmt. Ist  nun  der  Winkel,  welchen  die  Polarisationsebene  des  einfallen- 
den  Strahles  mit  der  vertikalen  bildet ,  durch  Messung  =  /  gefunden  wor- 
den, ebenso  der  Winkel  der  Polarisationsebene  des  gebeugten  Strahles  =/i, 
BO  stehen  beide  Winkel  in  derselben  durch  A)  gegebenen  Abhängigkeit  von 
einander,  wenn  die  Polarisationsebene  mit  der  Schwingungsebene  zusam- 
menfllllt.  Sind  dagegen  beide  Ebenen  auf  einander  senkrecht  gestellt,  so 
moss  man  in  A)  statt  der  Tangenten  von  o  und  oj ,  die  Cotangenten  von 
/  Qnd  /i  einsetzen  und  daraus  folgt  das  einfache  Entscheidungsmerkmal, 
dass,  wenn  y,  kleiner  als  y  ist,  das  Lichtin  der  Polarisations- 
ebene schwingt,  dagegen  im  umgekehrten  Falle  Schwingungs-  und  Po- 
larisationsebene normal  auf  einander  stehen. 

Diese  Beobachtungs  -  und  Entscheidungsweise  hat  auch  Stockes  ge- 
wählt, obgleich  sein  Resultat  ganz  das  entgegengesetzte  von  demjenigen 
ist,  zu  welchem  Herr  Holtzmann  gelangt  ist.  Der  letztere  Beobachter 
vennuthet  die  Ursache  dieser  Abweichung  in  der  Anwendung  von  Gittern, 
welche  durch  Theilungen  in  Glas  vermittels  Einschneiden  mit  demDiamante 
hergestellt  werden  und  deren  sich  Stockes  bei  seinen  Versuchen  bedient 
hat  Diese  geben  aber  nach  eignen  Erfahrungen  des  Herrn  Holtzmann,  der 
anfänglich  auch  mit  solchen  operirt  hat ,  noch  zu  wenig  haltbare  Data  in 
Folge  der  für  diese  Beobachtungen  noch  zu  groben  und  unregelmässigen 
Schnittflächen  des  Gitters.  Viel  geeigneter  hat  sich  hierzu  Herrn  Holtzmann 
ein  Schwerd'sches  Russgitter  erwiesen.  Die  Resultate  seiner  Mess- 
ungen verglichen  mit  der  Formel  giebt  folgende  kleine  Tabelle  an : 


Winkel  der  Po- 
larisations- 

Winkel  der  Polaris ations- 

Bengongs- 
winkel  ß 

ebene  des  ein- 
fallendenLich- 
tes  mit  derVer- 

richtung  am  gebeugten 

Lichte  mit  der  Vertikalen 

tfi  oder  yi 

Differenz. 

^     tikalen 

a  oder  y 

beobachtet                berechnet 

10«  36' 

45«  36' 

44«  27'      . 

45«     9' 

—0     42' 

20«  17 

44       5 

40     32 

•42     15 

—  1«  43 

20     35 

45     36 

40     52 

43     43 

—  2     51 

31       5 

45       0    . 

38       6 

40     35 

2     29 

33     15        1 

45     36 

38      4 

1       40     ^% 

\          ^     ^5i 

\ 
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Die  Winkel  der  Polarisationsebene  gegen  die  Vertikale  sind  im  gebeug- 
ten Lichte  nach  dieser  Tabelle  entschieden  kleiner  als  beim  einfallenden 
Lichte,  so  dass  also  nach  Obigem  die  Schwingungsrichtang  mit  der  Polari- 
sationsebene zusammenfallen  muss.  Zugleich  ist  aber  auch  aus  den  Diffe- 
renzen der  beobachteten  und  berechneten  Werthe  von  «j  ersichtlich,  dass 
die  Formel  A)  nicht  genau  den  Winkel  der  Schwingungsrichtung  gegen  die 
Vertikale  zu  geben  scheint  und  dass  hier  noch  Etwas  zu  untersuchen  übrig  ist. 
Das  Zusammenfallen  der  Polarisations  -  und  Schwingungsebene  hat 
Herr  Holtzmann  auch  noch  auf  folgendem  Wege  dargethan.  Lässt  man  das 
gebeugte  Licht  durch  ein  doppeltbrechendes  Prisma  gehen,  dergestalt,  dass 
die  beiden  durch  dasselbe  gesehenen  Bilder  vertikal  Über  einander  stehen, 
so  wird  bei  der  gewöhnlichen  Constructionsart  dieser  Prismen  das  eine  die- 
ser  Bilder  durch  die  horizontalen  Schwingungscomponenten ,  nämlich 

s  sin  a  cos  ß 
und  das  andere  durch  die  vertikalen 

s  cos  a 
gebildet.   Die  Intensitäten  beider  Bilder  stehen  somit  im  Verhältuiss  von 

{igacosßy;!. 
Wählt  man  a  =  45*^  oder  stellt  die  Polarisationsebene  unter  45*^  gegen  die 
Vertikale,  so  werden  sich  die  Intensitäten  verhalten  wie 

C05  /P  :  I , 
also  beispielsweise  für  ß  =  30*  wie 

3:4, 
welches  schon  ein  wohl  bemerkbares  Intensitätsverhältniss  ist.     Der  Vor- 
aussetzung nach   muss  das   schwächere  Bild  das  durch  ^ie   horizontalen 
Schwingungen  erzeugte  sein. 

Herr  Holtzmann  liess  nun  Sonnenlicht  durch  eine  vertikale  Spalte  in 
ein  dunkles  Zimmer  treten,  das  zunächst  durch  einen  Nicol  polarisirt  wurde, 
dessen  Hauptschnitt  zuerst  45  °  gegen  die  Vertikale  geneigt  war ,  hierauf 
durch  das  Kussgitter  gehen  und  beobachtete  in  gewöhnlicher  Weise  die 
Beugungsspectra  durch  ein  hinter  demselben  aufgestelltes  Fernrohr,  das  um 
die  Mittellinie  des  Gitters  horizontal  beweglich  war.  Vor  das  Ocular  des 
Fernrohrs  wurde  ein  doppelt  brechendes  Prisma  so  angebracht  oder  gedreht, 
dass  der  Vertikalfaden  des  Fadenkreuzes  in  beiden  Spectren  in  einer  Ver- 
tikale erschien. 

Für  die  Mitte  der  Beugung  oder  für  j5  =  0,  wo  die  Spalte  weiss  sieht, 
wurden  beide  Bilder  gleich  hell  gesehen,  dagegen  wurde  ungefähr  bei 
ß  =  20®  das  eine  der  Bilder  merklich  dunkler  als  das  andere  und  diese  Dif- 
ferenz in  der  Helligkeit  nahm  mit  der  Entfernung  von  der  Beugungsmitte  ganz 
merklich  zu.  Wie  erwähnt,  ist  hier  das  schwächere  Bild  das  durch  die 
horizontalen  Schwingungen  erzeugte. 

Wurde  aber  zweitens  auf  dieselbe  Weise  das  Licht  untersucht,  welches 
durch  den  ersten  Nicol  kommt,  wenn  derselbe  mit  seinem  Hauptschnitte  v  er- 
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tikal  gestellt  ist,  so  blieb  das  Bild,  welches  früher  das  schwächere  war, 
«nd  das  stärkere  verschwand ,  d.  h.  der  Nicol,  dessen  Hanptschnitt  vertikal 
steht ,  lässt  nur  horizontale  Schwingungen  durch ,  oder  die  Schwing- 
angen  des  durchgeIassenen(au8serordentlichen)Lichts  geschehen 
in  der  Polarisations ebene. 


üeber  den  Einflnss  der  Temperatur  auf  die  Kraft  der  Magnete 
macht  Herr  Dufour  in  Lausanne  vorläufig  aus  einer  grösseren  Reihe  von 
Versuchen  folgende  bemerkenswetrhen  Resultate  bekannt  (Poggend.  Ann. 
Bd. 99,  8.476).  Wird  ein  Magnetstab  über  die  Temperatur,  bei  der  er 
magnetisirt  worden  ist ,  erhitzt ,  so  verliert  er,  wie  schon  von  früher  her  be- 
kannt ist,  einen  Theil  seiner  Kraft,  und  nur  ein  gewisser  Theil  des  Ver- 
hstes  wird  wieder  ersetzt,  wenn  der  Stab  auf  seine  frühere  Temperatur 
zurückgebracht  wird.  Es  fragt  sich  nun ,  ob  und  wie  die  Kraft  des  Stabes 
sich  verändert,  wenn  seine  Temperatur  unter  diejenige,  bei  welcher  er  magne- 
tiiirt  wurde,  erniedrigt  wird. 

Hierauf  bezügliche  Untersuchungen  wurden  an  fünf  verschiedenen 
SUben  vorgenommen.  Sie  wurden  bei  einer  verhältnissmässig  hohen  Tem- 
peratur (die  vier  ersten4)ei  gegen  60®,  der  letze  bei  6 — 8*^)  mit  verschiede- 
ner Magnetkraft,  welche  durch  ein  magnetisches  Pendel  bestimmt  wurde, 
▼ersehen  und  hierauf  niedrigem  Temperaturen  ausgesetzt  (an  den  vier  ersteren 
wnrde  dieselbe  bis  auf  3® — 0^,  an  dem  letzten  bis  — 22®  bis  — 25®herabge- 
drfiekt)  wobei  die  Magnetkraft  auch  für  mehre  zwischen  liegende  Tempera- 
turen mittelst  desselben  Pendels  untersucht  wurde.  Diese  Versuche  haben 
nnn  durchgängig  ergeben ,  dass  die  Magnetkraft  gleichfalls  durch  Tempera- 
toremiedrigung  geschwächt  wird  und  zwar  (wenigstens  innerhalb  der  Ver- 
rachsgrenz^n)  unter  übrigens  gleichen  Umständen  um  so  mehr,  je  niedriger 
die  Temperatur  sinkt.  Verbindet  man  diese  Beobachtungen  mit  den  schon 
früher  bekannten  auf  Temperaturerhöhung  bezüglichen,  so  ergiebt  sich  als 
allgemeineres  Gesetz : 

Bei  welcher  Temperatur  ein  Sfahlstab  auch  magnetisirt 
lein  möge,  seine  Magnetkraft  wird  durch  jede  Temperatur- 
Veränderung  geschwächt. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  die  Intensität  des  Magneten  von  dem  Mo- 
lecnlarzustand  desselben  abhängig  und  mit  demselben  veränderlich  ist. 

Besonders  bemerkenswerth  hierbei  ist  noch ,  dass  die  Menge  des  Mag- 
netismus, welche  ein  Stahlstab  aufnehmen  kann;  von  derMagnetisirungstem- 
peratar  abhängig  ist.  Je  niedriger  dieser  Temperatur,  desto  grösser  im  All- 
gemeinen die  Menge  des  Magnetismus.  Hat  indess  der  Stab  bei  irgend 
einer  Temperatur  eine  gewisse  Magnetkraft  erhalten,  so  verliert  er  bei 
legend  einer  Molecularverändemng  einen  Theil  derselbew.  Ei\Tk^¥itV.^VcQciv<^ 
l^ewirkt  diesen  Verlast,  weDu  die  Temperatur  des  3la\>QA  uiiV^T  ^\^^^^^; 
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tisirungBtemperatar  gebracht  wird.  Wenn  dagegen  die  Temperatur  des  zu- 
vor erwärmten  Magnets  (wobei  er  auch  einen  Theil  seiner  Kraft  verloren 
hat)  sich  beim  nachherigen  Erkalten  der  Magnetisimngstemperatnr  wieder 
nähert,  so  ist  diese  Erkältung  wieder  mit  einer  (relativen)  Verstärkung  der 
Kraft  begleitet. 

Diese  Veränderungen  sind  wichtig  und.  in  Betracht  zu  ziehen  bei  vielen 
die  Intensität  betreffenden  Untersuchungen ,  z.  B.  bei  Beobachtungen  über 
die  Intensität  des  Erdmagnetismus  verschiedener  Orte  etc. 

Herr  Dnfour  hofft  bald  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  über  die 
von  der  Temperatur  des  Stahls,  seiner  Magnetisirungstemperatur ,  Härte 
u.  s.  w.  abhängigen  Veränderungen  der  Magnetkraft  in  einer  ausführlichem 
Arbeit  veröffentlichen  zu  können.  Inzwischen  hat  er  von  seinen  weiteren 
Beobachtungen  über  denselben  Gegenstand  unter  andern  noch  folgendes 
bemerkenswerthe  Resultat  bekannt  gemacht  {Archive  de  Geneve  71  3S,  p,  50. 
1856  Sept.), 

Wird  ein  bei  einer  gewissen  Temperatur,  z.  B.  50®,  magnetisirter  Stab 
zu  wiederholten  Malen* bis  auf  0®  erkältet  und  auf  die  ursprüngliche  Mag- 
netisirungstemperatur gebracht,  so  wird  er  zuletzt  nach  etwa  10  Tempera- 
turwechseln gegen  Temperaturveränderungen  nahe  zu  unempfindlich. 

Hiermit  stehen  indess  die  Resultate  von  Versuchen,  welche  Herr 
Wiedemann  über  den  Magnetismus  der  Stahlstäbe  angestellt  und  in 
Poggend.  Ann.  Bd.  100,  S.242  veröffentlicht  hat,  in  einigem  oder  theilweisem 
Widerspruch. 

Derselbe  magnetisirte  unter  andern  einen  Stab  mittels  einer  Inductions- 
spirale  bei  18®  und  brachte  dessen  Temperatur  wiederholt  durch  Einlegen 
in  kochendes  Wasser  und  schmelzenden  Schnee  auf  100®  und  0®.  Die  dabei 
aufeinanderfolgenden  Magnetisirungen  wurden  (durch  die  Schwingungen 
eines  magnetischen  Stahlspiegels  gemessen)  durch  die  Zahlen     * 

118  75,6  96,5  70,8  92,5  69,5  92  69,a  92 
dargestellt.  Nach  noch  zehnmaligem  Erwärmen  und  Erkälten  hatte  sich 
der  Magnetismus  des  Stabes  kaum,  nach  fernerem  zwanzigmaligen  Tempe- 
raturwechsel gar  nicht  mehr  verändert.  Bei  0®  betrug  sein  Magnetismus 
stets  92,  bei  100®  69,3.  Ein  anderer  Stab,  der  bei  100®  magnetisirt,  dann 
auf  0®  erkältet  und  wiederholt  erwärmt  und  erkältet  wurde,  zeigte  anfäng- 
lich die  Magnetismen 

122     103     89     85,3. 
Nach  fünfzehnmaligem  Erwärmen  und  Erkälten  betrug  sein  Magnetismus 
bei  0®  83,  bei  100®  79  und  dieser  Magnetismus  änderte  sich  nicht  weiter,  als 
der  Stab  ferner  abwechselnd  in  kochendes  Wasser  und  schmelzenden  Schnee 
eingelegt  wurde. 

Es  werden  somit  bei  öfterem  Erwärmen  und  Erkälten  eines  Magnet- 
stabes die  jedesmaligen  Verluste  im  Magnetismus  immer  kleiner,  so  dass 
zuletzt  der  Magnetstab  bei  jedesmaliger  Kücikkebx  tm  einer   bestimmten 
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Temperatur  innerhalb  der  Grenzen  des  wiederholten  Temperaturwechsels 
auch  einen  bestimmten  Magnetismus  wieder  annimmt.  Dieser  Magnetismus 
ist  indess  bei  höherer  Temperatur  kleiner  als  bei  niederer. 

Aus  noch  anderweitigen  Versuchen  mit  Stahlstäben,  die  verschiedenen 
Temperaturen  ausgesetzt  und  dabei  hinsichtlich  ihres  Magnetismus  unter- 
sacht wurden,  zog  Herr  Wiedemann  folgende  zum  Theil  mit  den  oben  er- 
wähnten tibereinstimmende  Kesultate : 

Magnetisirt  man  einen  Stab  bei  einer  bestimmten  Temperatur  und  er- 
wärmt ihn,  so  verliert  er  einen  Theil  seines  Magnetismus.  Nach  dem  Er- 
kalten nimmt  er  einen  Theil  des  verlorenen  Magnetismus  wieder  an.  Der 
Verlost  hierbei  ist  nahezu  dem  ersrten  Magnetismus  proportional.  Eine  zweite 
Erwärmung  und  Erkältung  bewirkt  zwar  dasselbe  wie  der  erste  Tempera- 
tarwechsel aber  in  viel  schwächerem  Grade.  Der  Verlust  an  Magnetismus 
ist  hierbei  etwa  nur  ein  Achtel  des  ersten  Verlustes.  (Eine  natürliche  Folge 
davon  ist  nun  die  vorhererwähnte  constante  Grenze,  der  sich  der  Magnetis- 
mus bei  weiteren  Wiederholungen  des  Temperaturwechsels  nähert.) 

Ein  bei  höherer  Temperatur  (100^)  magnetisirter  Stab  verliert  beim 
Erkalten  einen  Theil  seines  Magnetismus  und  durch  erneuertes  Erwärmen 
verliert  er  noch  einen  ferneren  Theil  desselben.  Wird  er  jetzt  wieder  er- 
kältet, so  nimmt  er  einen  Theil  seines  verlorenen  Magnetismus  wieder  an. 
Wiederholte  Erwärmungen  vermindern,  wiederholte  Erkältungen  vermehren 
den  Magnetismus  des  Stabes.  Es  verhält  sich  also  ein  bei  höherer  Tempe- 
ratur magnetisirter  Stab,  abgesehen  v'on  seinem  Verhalten  bei  der  ersten 
Erkältung,  wie  ein  bei  gewöhnlicher  Temperatur  magnetbirter,  der,  wie 
schon  früher  bekannt,  beim  Erhitzen  Magnetbmus  verliert  und  denselben 
beim  Erkälten  zum  Theil  wieder  erhält. 


Bereitung  der  Alizarin -Tinte'*'),  von  August  Leonhardi 
in  Dresden  (patentirt  für  mehrere  Staaten  Deutschlands).  Aleppische 
Galläpfel  43  Theile  und  holländischer  Krapp  (von  dessen  rothem  Farb- 
stoffe Alizarin  der  Name  entlehnt  ist)  3  Theile  werden  mit  so  viel  Wasser 
warm  ausgezogen,  dass  die  Flüssigkeit  120  Theile  beträgt.  Nach  dem  Fil- 
triren  setzt  man  hinzu 

1  ^  Theile  Indiglösung 

5^      „       Eisenvitriol  und 

2  „      Holzessigsaure  Eiscnlösung. 


*)  Da  die  Tinte  eine  nicht  an  wesentliche  Bolle  unter  den  nothwendigen  Reqni- 
liten  des  Lebens  spielt,  so  wird  man  die  Aufnahme  folgender  Notvi  au  d\^%^iELQ\\A 
wenigstens  su  eDtaohuldigen  wiBsen, 
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Fast  sämmtliche  Vorschriften  zur  Bereitung  von  Tinten ,  welche  bis 
jetzt  existiren,  gehen  darauf  hinaus,  eine  gerbstoffhaltige  Substanz  mit  Was- 
ser auszuziehen  und  diesem  Auszuge  ein  Eisensalz  zuzusetzen,  wodurch 
sich  gerbsaures  Eisenoxjd  bildet.  Dieses  ist  aber  eine  unlösliche  Verbind- 
ung ,  die  sich  sehr  bald  in  der  Tinte  absetzen  würde ,  wenn  nicht  arabisches 
Gummi  hinzukäme,  welches  den  Niederschlag  in  der  Tinte  schwebend  er- 
hält. Diese  Tinten  erhalten  dadurch  das  Unangenehme,  dass  durch  Ab- 
dunsten von  Wasser  im  offenen  Tintengefass  der  Oummischleim  die  Tinte 
zu  sehr  verdickt,  das  Absetzen  der  unlöslichen  Eisenverbindung  doch  nicht 
ganz  verhindert  wird  und  sich  auch  durch  Umwandlung  des  Gerbstoffs  in 
Gallussäure,  welche  nur  in  der  hundertfachen 'Menge  Wasser  löslich  ist, 
noch  mehr  Absatz  bildet.  Diese  Uebolstände  sind  bei  der  Alizarin  -  Tinte 
vermieden , *nndem  1)  diese  kein  Gummi  enthält,  2)  der  Niederschlag  von 
gerbsaurem  Eisen  durch  Zusatz  von  schwefelsaurem  Indig  verhütet  und 
3)  das  Schimmeln  durch  diesen  Zusatz  und  durch  das  holzessigsaure  Eisen 
unmöglich  gemacht  wird. 

Die  Zerstörung  der  Stahlfedern  durch  die  gewöhnlichen  Tinten  ist  mehr 
eine  mechanische  als  eine  chemische,  da  die  Krusten  beim  Losbröckeln  von 
der  Feder  stets  etwas  Metall  mit  fortnehmen.*)  Durch  die  Weglassung  des 
Gummi  in  der  Alizarin-Tinte  ist  aber  der  Krustenbildung  vergebeugt.  Der 
Zusatz  von  schwefelsaurem  Indig  schadet  den  Stahlfedern  nicht ,  da  —  wie 
Thomas  und  De lisse  fanden  (Dingler*s  poljtechn.  Joum.  Bd.  107,  S.446) 
—  die  Metalle  durchaus  nicht  von  Beizflüssigkeiten  angegriffen  werden, 
'wenn  letzterer  eine  organische  Substanz  zugesetzt  wird,  wie  z.  B.  Gljcerin, 
Gerbstoff  u.  s.  w. 

Ausserdem  besitzt  die  Alizarin  -  Tinte  die  vortreffliche  Eigenschaft 
leicht  aus  der  Feder  zu  fiiessen  und  auf  dem  Papiere  bald  ein  tiefesSchwarz 
anzunehmen,  sowie  als  Copirtinte  brauchbar  zu  sein. 

(Mittheil,  des  Gewerbe -Vereins  für  d.  K.  Hannover  1866. 
4.  Heft,  S.  193.) 


*)  Dem  steht  freilich  entgegen,  dass  Stahl -Zeichenfedem  trotz  der  ziemlich  viel 
Gummi  enthaltenden  Tasche  lan^^e ,  unter  übrigens  gleichen  Umständen  auch  viel 
länger  als  Schreibfedern  beim  Gebrauch  der  Alizarin -Tinte,  brauchbar  bleiben. 


VII. 
üeber  die  Besser  sehe  Funktion. 

Von     O.     SCHLÖMILCH. 


X/arcb  seine  „  Untersnchang  des  Theils  der  planetarischen  Störungen, 
welcher  aus  der  Bewegung  der  Sonne  entsteht"*),  wurde  Bessel  auf  eiA 
eigenthümliche  Transcendente  geführt,  die  auch  in  der  Theorie  der  Wärme  **) 
▼orkommt,  und  in  neuester  Zeit  durch  die  Störungsrechnungen  des  Herrn 
Dir.  Hansen***)  zu  einer  solchen  Bedeutung  gelangt  ist,  dass  sich  Letz- 
terer zu  einer  beträchtlichen  Erweiterung  der  BesseT sehen  Tafel  jener 
Funktion  veranlasst  sah.  Wenn  nach  diesen  Thatsachen  die  erwähnte 
Transcendente ,  die  wir  nicht  besser  als  mit  dem  Namen  ihres  Entdeckers 
bezeichnen  zu  können  glauben ,  gewiss  alle  Aufmerksamkeit  verdient  und 
man  noch  binzubemerkt ,  dass  die  genannten  Analytiker  nur  die  für  ihre 
niebsten  Zweeke  nötbigen  Eigenschaften  derselben  entwickelt  haben ,  so 
dürfte  der  nachstehende  Versuch  einer  Theorie  jener  Transcendente  viel- 
leicht nicht  überflüssig  erscheinen. 

§.  I. 

Denken  wir  uns  die  Exponentialgrösse  e   ^        ''^^   in  eine  Keihe  von 
der  Form 

a  +  ba:  +  cx*  + 

+  ^  +  i  + 

entwickelt ,  so  verstehen  wir  unter  Bessel*  scher  Funktion  den  Coefficien- 
ten  von  a:+*  und  bezeichnen  dieselbe  mit  /l,4.ji>  wobei  X  das  Argument,  +n 
der  Index  der  Funktion  heissen  möge ;  in  dem  besonderen  Falle ,  wo  alle 
vorkommenden  Funktionen  ein  und  dasselbe  Argument  besitzen,  werden 
wir  das  obige  Zeichen  durch  Weglassung  des  Argumentes  abkürzen,  also: 


*)  Abbandlangen  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften;  ans  dem  Jahre  1824 
••)  FouHer,  Theorie  de  la  chalew.   Cap.  VI. 

•♦♦)  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger  Excentricitftt 
nnd  Neigung.    1.  Theil.  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.  Qpiha  1843. 
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Um  zanächst  die  Transcendenten  negativer  Indices  auf  Transcenden- 

ten  positiver  Indices  zurückzuführen,  lassen  wir an  die  Stelle  von  x 

sc 

^eten  und  bemerken,  dass  sieb  hierbei  die  linke  Seite  nicht  ändert;  die 
Vergleicbung  der  rechten  Seiten  giebt  dann 

2)  J^n  =  (—  !)•  /«. 

Es  ist  daher 

r-i i  + 

^  X  X^         X 

mithin  kann  man  sich  auf  die  Untersuchung  der  Transcendenten  positiver 
Indices  beschränken. 

Die  linke  Seite  der  vorigen  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  gleich- 
zeitig —  iL  für  iL  und  —  x  für  x  gesetzt  wird ;  die  Vergleicbung  der  ent- 
sprechenden rechten  Seiten  führt  zu  der  Relation 

4)  /_!.,  =  (-l)«/l.„ 

die  in  Verbindung  mit  Nr.  2)  die  Identität  von  J^^^^n  und  jj^^^^»  ken- 
nen lehrt. 

Bleiben  wir  zunächst  bei  den  Transcendenten  desselben  Argumentes 
stehen,  so  können  wir  leicht  eine  Beziehung  zwischen  /»—i)  Jn  und  Jn-^\ 
entdecken ;  wir  entwickeln  nämlich  einerseits  den  DifFerentialquotienten  der 
Gleichung  3),  d.  i. 


(..i)/(^-i) 


mu 


X^  X^  X 

Itipliciren  andererseits  die  Gleichung  3)  mit  A  (l+ -|)  und   vergleichen 

die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x.    Wir  erhalten  auf  diesem  Wege 
die  Kelation 

oder 

Die  letzte  Gleichung  dient  zur  Berechnung  von  /|,+  i,  wenn  /„  und  Jn—i 
gegeben  sind;   für  n  =  0  kommt  man  auf  die  schon  bekannte  Formel 


Von  O.  ScHLöMiLcn.  -  1 39 

/,  =  —  J^x  zurück,  und  es  ist  daher  n  =  l  der  kleinste  Werth  von  n ,  für 
welchen  die  Gleichung  6)  eine  praktische  Brauchbarkeit  besitzt.  Man  er- 
hält jetzt  der  Reihe  nach 

•'f  —  ^  •'1         •'o» 
A 

/,=(|-i)-^.-f-^„ 

''<i-^)'-ih-')'- 

■    '.=@-Vt+')^.-(M)^.. 

u.  s.  w. 
Die  allgemeine  Form  von  /« ,  ausgedrückt  durch  /,  und  Jq  ,  ist  demgemäss 

wobei  übrigens  die  mit  a  bezeichneten  Coefficienten  nach  einem  ziemlich 
yerwiekelten  Gesetze  gebildet  zu  sein  scheinen. 

Um  -die  independente  Form  von  J^^^  kennen  zu  lernen,  multipliciren 
wir  die  beiden  Gleichungen 

1       ^1.2  1.2.3 


""     '""  1   X  ^l.2x*      1.2.3a^"^ 

und  vergleichen  das  Produkt  der  beiden  Reihen  mit  der  in  Nr.  3)  vorkom- 
menden Reihe.  Unter  Benutzung  des  Sjmboles  nC  als  Abkürzung  für  die 
Permutationszahl  1 .  2  .  3  . . .  m  stellt  sich  das  Resultat  jener  Operation  in 
folgender  Gestalt  dar 

iL*  k^  V 

7  1  ___Z L  — Z L 

•^0—1       r.r^2'.2'       8'.3'^"" 

•^•— r     r.2'+2\3'     3\4'"'"'  •• 

•^•''  2»'"r.3'"^2\4'       3\5^"^"       • 

A»       Ji__,^ ^'      . 

"~3'       r.4'"^2\5'       3\6'"*'*'" 


u.  s.  w. 
Hiernach  wKre  die  allgemeine  Form 


Vi^ 
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^n  X"+^  it"'*'*  ;^ii+6 

wobei  für  n  =  0  der  Ausdruck  0*  für  l  gerechnet  werden  muss ,  wie  es  der 
Theorie  der  Gammafunktionen  zufolge  in  der  Ordnung  ist.  Von  der  Rich- 
tigkeit der  vorliegenden  induktorischen  Formel  überzeugt  man  sich  leicht 
mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  +  Ij  wenn  man  die  nach  Nr.  8)  gebilde- 
ten Werthe  von  /„  und  /»— i  in  die  Gleichung  6)  substituirt  ^). 

Bevor  wir  die  aus  der  independenten  Bestimmung  von  /„  fliessenden 
Consequenzen  erörtern ,  wollen  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  erst  noch 
einige  Eigenschaften  der  B es seT sehen  Funktion  entwickeln,  die  sich  aus 
den  Gleichungen  3)  und  5)  gelegentlich  ableiten  lassen. 

§.2. 
Geben  wir  der  Gleichung  3)  die  Form 

80  lassen  sich  rechter  Hand  zwei  bekannte  Sätze  anwenden ,  die  folgender- 
raaassen  lauten  {Cauchy,  Cours  d' Analyse ^  Note  IIL,  po^e  550);  für  gerade 
m  ist 

*V^W  ^2.4\         xJ  ^  2.4.6.8  \         xj 

(m  +  4)(m  +  2)m.m(m--2)(m— 4)/   _iY   . 
"•"  2.4.6.8.10.12  V        xJ   '^ 

dagegen  hat  ihan  für  ungerade  m 

(m  +  3)  (m  +  1)  m(m—  1)  (m  — 3)/    _  1 V   . 
"^  2.4.6.8.  10  V       x)   '^ 


*)  Giebt  man  der  Gleichung  8)  die  Gestalt 

J         -?L(,__i!_4.___i* \ 

A'»»^«'!^      r(n+l)"^      2'fit+l)  («  +  2)  •••) 

So  erkennt  man  leicht,  dass  sich  </.  ^  durch  die  hypergeometrische  Reihe 

ausdrücken  lässt ;  man  hat  nämlich 

wenn  gleichzeitig  a  =  /?  :=  od  genommen  wir8. 
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Die  unter  Nr.  9)  vorkommende  Reihe  verwandelt  sich  jetzt  in  eine  an- 
dere nach  Potenzen  von  x fortschreitende  Reihe,  und  diese  lässt  sich 

X  ' 

mit  der  anmittelbar  bekannten  Reihe 

vergleichen ;  man  erhält  auf  diese  Weise 

W)  /o  +  2/.  +2/,+  2/e+....         =1, 

1^1  +3/, +  6/5  +  7/,  +  ....         =A, 

^Jt  +  4V4  +  6«/,  +  8«/e  + =  2A*, 

2.3.4/8  +  4.5.6/5  +  6.7.8/7  + =  4A', 

u.  s.  w. 

Die  Vereinigung  der  zweiten  and  vierten  Gleichung  giebt  noch 

l»/i  +  3"/,  +5V5  +  . . .  =  A  +  4A». 

Hiemach  ist  zu  vermuthen ,  dass  für  ungerade  p  eine  Gleichung  von  der 
Form 

11^  /      ^''•^i+^-^s  +  ö'^  •^5  +  7'' /,+  .... 

|=P,A+./>,X»+....  +  iVA? 

existirt,  welcher  für  ein  gerades  p  die  ähnlich  gebildete  Gleichung 

^  1=  />jX«  +  P4A*  +  . . . .  +  PpkP 

an  die  Seite  zu  stellen  wäre.  Die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung  bestätigt 
sich ,  wenn  alle  /  durch  die  Formel  8)  ausgedrückt  und  die  gleichartigen 
Grössen  vereinigt  werden;  man  findet 

13)  '       Pk=j,  [K1^^  -  Ar.  (Ar-  2)P  +  Ar.  (^  -  4)P  -  . .  .] , 

wobei  Atq)  ^19  ^t  •  •  •  ^i^  Binomialcoefficienten  1,  A:,  ^A:  (A:  —  1)  . . .  bedeuten. 
£ine  Ausnahm^  von  diesen,  wie  es  scheint,  unbemerkt  gebliebenen  Gleichun- 
gen bildet  nur  die  Formel  10) ,  was  sich  bei  der  in  Nr.  12)  vorausgesetzten 
Form  der  linken  Seite  von  selbst  versteht. 

Einige  weitere  Eigenschaften  der  BesseT  sehen  Funktion  ergeben 
sich  dadurch,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 


\     'y  =  Jo  +  JiX  +  j^x'  +  j,x'  + 


•^1    _i      «^f  «^s     1^ 


und 


*V*      ')  =  /,  — /,a-  +  /,a:»—/, 


it"    T"   .  .  *  « 


^  x^  x*^  x"  ^ 


mit  einander  multiplicirt ;  links  erhält  man  die  Einheit ,  rechts  eine  nach 
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Potenzen  von  x  nnd  —  fortschreitende  Reihe ,  deren  constantes  Glied  der 

X  ' 

Einheit  gleich  sein  mass ,  während  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Po  • 
tenzen  von  x  und  —  verschwinden  müssen.    Die  erste  Bemerkung  führt  zu 

X 

der  Relation 

14)  I  =  (/,)•  +  2(/,)'  +  2(A)'  +  2(/.)«+ 

ans  welcher  hervorgeht,  dass  die  erste  Transcendente  J^  die  EinheU  nicht 

übersteigen  kann ,  und  dass  die  übrigen  Funktionen  nie  grösser  als  -j=z. 

werden  können.    Die  sonst  noch  resultirenden  Beziehungen  sind  weniger 
einfach. 

Bezeichnet  man  mit  Qu  den  Ausdruck 

so  erhält  man  ai^s  Nr.  6)  sehr  leicht 

Q, 

oder  umgekehrt 


l*On+i  =  n+t  —  — 


Q,= 


und  darch  mehrmalige  Anwendung  derselben  Relation 

I 


On  = 


„  +  ,-il 


w  +  2  — 


n  +  3  — 


«  +  *— i»ö«+t 

Vermöge  der  independenten  Formel  fKr  /«  ist 

1— _*! + 

^"+*~    XJn+u   ~  n+k+l  i*  5 

dieser  Ausdruck  verschwindet  für  unendlich  wachsende  k  und  es  darf  daher 
der  vorige  Kettonbruch  bei  Weglassung  des  Restes  k^-Qn+k  in'«  Unendliche 
fortgesetzt  werden.    Zufolge  der  Bedeutung  von  £)„  ist  nun 


15) 


'«4-1 


W  +  I 


w  +  2  — 


n  +3  —  .  .  . 

nach  welcher  Formel  sich  /„^  i  aus  /«  herleiten  Hesse.  (Vergl.  Legendre, 
Elements  de  Geometrie.) 
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>^^<^^0^f^  • 


§.3. 

Das  allgemeine  Glied  der  in  Nr.  8)  für  /«  angegebenen  Reihe  war,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen, 

P'{n+pr' 

durch  Differentiation  der  Gleichung  8)  erhält  man  eine  neue  Reihe ,  deren 
allgemeines  Glied  ist 

P'(n  +py      —p'  (fi  +  p  —  iy  +  {p—iy(n+py' 

und  man  hat  daher 

dJn_    il""'  ;i"+^  il^^^ ;i"+s 

dl~{n  —  iy        Vn'  "*"2'(n  +  iy       3'(w  +  2)' "•"••• 

in+l  ;^»+3  ;^fi+5 

~(n  +  ly  "•"  r(w  +  2y~"2'(n+3)''^'" 
d.  i. 

16)  -^  =  /»-.i  — /n+|. 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  liefert  folgende.Gleichungen 
d*J 


</•/ 


=  /«_4  —  4/„_2  +  6/n —  4/n+2  +  «^»+4» 


u.  s.  w. 

wodurch  die  Entwickelung  der  Differentialquotienten  von  /„  &uf  die  Be- 
rechnung der  successiven  Differenzen  zwischen  den  um  je  zwei  Stellen  von 
einander  entfernten  Transcendenten  zurückgeführt  ist. 

Aus  der  Formel  16)  lässt  sich  durch  Verbindung  mit  der  früher  bewie- 
senen Relation 

eine  neue  Gleichung  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Transcendenten 
herleiten;  die  Elimination  von/n.]  giebt  nämlich 

17)  •^"+'=Ä-^"~*"df ' 

und  diese  Beziehung  kann  dienen ,  um  aus  irgend  einer  analytischen  Form 
von  /«  die  entsprechende  Form  von  Jn^i  zu  finden.  Nimmt  man  der  Reihe 
nach  n  =  0,  1 ,  2  .  . .  .  und  substituirt  jede  Gleichung  in  die  folgende ,  so 
erhält  man 


144  Ueber  die  Besser  sehe  Funktion. 


J  —  —  l^ 

18)  l    j,__--_  +  y   ^^,  , 

3   dJp        3    d'Jp  d»Jo 

u.  s.  w. 

und  es  können  demnach  sämmtliche  Transcendenten  desselben  Argumentes 
durch  wiederholte  Differentiation  der  ersten  Transcendente  entwickelt 
werden. 

Andererseits  lässt  sich  die  Gleichung  17)  benutzen,  um  die  bereits  an- 
gegebenen Differentialquotienten  von  Jn  durch  eine  geringe  Anzahl  von 
Transcendenten  auszudrücken.   Man  hat  nämlich  zunächst 

ferner  durch  Differentiation  and  Anwendung  der  Gleichung  19)  selber 

rf«J„_«(>.  — 1)  4«+2 

IF  -  — i* —  •^" Ä~  •'"+•  +  ^•'-+'' 

and  wenn  man  noch  Jn+t  durch  ^«4.1  and  J.  aasdrttckt, 


20) 


Auf  diese  Weise  fortgehend ,  kann  man  die  successiven  Differentialquotien- 
ten von  J„  durch  /„  und  J^+i  darstellen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  19)  mit  --  und  addirt  sie  zu  Nr.  20),  so 

A 

hebt  sich  JnJ^i  und  es  bleibt 

die  Funktion  J„  ist  also  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

dk'   ^  X   rfA        Vi'        V^' 

Einer  ähnlichen  Differentialgleichung  genttgt  auch  der  vorhin  betrach- 
tete Ausdrack 

22)  ö»=%ti; 

man  findet  nämlich  durch  Differentiation  und  unter  Anwendung  der  Formeln 
zunächst 
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d.  i.  wenn  Jm+i  darch  Jn  und  Jh+i  ansgedrflckt  wird 

dOn   _        Jt(J„)*—  («  +  I)  J,  J.+,  +  HJn+l)* 

"i.  (.IJ.Y 

oder 


23)  *^Ö 


di 


=,|^_i±i ,.+,(,.,.} 


Aus  diesen  Formeln  geht  hervor,  dass  Jn  aHch  durch  ein  bestimmtes 
hitögral  darstellbar  sein  mnss ,  und  da  eine  solche  Aasdrucksweise  manche 
Vortheile  bieten  würde ,  so  wollen  wir  uns  mit  ihrer  Aufsuchung  beschäf- 
tigen. 

§.4. 

Die  Gleichung  9)  giebt  mit  Hülfe  der  Substitution  x  =  ti  jCTi  und  bei 
Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile 

cos  (2A  sin  ti)  =  J^  +  2  J,  cos  2u  +  2  J4  cos  4u  +  2Je  cos  6u  +  .  . . . 
sin  (2^mti)  =  2J|  sinu+^J^sin^u  +  2J^sinbu+  . . . .; 

aua  der  ersten  Gleichung  findet  man  deicht 

jt 

24)  I  cos  (2 1 sin ü)  cos nudus:snJn^  für  gerade  n , 

0 .  =  0 ,  fttr  ungerade  n , 

and  aus  der  zweiten 

n 

25)  I  sm{2Xsihu)  sin  nu du  =  7g Jn ,  für  ungerade  n , 
0  =  0,  für  gerade  n. 

Um  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  Indices  zu  vermeiden,  ziehen 
wir  die  obigen  Gleichungen  in  folgende  Formel  zusammen 

n 
2^)*)  /  ^05  (nu  —  2il  sin  u)  du  =  ttJ«, 

0 
deren  Richtigkeit  durch  Auflössng  von  cos  (nu  —  2  iL  siftu)  und  Integration 
der  einzelnen  Theile  leicht  nachweisbar  ist. 

Eine  andere  Zusammenziehung  der  Gleichungen  24)  und  25)  zu  einer 

*)  Wir  bemerken  an  dieser  passenden  Stelle ,  dass  die  B  e  s  s  e  1  *  sehe  Bezeich- 
nong  von  der  Hansen*  sehen  differirt.  B  e  s  8  e  1  setzt  nämlich 


7f 

—  I cos(nu—u'8{ni4du=sI^'*^  \ 


0 

will  sum  also  die  Besser  sehe  Form  in  die  H  ans  e  n*  sehe  (deren  wir  uns  bedienen) 
Hertragen ,  so  hat  man 

J     z=l(''>   oder   /^"^rsA 
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für  jedes  n  gtiltigen  Formel  lässt  sich  durch  folgende  Umwandliingen  er- 
reichen. Man  setze  in  Nr.  24)  u  =  ^n  +  z^  so  wird  bei  geraden  n 

9fJn  =  cos  \nn  I  cos  {^Xcos  z)  pos  m  dz^ 

-i» 

die  Funktion  cos  (^kcos  z)  cosnz  hat  für  negative  z  dieselben  Werthe  wie 
für  positive  z ,  daher  ist  weiter 

nJn  =  2cos^n n  1  cos  {2k  cos  z)  cos  nzdz 

0 

•         =^  cos  ^nn   I  cos  (2k cos z)  cos  nzdz, 

0 
wobei  die  letzte  Transformation  auf  dem  Umstände  beruht,  dass  das  Pro- 
dukt cos  {2 k  cos  z)  cos  nz  von  z  =  ^n  bis  z  =  n  dasselbe  bleibt  wie   von 
z  =  0  bis  z=  ^n.  Auf  das  letzte  Integral  ist  nun  die  bekannte  Jacob i*sche 
Keductionsformel 

n  n 

/f  (cos  z)  cos  nz  dz  = r- r  /  /"<»)  (cos  z)  sin  '^"zdz 
1.3.5...  i2n — l)t/ 
0  ü 

anwendbar  und  giebt  für  f{x)  =^cos2kx  und  gerade  n 

n  n 

/'      /Ol  N  ,  (2k)'' cos  hnn       P       ,^,  x    .  ,«     . 

I  cos  (2k  cos z)  cos  nzdz  = -^^--^ j-^ -r-  I  cos  (2kcos  z)  stn^^z  dz 

J        ^  ^  1.3.5...(2n  — l)t/  "^  ' 

0  ü 

mithin 

(2A)"  C 

0 

Transformirt  man  das  in  Nr.  25)  vorkommende  Integral  auf  gleiche  Weise, 
so  erhält  man  bei  ungeraden  n  ganz  denselben  Ausdruck  für  9cJn)  letzterer 
gilt  daher  für  alle  n.  Man  kann  noch  bemerken,  dass  die  Funktion 
cos  {^k  cos  z)  sin*^^ z  von  z  =  ^n  bis  z  =  n  die  nämlichen  Werthe  besitzt 
wie  von  z  =  0  bis  z  =  ^n,  und  dass  man  folglich  die  obige  Formel  durch 
die  folgende  ersetzen  darf 

2  (2  A)"  / 

''»  =  «  1.3.5...(2n-l)J  "''  ^"  '''  ^)  *•■"  "  "  '  ''' 

welche  für  cos  z  =  ;r  in  die  nachstehende  übergeht 

1 

0 


/• 
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Die  Ueberemstimmong  dieser  Formol  mit  der  anter  Nr.  8)  verzeickneten 
ist  übrigens  leicht  nachzuweisen ,  wenn  man 

setzt  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  bekannten  Formel 

X    \l-x^)        ax~  i.2.3.4....(«  +  Ä)  2»+*+» 

0 
iBtegrirt;  man  erhält  nämlich  zunächst 

(—  l)>r+^*2*.1.3.5...(2^— 1) 
"~  1.2.3...(2Ä).J  .2.3...(n  +  Ar)     ' 

und  wenn  man  hier  die  Faktoren  1 . 3 . 5 ...  (2  Ar  —  1)  gegen  die  in  1 . 2 . 3 . .  (2  ^) 
enthaltenen  ungeraden  Zahlen  streicht,  so  bleibt 

was  mit  der  Formel  8)  übereinstimmt. 

Noch  wollen  wir  anmerken ,  dass  der  Gleichung  27)  auch  die  folgende 

Gestalt  verliehen  werden  kann 

1 
2_ 


28)       ^  =  -TwrT^^rpr7J(^-^)''"*^^*"^^5 


0 

letitere  ist  nämlich  für  den  Fall  brauchbar,  wo  man  die  Gleichung  8)  als 
Definition  von  Z^,«  betrachtet,  und  darin  den  Index  n  als  beliebige  ganze 
oder  gebrochene  Zahl  ansieht. 

§.  5. 

Benutzen  wir  die  Formel  27)  als  Ausgangspunkt  für  weitere  Unter- 
suchungen ,  60  liegt  es  am  nächsten ,  das  vorkommende  Integral  in  andere 
als  die  bisherigen  Reihen  umzusetzen.  Dies  macht  sich  auch  aus  einem 
praktischen  Grunde  nöthig,  denn  obschon  die  Beihe  in  Nr.  8)  immer  con- 
▼ergirt ,  so  würde  doch  bei  einem  etwas  grossen  k  die  Convergenz  erst  so 
spit  eintreten,  dass  die  Formel  zur  numerischen  Berechnung  nicht  mehr 
anwendbar  bleibt.  Bei  den  folgenden  Entwickelungen  werden  wir  uns  übri- 
gens auf  den  Fall  n  =  0  beschränken,  weil  «^i ,  Jg  . . .  leicht  aus  Jq  hergelei- 
tet werden  können. 

Verwandelt  man  den  in  der  Gleichung 

1 

29)  j^=_   l_^^,,,,^rfa: 

vorkommenden  Ausdruck  (I  — a;')~'^  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 
Keihe  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Fovm^l 
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ü 


l 

x^.cos  fix  dx 


«n  ..  /  '  PJP-^)     .     .P(P-1)(P  — 2)(p-3)  l 

so  gelangt  man  leicht  zu  der  folgenden  Formel 

30)  Jo  =  -iüsm2k+  Vcosük  l, 

worin  U  und  V  zur  Abkürzung  dienen,  nämlich 

^"SA"*"  2L2A       (2A)»J 

K3r  1         4.3       4.3.2.1] 

■*"2.4L2;i     (2;i)»'^    (2A)»  J"*" 


+ 


_2_       j_^  r_4 4.3.21 

^~^(2Xy^  2.4L(2A)*       (2iy} 

1.3.5r   6 6.5.4       6.5. .2] 

■*■  2.4.6 L(2A)«       (Uy  ■*■    (2A)«  J 

Zur  praktischen  Berechnung  von  J©  bietet  diese  Formel  keinen  grossen  Vor- 
theil ,  sie  weist  aber  darauf  hin ,  dass  der  Werth  von  Jq  jedenfalls  nach,  ab- 
steigenden Potenzen  von  iL  entwickelt  werden  kann.  Zu  einer  brauchbaren 
Entwickelung  dieser  Art  führt  folgender  Weg. 

Wir  nehmen  x=l  — y  und  erhalten  zunächst,  wenn  2  iL  zur 'Abkür- 
zung mit  fi  bezeichnet  wird 


. 3     /*CO»(t(l  — 


y) 


und  durch  Auflösung  des  Cosinus 

i  1 


cos  a  f^JiM    ^^--  +  ^  ffi^M.    ^y 


oder  endlich  durch  Entwickelung  von     , 
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Die  Werthe  der  einzelnen  hier  vorkommenden  Integrale  sind  aus  den  er- 
sten beiden  Integralen 

1  1 

^'''^^dy     und       f'J^dy 


I 


yy  ^  Vy 


darch  Differentiation  in  Beziehung  auf  fA  leicht  herzuleiten ;  bezeichnen  wir 
nimlich  die  Werthe  der  vorstehenden  Integrale  einstweilen  mit  P  und  p, 
so  haben  wir  folgende  Gleichungen 


^cfy  =  i>.  fjilJ^äy=Q, 


COS  fiy 


J 

0    y  y  Q    y  y 


11 

%    VT  ^   VI 

(t^2m  ay=-  r .       /?^  d  y = + P"\ 

%    Vy  ^   Vy 

U.  8.  W. 

wobei  die  Zeichenwechsel  dieselben  sind  wie  bei  den  Cosinus  und  Sinus  der 
Tier  Quadranten.    Demgemäss  ist 

Jo  =  ^  (         Pcos  f4  +  (?  sin  ^  —  J-l|.  (i>"  cos  ^  +  Q"  sin  (i)  + 


+  i  (Ö*  CO»  ^  -  i»'  sin  li)  -  l:i±  (ß"'  cosf,-P"'  sin  ^)  +  . . . 

WO  es  nur  noch  auf  eine  geeignete  Ausdrucksweise  von  P  und  Q  ankommt. 
Man  hat  aber  nach  einer  bekannten  Formel 

f^^äy^  f^^äy-  f^äy 

^  yy        ^  yy        r  nT 


f    2fA      f     j/y 


Qod  hier  kann  das  noch  übrige  Integral  durch  fortgesetzte  theilweise  Inte^ 
gration  leieht  in  eine  halbconvergente  Beihe  verwandelt  werden,  deren  Rest 
jedesmal  einen  Bruchtheil  des  zuletzt  in  Rechnung  gezogenen  Gliedes  be- 
trigt   Lassen  wir  der  Kürze  wegen  den  Rest  weg ,  so  ist 
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,/ir  f  I        1.3    .    1.3.5.7  1 


.  f  I         1.3.5    .    1.3.5.7.9  1 


and  in  ähnlicher  Weise 


,     .      f  I         1.3.5   .   1.3.5.7.9  \ 

Hieraus  sind  P\  P"  , ,  .  sowie  {f^{f'  —  leicht  herzuleiten,  und  durch  Sub- 
stitution dieser  Werthe  ergieht  sich  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

^^^  •'•-    yti     t     iTä w  +  4. 8.13.16 W  ~  •] 


"/i^^         \4\4i/       4.8.12\4i/  ^'7 
oder  auch  bequemer  flir  die  nnmerische  Berechnung 

32)    j^=£2fL(i^^JhOri 9        + 


.  _  co»(aA  — ^»t)(-  1 9  3675 ^ 

*  ~          ^^          1/1        518  ö/iy  ^   5M388  (j^)*  ~  * '  j 
tt>t(8A  — |it)f       1 75  897675  l 

fl^         l»6Ö/r)'      8l9a(/X)'''"41943040(^"~"7 
Mittelst  der  Formel 

erhält  man  hierans  für  J,  die  Reihe 

33)     j_>«Mn-i,)fl        _^5 i^_+...l 

^       '              /»            Vi         512(f/i)*         524288(/I)*  / 

cof  (ail  —  j-at)  f       3 106  363825  | 

^  yH-  Il6(/I)'      8192(j/ry'^4l943040(^)"     "']' 

durch  fortgesetzte  Differentiationen  könnte  man  leicht  weitere  Reihen  fiir 
J^y  J^, , .  ableiten,  doch  ist  es  bequemer,  die  numerische  Rechnung  mittelst 
der  Recursionsformel  6)  weiter  zu  führen. 

Die  in  Nr.  32)  und  33)  vorkommenden  Reihen,  welche  von  Hansen 
auf  anderem  Wege  (mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  21)  gefunden  wur- 
den ,  sind  zwar  nur  halbconvergente ,  eignen  sich  aber  bei  einigermaassen 
grossen  iL  vortrefflich  zur  Berechnung  der  B es seT sehen  Funktion.  Dass 
in  der  That  jene  Formeln  schon  bei  verhältnissmässig  kleinen  iL  sehr  genaue 
Resultate  liefern,  kann  man  an  folgendem  von  Hansen  gegebenen  Bei- 
spiele sehen.    Für  A  =  4  und  n  =  0  liefert  die  exacte  Formel  8) 
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positive  Glieder 
1, 

113,77777777 
33,36346679 
2,64]91484 
0,08349756 
0,00122677 
0,00000948 
0,00000004 


negative  Glieder 

16, 

113,77777777 
72,81777777 
10,Ö676&936 
0,52185972 
0,01104100 
0,000I]6I5 
0,00000067 

213,69623244 


213,86788325 

mithin  als  Differenz 

J4,o=  + 0,1716508; 

femer  hat  man  nach  derselben  Formel  für  A  =  4  und  n  = 

positive  Glieder  negative  Glieder 


1 


1, 
21,33333333 

22,75555555 

4,62335097 

0,29354609 

0,00759069 

0,00000436 

0,00000063 


8, 

28,44444444 
12,13629629 
1,32095742 
0,05218697 
0,00092008 
0,00000830 
0,00000004 


50,01347162  •  49,96481254 

und  die  vierfache  Differenz  beider  Summen  giebt 

J^,  j  =  +  0,2346363. 

Win  man  dagegen  nach  den  Formeln  32)  und  33)  rechnen,  so  hat  man  nach 
Abrag  der  ganzen  Kreisperipherieen 

2X  — i.n;  =  53^21' 58",45 
log  cos  =  9,7757546,     log  sin  =  9,9044267, 

ferner  sind  die  einzelnen  Glieder  der  Coefficienten  von  cos  (2k  —  ^n)  und 

+  0,2820947  +  0,0044077 

—  0,0003099  —  0,0000404 

+  0,0000077  +  0,0000019 

+  0,2817925  +  0,0043692. 

Maltiplicirt  man  die  erste  Summe  mit  cos  (2A  —  ^n)  und  die  zweite  mit 
*"»,(Ji  —  i»)>  «o  ergiebt  sich 

+  0,1681450 
+  0,0035061 

J4,o==:  +  0,1716611 ,         Fehler  =  —  0,0000003. 
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Für  J|,i  ist  die  Rechnung 

+  0,2820947  +  0,0132332 

+  0,0005 1 65  —  0,0000565 

—  0,0000099  +  0,0000024 


+  0,2826013  +  0,0131691 

+  0,2267779 
+  0,0078580 


J4 , ,  =  0,2346359 ,  Fehler  =  0,0000004. 

Bei  einer  Genauigkeit  von  sechs  Dezimalen  würden  demnach  die  Formeln 
32)  and  33)  für  A  >  4  dienen  können. 

Gelegentlich  ergiebt  sich  ans  den  genannten  Formeln  noch  ein  Ver- 
fahren zur  nähemngsweisen  Auflösung  der  beiden  transcendenten  Gleich- 
ungen 

Jo  =  0     und     J,  =  0. 

Setzen  wir  nämlich  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

^  =  ,_   »   +   3675 


512  A*    524288A* 
1      75      297675 


16  iL   8192  it*  '  41943040  iL'' 

so  ist  nach  Nr.  32) 

J/Ün  Jo^==A cos  (2X  —  ^n)  +  Bsin{ÜX  —  ^n) 
und  wenn  hier  Jq  verschwinden  soll ,  so  muss 

coi{n  —  ^7t)=—^ 

m 

mithin 

2  A  —  J;r  =  (Ar  +  ^n)  —  Arctan  — 

sein ,  wo  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Hier  lässt  sich  Arctan  — 

leicht  nach  Potenzen  von  ---  entwickeln  und  es  findet  sich  dabei ,  dass  die 
Gleichung  Jo  =  0  auf- die  folgende  zorUckkommt: 

34)       X.=  Uk+i)n  +  - ^+      **"* 


32  A       6144  X»    '     327680  A«^ 
In  ähnlicher  Weise  entspricht  der  Gleichung  Jj  =  0  die  nachstehende 

35)       *  =  4(* +  i)'»-§2l  +  ^S8Ä^-  327680 A'  ■*"••• 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  der  Reihe  nach  Ar  =  0 ,  1 ,  2  . .  .  und  löst 
die  entstehenden  speciellen  Gleichungen  durch  Annäherungen  auf,  was  um 
so  leichter  ist  je  mehr  k  mithin  auch  iL  beträgt^  so  erhält  man  die  Wurzeln 
der  Gleichungen  /o=^  ^°^  ^t  =  0*   ^^^  bemerkt  sogleich,  dass  die  Diffe- 
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renz  zweier  aafeinander  folgender  Wurzeln  einer  dieser  Gleichungen  sich 
der  Grenze  \7c  nähert,  wenn  k  wächst. 

In  dem  Vorigen  sind  bereits  hinreichende  Mittel  zur  Berechnung  der 
Transcendente  J^,«  enthalten,  doch  isl  es  nicht  überflüssig,  noch  eine  For- 

■ 

rael  für  /x+Ci»»  ausgedrückt  durch  /j^.m  aufzusuchen,  weil  die  Anwendung 
der  Gleichungen  32)  und  33)  für  andere  als  ganze  Argumente  nicht  sehr 
bequem  sein  würde.    Man  hat  nun  gemäss  Nr.  27) 

1 

0 
und  übersieht  sogleich)  dass  die  rechte  Seite  bei  jedem  beliebigen  s  in  eine 
nach  Potenzen  von  b  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  dass  also  der 
Taylor'sche  Satz  hier  ohne  Weiteres  benutzt  werden  darf.  Letzterer  giebt 

d.  i.  vermöge  der  in  §.  3  angegebenen  Werthe  der  Differentialquotienten 

36)  /l+t,«  =  Ji,»  +  (Ji,»-i— Ji,»+i)Y 

+  (/i,«-2  — 2/i,„+/i.„  +  2)j^  + 

Die  Einschaltung  von  Jx+f, »  zwischen  Ji^n  nnd  Jx,n^i  hat  nach  dieser  For- 
mel keine  Schwierigkeit. 

§.6. 

Unter  die  bemerkenswerthen  Anwendungen  der  B ess eP sehen  Trans- 
cendenten  gehört  die  Auflösung  des  Kepler* sehen  Problemes  in  Form 
einer  periodischen  Reihe.  Ist  x  die  mittlere ,  y  die  excentrische  Anomalie 
und  2/3  die  Excentricität  der  Ellipse,  so  hat  man  bekanntlich  y  aus  der 
Gleichung 

37)  y  —  2ßsiny  =  x 

SU  bestimmen.  Dabei  entsprechen  den  Werthen  o:  =  0 ,  x  =  te  die  Werthe 
y=:0,  y  =  »  und  es  liegt  daher  nahe,  die  Differenz  y  —  a:,  welche  sowohl 
für  x  =  0  als  für  x  =  n  verschwindet,  in  eine  Sinusreihe  zu  verwandeln, 
nimlich 

y  —  x:=CtSinx  +  C,  sin  2x  +  ^a  ^«>»  3a?  + 

Die  Coefficientenbestimmung  geschieht  nach  der  bekannten  Formel 

n 

2  r 

Cn  =  —   I  (y  — ^  a:)  sin  nx  dx 
0 

=  —  I  I y  sin  nxdx  -] cos  nnl  \ 

0 
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durch  theilweise  Integration  erhält  man 

/cos  tl  3C          1      / 
y  sin  nx  dx'=  —  y 1 I  cos  nxdy 

= -cos  nx  H — :  /  cos  n(y — 2ßsm  y)  dy 

n  We/ 

mithin  durch  Einführung  der  Grenzen  a:  =  9C  und  a:  =  0,  denen  y  =  ^  und 

y  =  0  entsprechen, 

n 

C„  =  —  I  cos  (ny  —  ^nß siny)  dy=::  —  /^ä  n- 
nittJ  n 

0 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  demnach 

38)  y^=^x  +  ^[\Jß^xsinx  +  4/2/?.  2««  2a:  + } 

Mittelst  eines  ähnlichen  Verfahrens  können  cos  y^  siny  und  noch  all- 
gemeiner cos  ky  und  sin  hy  Entwickelt  werden.  Setzt  man  nämlich 

39)  cos  ky^=Ao  +  A^  cos  a:  +  -r^,  co5  2a:  +  . .  . . 

so  ist  zunächst  . 

n  n 

A^  =  —  I coskydx  =  —  1  cos  ky  (l  —  2/5  cos y)  dy 
0  0 

und  wenn  k  als  ganze  positive  Zahl  angenommen  wird 

40)  -^0  =  0,       für  Ä:>1, 

=  —ß^    1,   ^=1. 
Ferner  ergiebt  sich 

n  n 

♦     2  /•  ^k  r 

j4„  =  —  I  cos  ky  cosnxdx  = 1  sin  ky  sin  nx  dy 

n^J  nnt/ 

0  u 

2A:    r 
=  —   I  sin  ky  sin  n(y — 2/5  sin  y)  dy 
nn  t/ 
0 

!n  n  ] 

/  cos[{n  —  k)y  —  2nß  siny]dy—  1  cos[(n+k)y—2nßsiny]dy] 
^  ir  j 

d.  i. 

Für  den  speciellen  Fall  Ar  =  1  hat  man  daher  die  Entwickelung 
42)  cosy  =  ^ß+ \{Jß^o  —  jß^^)cosx 

+  4(-^2|?,J  —  J2ß,3)C0S2x  +... 

Nicht   minder   leicht   findet   man,    dass   die   Coefficienten  B   in  der 
Gleichung 
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43)  sin  ky  :=^  Bi  sin  X  +  Bf  sin  2x  +  B^  sin  3a:  +  ...  . 
durch  die  Formel 

44)  ^n  =  '-{Jnß,n^k+  Jnß,n+k) 

bestimmt  werden.   Für  A:  =  1  und  mit  Rücksicht  auf  die  in  Nr.  5)  erwähnte 
Relation  giebt  diess 

45)  ß  sin  y  =  ^Jßi  sin  x  +  \  J^ß^  2  *««  2a:  +  . . . 

tibereinstimmend  mit  der  Formel  38). 

Bezeichnet  r  den  Radiusvector,  welcher  in  einer  mit  der  grossen  Halb- 
achse =  1  und  der  Excentricität  2j3  beschriebenen  Ellipse  zur  excentrischen 
Anomalie  y  gehört ,  so  hat  man  bekanntlich 

46)  r  =  l  —  2ßcosy 
mithin  nach  Nr.  42) 

47)  r=l  +  ^ß*  —  2ß[{(Jß^o  —  Jß.^)cosx 

+  l{^2ß,l  —  J2ß,3)  C0S2X  +  ...].  • 

Auch  der  reciproke  Werth  von  r  lässt  sich  in  eine  Cosinusreihe  umsetzen; 
aas  der  Gleichung  37)  folgt  nämlich    . 

dy  ^         1  _  1 

dx        l—^ßcosy       r 

mithin  wenn  links  y  aus  Nr.  38)  genommen  wird, 

48)  —  =  1  +  2  iJß^i  cosx  +  /aß, 2  CO« 2a:  + |. 

Die  Coefficientenbestimmungen  in  41)  und  44)  hat  Jacobi  gegeben 
(Grelle^ s  Journal  Bd.  16,  S.  12),  nachdem  schon  vorher  Bosse  1  (in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1816  und  1817)  die  Formeln  38) 
und  47)  entwickelt  hatte.  Die  letzte  Gleichung  (48)  scheint  nicht  bemerkt 
worden  zu  sein,  obschon  sie  sehr  nahe  liegt;  für  x  =  0  und  x  =  n  giebt  sie 
ein  Paar  Eigenschaften  der  Transcendenten  //?,i,  J2ß,2  otc. 

§.7.        ' 

Wir  wollen  endlich  zeigen,  dass  sich  jede  beliebige  Funktion  einer 
Variabelen  in  eine  nach  BesseT  sehen  Transcendenten  fortschreitende 
Reihe  verwandeln  lässt. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  von  der  bekannten  für  h'^z^O  gelten- 
den Entwickelung  aus 

F{z)  =  ^Aff  +  Ax  cos  — — \r  A^  cos  —r [-•... 

h 


An  =  jJ  F  {u)  COS --j— du, 


nehmen  darin  h  =  \n,  z^=kx,  multipliciren  die  nunmehrige  für  4^>,^a:>(i 
gültige  OJeichnag 
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F(Jix)  =  \Jo  +  A  cos^kx  +  AfCos^kx  +  .  . . . 
An  =  —  /  F{u)  COS  2nu  du. 

mit 

2        dx 


^•/i  —  x' 

und  integriren  zwischen  den  Grenzen  o;  =  0 ,  o:  =s  1 ;  diess  giebt 

1 

49)  —  /  -y---^  dx 

und  es  gilt  diese  Gleichung  von  A  =  0bisA  =  ||7c  weil  x  die  Einheit  nicht 
überschritten  hat.    Nehmen  wir  weiter 

50)  1/W^  =  ,(X,, 

so  ist  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  A 

1 


rw; 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  statt  a; ,  fi  /  statt  A,  multipliciren^beider- 
seits  mit 

und  integriren  in  Beziehung  auf  /  zwischen  den  Grenzen  /  =  0 ,  /  =^  1 ;  ea, 
wird  jetzt 


V  r  'dt_  rsF'if^  ^^  ^    fJitJ) 
^  8^  /i-V  ^^-^       V  ^^ -^ 


^/^ 


oder  nach  einem  bekannten  Satze*)     « 

1' 


y  Vi  —  (* 


s'v 


*)  Von  anderen  Theorien  unabhänj^fig  lilsst  sieh  die  betreffend«  von  Abel  her- 
rührende Formel  auf  folgende  Weise  ableiten.  Durch  gewöhnliche  doppelte  Integra- 
tion findet  man  leicht 


r  r  r(x)dxdy        n  , 
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Für  1  =  0  giebt  die  Gleichung  90)  F(0)  =f(0)  mithin  ist 

1 

51 )  F(j,)  =  f(p)  +  ^  f-fM=di; 

diese  Formel  enthält  die  Auflösung  der  Gleichung  60) ,  wenn  man  in  letz- 
terer f  als  gegeben  und  F  als  unbekannt  ansieht.  Wir  snbstituiren  nun  in 
die  Gleichung  49)  f{k)  für  die  linke  Seite,  drücken  rechter  Hand  F{u)y 
welches  in  A^  enthalten  ist ,  durch  f  (u)  aus ,  und  gelangen  damit  zu  dem 
Satze,  dass  die  beliebige  Funktion /'(A)  unter  der  Bedingung  ^n'^k^O 
in  die  Reihe 

52)  f(k)  =  Mo  +  ^i-^A.o  +  AJ21.0  +  AJzx,o  +  . . .  . 
verwandelt  werden  kann ,  wobei  die  Coefficienten  A  nach  der  Formel 

I«  ^1 

53)  An  =  —  In  cos  2 n u  du  1  -'--^—L  at 

0  .0    ^ 

zu  bestimmen  sind. 

Durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  A,  wobei  die  Formel 


^  =  ^2/. 


anzuwenden  ist  und  f  (A)  =  F(X)  sowie  —  2/i^„  =  B^  sein  möge,  erhalten 
wir  noch  ein  zweites  Theorem,  nämlich 

54)  F(A)=^,/a.i+  ^,/2;i,i  +  ^s^3A.i+  ....; 

fiir  l  gilt  hier  wieder  die  Bedingung  47c^A>0  und  die  Coefficienten  B 
sind  nach  der  Formel 


dasselbe  I>oppclintcgral    verwandelt    sich    bei    Einführung    von    Polarcoordinaten 
(«  =  r  cot  ^,  ;/  =  r  sin  9)  in 

*   ^  F'  (/•  cos  %)  r  ffr  dd" 


JJ  }^~~^ 

0    0 

und  daraus  wird  für  r:=:fis  und  cos  9"=  t 

l     i 


» 


// 


Dnrch  ZusamDienätellung  der  letzten  Form  mit  dem  bekannten  Wcrthe  de»  Intc^nil<>s 
ergicbt  sich 

J  Vi  —  t^J      W—fit  l 

0  0 

wovon  im  Texte  Gebrauch  gemacht  wurde.    Abors  Beweis  (Cr eile's  Journal  Bd.  1. 
8.  153)  bemht  auf  anderer  Grundlage  und  ist  nicht  Btreng  (,%,  Ä,N«t^.  Kw^>jNa%v\ä 
%\ndüen,  Bd.  L  S.  11  h. 
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Ueber  die  BesseTsche  Funktion. 


55) 


/In  1 

u  cos  Inu  du  I  ' 

0  ^  y^ 


dt 


zu  bestimmen.  — •  Wenn  auch  die  praktiscbe  Brauchbarkeit  der  in  52)  und 
54)  entwickelten  neuen  Theoreme  nicht  bedeutend  sein  sollte ,  so  wird  man 
ihnen  doch  jedenfalls  ein  theoretisches  Interesse  zugestehen. 


Wir  theilen  noch  die  Hansen' sehe  Tafel  der  Funktion  /jt.«  niit.    In 
dieser  stehen  unter  den  Ueberschriften  a,  b,  c  die  Ausdrücke 


d£ 
dk' 


d*J 


d'J 


^  dk*'      ^  dk^ 

reducirt  auf  das  Increment  der  Tafel ,  welches  in  der  ersten  Hälfte  0,05  und 
in  der  zweiten  0,1  ist.  Hat  man  nun  für  ein  nicht  in  der  Tafel  vorkommen- 
des Argument  fi  das  zugehörige  /  zu  suchen ,  so  bezeichne  man  mit  k  das 
nächste  vorhandene  Argument  uiid  setze  ^i  —  k  =  8  also  jia  =  il  +  e ;  dann 
ist  nach  dem  Taylor* scheu  Satze,  wenn  h  das  Increment  der  Tafel 
heisst, 


•^i-f.  =  -'z+4  +  KT/  +  '^(T)' 


oder 


•'x+.=/,+[«+("  +  4)y]^ 

was  für  die  Rechnung  etwas  kürzer  ist. 


/ 


T 

afel 

I. 

• 

X 

Jo 

a 

b 

c 

Jt 

a 

b 

c 

0,00 

1 

0 

-2500 

0 

0 

+  50000 

0 

-62 

0.05 

0.997502 

-  4994 

2491 

+  6 

0,049938 

49813 

—  187 

62 

0,10 

0.990025 

9950 

2463 

12 

0,099501 

49252 

373 

61 

0,15 

0,977626 

14832 

2416 

18 

0.148319 

48323 

556 

60 

0,20 

0.960398 

19603 

2352 

24 

0.196027 

47033 

733 

58 

0,25 

0.938470 

24227 

2270 

30 

0,242268 

45393 

905 

56 

.0.30 

0.912005 

28670 

2171 

36 

0,'i80701 

43417 

1070 

53 

0.35 

0,881201 

32900 

2056 

41 

0,328996 

41121 

1225 

50 

0.40 

0,846287 

36884 

1926 

46 

0.308842 

3^523 

1370 

47 

0,45 

0.807524 

40595 

1782 

50 

0,405950 

35647 

1504 

43 

0.50 

0,765198 

44005 

1626 

54 

0.440051 

32515 

1626 

38 

0,55 

0.719622 

47090 

1458 

58 

0.470902 

29153 

.  1734 

34 

0,60 

0.671133 

49829 

1279 

61 

0.498289 

25589 

1828 

29 

0,65 
0,70  1 

0,620086 

52202 

1093 

63 

0,522023 

21853 

1906 

24 

0,566855   1 

54105 

899 

65 

l   nQ75 

1969 

18 
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■ 

T 

'afel 

I. 

■^S^N-^  .^.^ -^ -^^^  .••  ..^  V 

---.^  .('»-^--'^■^Sp^.*»-^ 

^^^^<^^^^^^^*-^>^»v  x^ 

k 

Jo 

a 

h 

c 

J. 

a 

b 

c 

0,75 

0,51 1828 

-55794 

—   699 

+  67 

0,557937 

13987 

-2016 

-13 

0,80 

0,455402 

56990 

496 

68 

0,569896 

9922 

2046 

7 

0,85 

0.397985 

57776 

291 

69 

0,577765 

5812 

2060 

—  2 

0,90 

0,339989 

58152 

-  85 

68 

0.581517 

+  1692 

2057 

+  4 

0,95 

0,281819 

58116 

+  120 

68 

0,581157 

-  2405 

2038 

9 

1.00 

0.223891 

57672 

322 

67 

0,576725 

6447 

2002 

14 

1.05 

0,160607 

56829 

520 

6o 

0,568292 

10401 

1950 

19 

1,10 

0,110362 

55596 

712 

63 

0,555963 

14235 

1882 

25 

1.15 

.  0.055540 

53987 

896 

eö 

0,539873 

17919 

1800 

30 

1,20 

+  0.002508 

52018 

1071 

57 

0,520185 

21424 

1703 

34 

1.25 

—0.048384 

49709 

1236 

53 

0,407094 

24722 

1503 

38 

1,30 

0.096805 

47082 

1389 

49 

0,470818 

27780 

1471 

42 

1,35 

0.142449 

44160 

1530 

45 

0,44lf501 

30601 

1339 

46 

1,40 

0,185036 

40971 

16Ö7 

40 

0,409709 

33136 

1106 

49 

1.45 

0,224312 

37543 

1769 

35 

0,375427 

35377 

1044 

52 

1,50 

0,260052 

33906 

1866 

29 

0,339059 

37307 

885 

54 

1.55 

0,292064 

30092 

1946 

24 

0,300921 

38914 

720 

56 

•1.60 

0,3201  «8 

26134 

2009 

18 

0,261343 

40186 

551 

57 

1.65 

0.344296 

22066 

2056 

13 

0,220663 

41116 

379 

58 

1.70 

0,364296 

17923 

2085 

7 

0,179226 

41701 

205 

58 

1.75 

0,380128 

•  13738 

2097 

+  •1 

0,137378 

41938 

-  32 

58 

1.80 

0,391709 

9547 

2091 

—  5 

0.095406 

41829 

+  141 

57 

1,85 

0,399230 

5383 

2009 

10 

0,053834 

41378 

310 

56 

1.90 

0.402556 

—  1282 

2030 

16 

+  0.012821 

40593 

474 

54 

1,95 

0.401826 

+  2724 

1974" 

21 

—  0,027244 

39484 

634 

52 

2.00 

0,397150 

6604 

1903 

26 

0,066043 

38064 

786 

49 

2.05 

0,388670 

10327 

1817 

31 

0.103273 

36348 

929 

46 

2,10 

0,376557 

13865 

1718 

35 

0.138647 

34354 

1063 

43 

2.15 

0.361011 

17190 

1605 

39 

0.171897 

32103 

1186 

38 

2.20 

0,342257 

20277 

1481 

43 

0,202776 

29017 

1298 

34 

2,25 

0.320543 

23106 

1346 

47 

0.231061 

26920 

1397 

i\ 

2,30 

0,296138 

25655 

1202 

49 

0,256553 

24037 

1483 

26 

2.35 

0.269331 

27908 

1050 

52 

0,279081 

20995 

1556 

22 

2.40 

0.240425 

20850 

891 

54 

0,208500 

17824 

1613 

17 

2.45 

0.209738 

31460 

728 

55 

0,314695 

14552 

1656 

12 

2.50 

0.177597 

32758 

560 

56 

0,327579 

11208 

1685 

7 

2,55 

0.144335 

33710 

391 

56 

0,337097 

7824 

1697 

+  2 

2.60 

0,1 10290 

34322 

221 

56 

.  0.343223 

4429 

1695 

—  3 

2,65 

0.075803 

34596 

+  53 

56 

0,345961 

—  1053 

1678 

8 

2.70 

0,041210 

34534 

-  114 

55 

0,345345 

+  2274 

1646 

13 

2,75 

-0.006844 

34144 

276 

53 

0.341438 

5524 

1601 

18 

2.80 

+  0,026971 

33433 

433 

51 

0.334333 

8667 

1541 

22 

2,85 

0,059920 

32415 

584 

40 

0.324148 

11679 

1468 

26 

2,90 

0,091703 

31103 

727 

46 

0,31 1028 

14533 

1384 

30 

2,95 

0,122033 

29514 

860 

43 

0.295143 

17206 

1288 

34 

3,00 

0,150645 

27668 

084 

39 

0.276684 

19676 

1181 

37 

3,05 

0,177291 

25586 

1006 

35 

0,255865 

21924 

1065 

40 

3,10 

0,201747 

23202 

1107 

31 

0,232917 

23931 

941 

42 

8,15 

0,223812 

20809 

1284 

27 

0,208087 

1   25684 

810 

44 

3,20 

0,2438111 

ISlßi 

1358 

22 
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Ueber  die  BesseTsche  Funktion. 


Tafel    I. 


k 

Jo 

a 

b 

c 

/i 

a 

b 

c 

3,25 

+  0.260095 

+ 15384 

—1419 

—  18 

—0.153841 

+28376 

+  533 

—47 

3.30 

0,274043 

12498 

1465 

13 

0.124980 

29298 

388 

48 

3,35 

0,285065 

9534 

1497 

8 

0,095342 

29929 

243 

49 

3,40 

0,293096 

6522 

1513 

—  3 

0,065219 

30269 

+  96 

49 

3,45 

0,298102 

3490 

1516 

+  2 

0,034902 

30316 

—  49 

48 

3,50 

0,300079 

+  468 

1504 

6 

—0,004083 

30075 

192 

47 

3,55 

0,299051 

—  2515 

1478 

11 

+0,025153 

29551 

'  331 

46 

3.60 

0,295071 

5433 

1438 

15 

0.054327 

28753 

460 

44 

3,65 

0,288217 

8257 

1384 

20 

0,082571 

27691 

595. 

42 

3.70 

0.278596 

10962 

1319 

24 

0,109625 

26378 

716 

39 

3,75 

0.266340- 

13525 

1242 

28 

0,135248 

21830 

830 

^6 

3,80 

0.251602 

15921 

1153 

31 

0,159214 

23065 

934 

33 

3,85 

0,234559 

18131 

1055 

34 

0.181313 

21101 

1028 

30 

3,90 

0.215408 

20136 

948 

37 

0,201357 

18959 

1112 

26 

3,95 

0.194362 

21918 

833 

39 

0,219179 

16662 

1184 

22 

4,00 

0.171651 

23464 

712 

41 

0,234636 

14232 

1244 

18 

4,05 

0,147518 

24761 

585 

43  • 

0,247607 

11695 

1291 

14 

4,10 

0,122216 

25800 

454 

44 

0.257998 

9075 

1326 

0 

4.15 

0,096006 

26574 

320 

45 

0,265739 

6399 

1348 

5 

4,20 

0,069158 

27079 

185 

45 

0,270786 

3692 

1357 

—  1 

4,25 

0.041939 

27312 

—  49 

45 

0.273121 

+;^981 

1352 

+  4 

4,30 

+  0.014623 

27275 

+  86 

44 

0,272754 

-  1709 

1335 

8 

4.35 

—0,012523 

26972 

218 

43 

0.269719 

4352 

1306 

12 

4,40 

0.039234 

26407 

346 

42 

0.264073 

6924 

1264 

16 

4.45 

0,065253 

25590 

470 

40 

0.255902 

9401 

1211 

20 

4.50 

0,090334 

24531 

588 

38 

0,245312 

11759 

1146 

23 

4,55 

0,114239 

23243 

699 

36 

0,232430 

13978 

1071 

26 

4,60 

0,136748 

21741 

802 

33 

0.217408 

10038 

987 

30 

4,65 

0.157655 

20041 

896 

30 

0,200414 

17921 

894 

32 

4.70 

0,170772 

18163 

980 

26 

0,181632 

19609 

794 

34 

4,75 

0.193929 

16126 

1055 

23 

0.161264 

21090 

686 

36 

4,80 

0,208979 

13953 

1118 

19 

0.139525 

22351 

574 

38 

4,85 

0,221796 

11664 

1169 

*  15 

0.116639 

23382 

456 

39 

4.90 

0.232276 

9284 

1209 

11 

0.092840 

24175 

336 

40 

4,95 

0.240341 

6837 

1236 

7 

0,068370 

24725 

213 

41 

5,00 

0,245936 

4347 

1251 

+  3 

0.043473 

25028 

-  90 

41 

5,05 

0,240030 

—  1840 

1254 

—  1 

+  0.018396 

25085 

+  33 

41 

5.10 

0.249617 

+  661 

1245 

5 

—0,006616 

24897 

155 

40 

5.15 

0.247717 

3132 

1223 

9 

0,031318 

24468 

274 

39 

5,20 

0,243372 

5547 

1191 

13 

0,055473 

23804 

389 

37 

5,25 

0.236648 

7885 

1140 

17 

0,078850 

22914 

500 

36 

5,30 

0,227635 

10123 

1090 

20 

0,101229 

21808 

.  605 

34 

5,35 

0,216443 

12240 

1025 

23 

0,122399 

20500 

702 

31 

5,40 

-  0,203202 

14217 

950 

26 

0,142106 

19004 

793 

29 

5,45 

0.188062 

16035 

867 

29 

0,160350 

17335 

875 

26 

5,50 

0.171190 

17679 

776 

32 

0,176785 

15512 

947 

23 

5.55 

0,152768 

19133 

678 

34 

0,191328 

13553 

1010 

19 

5,60 

0,132992 

20385 

574 

35 

0,203853 

11479 

1062 

10 

5,65 

0.112009 

21426 

406 

37 

0,214255 

9311 

1104 

12 

/ 

Ä7/>  / 

0M02}d^ 

22245 

353 

H8 

0,222450 

7070 

1135 

8 
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Tafel    I. 


l 

/o 

a 

b 

c 

/, 

a 

b 

c 

5,75 

-0.067654 

4-22838 

4-  239 

-38 

-0.228379 

-  4780 

+  1154 

4-  4 

530 

0,044616 

23200 

123 

39 

0,232000 

2462 

1162 

4-  1 

5,85 

—  0.021332 

23330 

4-   7 

39 

0,233300 

-  139 

1159 

-  3 

5,90 

4-0,001907 

23228 

—  108 

38 

0,232285 

4-  2165 

1144 

7 

5.95 

0.025049 

22898 

221 

37 

0,228983 

4429 

1118 

10 

a^oo 

0,047689 

22345 

332 

36 

0.223447 

6631 

1082 

14 

m 

0.069667 

21575 

437 

34 

0.215749 

8750 

1035 

17 

0,10 

0,090770 

20598 

538 

32 

0,205982 

10765 

979 

20 

0^15 

0,110798 

19426 

633 

30 

0.194259 

12659 

913 

23 

6,20 

0429561 

18071 

721 

28 

0,180710 

14413 

839 

26 

5,25 

0,146884 

16548 

801 

25 

0.165484 

•  16012 

758 

28 

(UO 

0,162607 

14874 

872 

22 

0.148742 

17441 

670 

30 

5.35 

0,176588 

13060 

934 

19 

0. 1 30662 

18688 

576 

32 

5.40 

0.188701 

.  11143 

987 

.  16 

0,111432 

19741 

477 

34 

0,45 

0.198843 

9125 

1030 

12 

0,091248 

20592 

374 

35 

0»5O 

0,206926 

7032 

1062 

9 

0,070318 

21234 

268 

36 

5.55 

0,^12888 

4885 

1083 

5 

0.048853 

21662 

160 

36 

5,60 

0,216686 

2707 

1094 

-  2 

0,027067 

21874 

4-  52 

36 

035 

0,218298 

+  518 

1094 

4-  2 

-0,005177 

21869 

-  67 

36 

0,70 

0,217725 

-  1660 

1083 

5 

4-0,016599 

21649 

163 

35 

0,75 

0,214989 

3805 

1061 

9 

0,038049 

21217 

268 

34 

030 

0,210133 

5896 

1029 

12 

0,058965 

20580 

369 

33 

035 

0,203221 

7914 

987 

15 

0,079143 

19744 

'  466 

31 

030 

0,194336 

9839 

936 

18 

0,098391' 

18721 

557 

29 

0.95 

0,183&80 

11653 

876 

21 

0.116525 

17520 

643 

27 

73Q 

0,171073 

13338 

808 

24 

0.133375 

16155 

721 

25 

735 

0,156953 

14878 

732 

26 

0.148784 

14640 

792 

22 

7,10 

0,141369 

16261 

650 

28 

0.162011 

12992 

855 

19 

7.15 

0,124488 

17473 

561 

30 

0,174729 

11227 

909 

16 

730 

0,106484 

18503 

468 

• 

32 

0.185032 

9363 

953 

13 

735 

0,087545 

19343 

371 

33 

0,193429 

7421 

988 

10 

730 

0,067864 

19985 

271 

34 

0.199853 

5418 

1013 

6 

735 

0.047642 

204-25 

169 

34 

0,204251 

3375 

1028 

-  3 

7,40 

0,027082 

20659 

-  66 

34 

0.206596 

4-  1312 

1033 

0 

7.45 

4-0,006392 

20688 

4-  37 

34 

0,206876 

-  749 

1027 

4-  3 

7.50 

—0.014224 

20510 

139 

34 

0,205104 

2790 

1012 

7 

735 

0,034462 

20131 

239 

33 

0,201310 

4789 

986 

10 

730 

0.054421 

19555 

336 

32 

0,195545 

6726 

951 

13 

735 

0,073608 

18788 

429 

30 

0.187879 

8589 

907 

16 

7.70 

0,091936 

17840 

518 

28 

0,178400 

10352 

855 

19 

7,75 

0,109231 

6721 

600 

26 

0,167213 

12002 

794 

21 

730 

0,125326 

15444 

676 

24 

0.154440 

13523 

726 

24 

735 

0.140070 

14022 

745 

22  * 

0.140216 

14900 

651 

26 

730 

0,153326 

12469 

806 

19 

0.124691 

16122 

570 

28 

7.95 

0.164971 

10803 

859 

16 

0,108028 

17177 

484 

29 

0,00 

0.174fi99 

9040 

903 

13 

0,090307 

18055 

394 

31 

8.05 

0,183024 

7198 

937 

10 

0.071979 

18749 

300 

32 

8.10 

0,189275 

5296 

963 

7 

0,052962 

19254 

204 

32 

8.15 

0,193603 

3354 

978 

4-  4 

0,033535 

8,20 

0,195975, 

-  13H9 

984 

0 

4-0,Ol3ft05 
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Ueber  die  BesseTsche  Funktion. 


Tafel   I. 


k 

Jo 

a 

b 

c 

A 

a 

b 

c 

8,25 

-  0.196381 

+  577 

+  980 

-  3 

-  0,005764 

-19603 

+  88 

+  82 

8.30 

0,194828 

2525 

960 

6 

0,025247 

19331 

184 

32 

8.35 

0.191344 

4436 

943 

9 

0,044362 

18869 

278 

31 

8.40 

0,185974 

6292 

911 

12 

0.062923 

18223 

368 

20 

8,45 

0,178783 

8075 

870 

15 

0,080749 

17401 

454 

28 

8.50 

0,169854 

9767 

821 

18 

0,097669 

16411 

585 

26 

8.55 

0,159285 

11352 

763 

20 

0.113519 

15265 

610 

24 

8,60 

0,147191 

12815 

699 

23 

0.128150 

13974 

679 

22 

8.65 

0,133701 

14142 

628 

25 

0.141423 

12553 

741 

10 

8.70 

0.118956 

15322 

551 

26 

0,153216 

11015 

795 

17 

8.75 

0,103110 

16342 

469 

28 

0,163420 

9377 

841 

14 

830 

0.086828 

17194 

383 

29 

0,171943 

7656 

879 

11 

8,85 

0,068780 

17871 

293 

30 

0,178710 

5868 

907 

8 

8.90 

0,050646 

18366 

202 

31 

0,183663 

4033 

927 

5 

8,95 

0.032109 

18677 

108 

31 

0,186765 

2168 

987 

+  2 

9.00 

-0,013356 

18799 

4-  15 

81 

0,187995 

-  291 

988 

-  1 

9,05 

+0,005427 

18735 

-  79 

31 

0.187350 

+  1578 

'930 

4 

9,10 

0,024052 

18485 

171 

30 

0,184848 

3421 

912 

7 

9,15 

0,042336 

18052 

261 

29 

0,180523 

5220 

886 

10 

9,20 

0,090098 

17443 

348 

28 

0,174428 

6958 

851 

13 

9,25 

0,077165 

•  16663 

431 

27 

0,166634 

8617 

808 

16  . 

9.30 

0,093371 

15722 

509 

25 

0,157225 

10182 

757 

18 

9,35 

0.108560 

14630 

582 

23 

0,146305 

11638 

698 

20 

9.40 

0,122585 

13399 

649 

21 

0,133990 

12971 

634 

22 

9,45 

0,135315 

12041 

708 

19 

0,120408 

14169 

563 

24 

9.50 

0,146630 

10570 

761 

16 

0fl05702 

15219 

487 

.26 

9,55 

0,156423 

9002 

806 

14 

0,090022 

16114 

407 

27 

9,60 

0.164607 

7353 

842 

11 

0,073529 

16844 

323 

28 

9,65 

0,171107 

5639 

870 

8 

0,056391 

17403 

286 

29 

9,70 

0,175869 

3878 

889 

5 

.0,038782 

17787 

148 

20 

9,75 

.  0.178854 

2088 

900 

-  2 

0,020877 

17992 

+  58 

80 

9,80 

0,180041 

+  286 

901 

+  1 

—  0,002857 

18019 

-  32 

80 

9,85 

0,179427 

-  1510 

893 

4 

+  0,015101 

17866 

121 

29 

9,00 

0,177029 

3282 

877 

7 

0,032817 

17537 

208 

29 

9,95 

0,172878 

5012 

852 

10 

0,050117 

17036 

293 

28 

10,00 

+  0,167025 

-  6683 

-  818 

+  12 

+  0,066833 

+ 16368 

-  374 

-26 

Tafel 

l  IL 

X 

h 

a 

b 

c 

A 

./• 

a 

b 

C 

0,0 

0,0000000 

0 

0 

0 

0,0 

0,0000000 

0 

0 

0 

0.1 

0,0000001 

+    1 

+   8 

+  12 

0,1 

0,0000000 

0 

0 

+  1 

0.2 

0,0000026 

65 

66 

36 

0,2 

0.0000001 

+   2 

+   3 

3 

0.3. 

0,0000199 

330 

218 

74 

0,3 

0,0000010 

19 

17 

8 

0,4 

0,0000831 

1027 

504 

123 

0,4 

0,'  000056 

82 

50 

18 

0.5 

0,0002498 

2456 

953 

180 

0,5 

0.0000209 

247 

122 

33 

0.6 

0,0006101 

4961 

1584 

241 

0.6 

0,0000615 

604 

245 

53 

0.7 

0.0012901 

8910 

2397 

299 

0.7 

0.0001523 

1275 

438 

79 

0.8 

0.0024523 

14663 

3384 

352 

0.8 

0.0003321 

2414 

717 

110 

/  0,910,0042937] 

22540 

4514 

394 

0.9 

0,0006569 

4207 

1095 

144 

1 

l.oji 

0.OO7O396  1 

32703 

5752 

423 

1,0 

i0,Q0V*i(Ä4 

^  ^Sft^S 

.  1581 

182 

Von  O.  SCHLÖMILCH. 


163 


Tafel    IL 


l 

J. 

a 

b 

c 

• 

X 

/. 

a 

b 

c 

1.0 

0,0000222 

+  174 

-h  58 

+  8 

1.0 

0.0000025 

+  22 

+  9 

+  1 

1.1 

0.0000464 

237 

99 

16 

1.1 

0.0000058 

46 

15 

3 

1,2 

0.0000008 

580 

159 

25 

1.2 

0.0000123 

89 

28 

5 

U 

0,0001674 

980 

246 

34 

1.3 

0.0000246 

164 

48 

8 

U 

0.0002937 

1584 

364 

46 

1.4 

0,0000467 

287 

77 

12 

1,5 

0.0004934 

2463 

522 

60 

1.5 

0.0000848 

481 

119 

17 

1,6 

0,0007983 

3699 

721 

75 

1.6 

0.0001462 

774 

177 

23 

1.7 

0.0012483 

5386 

974 

93 

1.7 

0,0002438 

1205 

258 

31 

1,8 

aooi8g4o 

7631 

1280 

111 

1,8 

0.0003934 

1821 

362 

40 

IM 

a0027067 

10544 

1642 

130 

1.9 

0,0006160 

2675 

497 

51 

2.0 

0,0040287 

14237 

2061 

149 

2,0 

0.0009386 

3834 

667 

62 

1 

•^11 

a 

b 

C 

A 

/,. 

a 

b 

c 

2,0 

0.0000366 

^     189 

+  43 

+  3 

2.0 

0.0000062 

+  36 

+  0 

+  2 

2,1 

0,0000604 

296 

64 

7 

2,1 

0,0000109 

59 

14 

2 

2,2 

0.0000072 

449 

91 

11 

2,2 

0,0000184 

94 

22 

3 

2,8 

0,0001524 

668 

129 

15 

2,3 

0.0000363 

147 

33 

4 

2.4 

0,0002337 

974 

178 

19 

2,4 

0,0000486 

224 

47 

6 

2.5 

a0003509 

1392 

242 

24 

2.5 

0,0000763 

335 

65 

8 

te 

0,0005168 

1952 

321 

30 

2.6 

0.0001172 

492 

92 

10 

2.7 

0,0007473 

2691 

421 

37 

2,7 

0,0001767 

709 

126 

13 

23 

0,0010623 

3650 

542 

45 

2.8 

0,0002616 

1003 

170 

17 

to 

0,0014861 

4876 

688 

53 

2.9 

0,0003807 

1397 

226 

21 

a.0 

0,0020480 

6419 

860 

61 

3.0 

0.0005452 

1915 

295 

25 

l 

Jn 

a 

h 

c 

k 

Ju 

a 

b 

c 

3.0 

0,0001327 

+  515 

-¥     89 

+  7 

3,0 

0,0000297 

+  127 

+  24 

-1-  3 

U 

0.0001941 

725 

121 

11 

3.1 

0,0000451 

185 

34 

4 

«.? 

0,0002798 

1002 

159 

15 

3,2 

Oi0000674 

265 

47 

5 

a.3 

0.0003974 

13(57 

208 

19 

3,3 

0,0000^)91 

375 

64 

6 

M 

0,0005560 

1842 

268 

23 

3.4 

0.0001436 

522 

85 

8 

3.5 

0,0007702 

2450 

343 

27 

3.5 

0,0002032 

720 

114 

10 

3.0 

0.0010523 

3221 

431 

32 

3.6 

0.000  >890 

079 

148 

13 

3.7 

0,0014209 

4185 

530 

38 

3,7 

0.0004050 

1314 

191 

16 

33 

0,0018970 

5379 

661 

45 

3,8 

0,0005557 

1747 

243 

19 

3.0 

0.0025055 

6839 

803 

51 

3,9 

0.0007567 

2205 

307 

23 

4.0 

0,0032749 

8604 

967 

58 

4,0 

0.0010193 

2982 

383 

28 

l 

^,5 

a 

h 

c 

X 

J^. 

a 

b 

c 

4.0 

0,0002926 

^     941 

+  135 

+  11 

4.0 

0,0000780 

+  273 

+  43 

+  4 

il 

0.0004015 

1248 

173 

14 

4.1 

0,0001101 

373 

57 

5 

12 

0,0005451 

1639 

219 

17 

4.2 

0,0001537 

504 

75 

7 

43 

0,0007327 

2131 

275 

20 

4.3 

0,0002123 

675 

97. 

8 

4,4 

0,0009754 

2744 

340 

24 

4.4 

0,0002904 

895 

123 

10 

4.5 

0,0012864 

3501 

418 

28 

4.5 

0.0003933 

1174 

157 

12 

4,6 

0,0016813 

4427 

510 

33 

4.6 

0,0005277 

1527 

197 

15 

4.7 

0.0021784 

5550 

615 

37 

4,7 

0.0007017 

1968 

245 

18 

43 

0.0027987 

6890 

734 

43 

.  4.8 

0.0009248 

2514 

303 

21 

io 

0,0035661 

8497 

871 

49 

4.9 

0.0012087 

3\ft?> 

\   \V5 

5,0 

0,0045060 

10390 

1023 

56 

5,0 

0,OOl5i5QB 

\ 


164 


Ueber  die  BesseTsche  Funktion. 


Tafel 

[  IL 

k 

/i8 

a 

h 

c 

A 

/,9 

a 

h 

C 

5.0 

0,0001524 

+  463 

-1-  04 

+  5 

5,0 

0,0000431 

+  141 

-V  21 

+  2 

5,1 

0,0002050 

606 

81 

6 

5.1 

0,0000596 

189 

27 

3 

5.2 

0.0002750 

789 

103 

8 

5,2 

0,0000815 

252 

30 

3 

5.3 

0.0003050 

1019 

128 

9 

5,3 

0,0001106 

333 

40 

4 

5,4 

0,0004800 

1304 

159 

11 

5.4 

0.0001480 

437 

58 

5 

5,5 

0.0006281 

1658 

195 

13 

5,5 

0,0001990 

.  569 

73 

6 

5,0 

0,0008148 

2091 

239 

16 

5.6 

0.0002038 

734 

03 

7 

5,7 

0,0010494 

2619 

291 

19 

5,7 

0.0003472 

942 

110 

8 

5,8 

0.0013423 

3259 

350 

21 

5,8 

0,0004538 

1199 

•  142 

10 

5.9 

0,0017054 

4020 

418 

24 

5,9 

0,0005889 

1514 

175 

12 

0,0 

0.0021522 

4939 

497 

27 

6.0 

0.0007590 

1901 

213 

14 

k 

/.o 

a 

h 

c 

k 

/.i 

a 

b 

c 

0,0 

0.0002512 

-)-  081 

+  84 

+  7 

6.0 

0.0000784 

+  228 

H*  30 

+  2 

0.1 

0,0003283 

867 

103 

8 

6,1 

0.0001045 

297 

30 

8 

0,2 

0.0004201 

1098 

128 

9 

6.2 

0.0001384 

384 

48 

4 

0,3 

0,0005496 

1381 

150 

10 

6.3 

0,0001820 

492 

Ol 

5 

0.4 

0,0007044 

1725 

189 

12 

6.4 

0,0002378 

628 

75 

0 

0,5 

0.0008971 

2143 

230 

14 

6,5 

0,00030a7 

796 

04 

0 

0,0 

0,0011358 

2645 

274 

16 

6.9 

0.0003984 

1004 

115 

8 

0;7 

0,0014294 

3245 

327 

19 

6.7 

0,0005111 

1257 

130 

0 

0,8 

0.0017885 

3957 

380 

22 

6.8 

0,0000517 

1504 

109 

U 

0.9 

0,0022250 

4796 

455 

25 

0.9 

0,0008201 

1935 

204 

13 

7,0 

0,0027527 

5782 

532 

28 

7,0 

0,0010413 

2381 

243 

15 

k 

/,s 

a 

b 

c 

k 

^.4 

a 

h 

c 

7,0 

0,0001252 

-4*  331 

4-  40 

+  3 

7,0 

0,0000402 

+  113 

+  15 

+  1 

7.1 

0,0001626 

420 

50 

4 

7,1 

0,0<KH)531 

140 

18 

2 

7,2 

0,0002100 

532 

02 

4 

7,2 

0,0000697 

188 

23 

2 

7.3 

0,0002698 

669 

75 

5 

7,3 

0,0000910 

240 

29 

2 

7.4 

0,0003447 

834 

91 

6 

7,4 

0,(HM)1182 

300 

30 

3 

7.5 

0.0004379 

1037 

112 

7 

7.5 

0,0001527 

387 

45 

3 

7,6 

0.0005536 

1283 

134 

8 

7,6 

0,0001963 

488 

55 

4 

7,7 

0,(M)06962 

1577 

101 

10 

7,7 

0.0002510 

610 

07 

5 

7,8 

0,0008710 

1929 

192 

11 

7,8 

0,0003192 

760 

.  82 

5 

7.9 

0,0010843 

2349 

228 

13 

7,9 

0,0004040 

942 

99 

0 

8,0 

0,(K)  13433 

2845 

209 

15 

8,0 

0,0005087 

1160 

120 

0 

k 

^,5 

a 

h 

c 

k 

Jt. 

a 

b 

c 

8,0 

0,0001828 

+  446 

+  50 

+  3 

8,0 

0,0000625 

+  162 

+  20 

+  1 

8.1 

0,0002328 

557 

61 

4 

8.1 

0,0000808 

206 

24 

2 

8,2 

0,0002900 

691 

73 

5 

8,2 

0,0001040 

260 

30 

2 

8,3 

0.0003719 

853 

90 

6 

8,3 

0,0001332 

326 

37 

3 

8.4 

0,0004668 

1050 

107 

6 

8,4 

0,0001698 

408 

45 

3 

8,5 

0,0005832 

1284 

128 

7 

8,5 

0,0002154 

507 

55 

4 

8,6 

0,0007252 

1564 

152 

9 

8,6 

0,0002720 

628 

00 

4 

8,7 

0,0008977 

1896 

181 

10 

8.7 

0,0003419 

774 

80 

5 

8,8 

0.(K)11004 

2288 

212 

11 

8.8 

0,0fM)4278 

949 

95 

0 

^   8,9 

0,0013575 
0//(Ue585l 

2747 

249 

13 

8.9 

0,0(H)5328 

1158 

115 

7 

f     Ä^ 

:^2m 

290 

15 

9,0 

0,0006(M)8 

1408 

136 

8 

Von  O.  SCHLÖMILCH. 


165 


/ 

1 

rafe 

1  II. 

1 

J«. 

a 

b 

c 

A 

J.S 

a 

• 
b 

• 

c 

9.0 

0,0002505 

-f  570 

-f  59 

+  4 

9.0 

0,0000906 

+  219 

+  24 

+  1 

9.1 

0.0003138 

701 

72 

4 

9,1 

0,0001151 

274 

30 

1 

i,i 

0,0003015 

858 

86 

5 

9,2 

0,0001457 

340 

36 

2 

9^ 

0,0004864 

1045 

102 

6 

9,3 

0,0001835 

420 

44 

3 

s;4 

0,0006017 

1268 

121 

7 

9.4 

0,0002302 

518 

54 

3 

9fi 

0,0007413 

1531 

143 

8 

9,5 

0,0002877 

635 

64 

4 

«,« 

0,0000005 

1842 

169 

9 

9,6 

0,0003580 

775 

76 

5 

0.7 

0,0011115 

2207 

197 

10 

9.7 

0,0004430 

942 

91 

5 

9.8 

0,0013520 

2032 

229 

11 

9,8 

0,0005475 

1141 

108 

6 

9.0 

0.0016402 

3127 

267 

13 

9,9 

0,0006731 

1377 

128 

7 

10.0 

0,0010800 

3700 

307 

15 

10,0 

0,0008243 

1654 

150 

8 
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Integration  der  Differentialgleichung 

Von  Simon  Spitzer. 


gleichnng 

ary<">  — y  =  0, 

den  ich  in  Grnnert's  Archiv  für  Mathematik  veröffentlichte,  habe  ich 
das  Integral  der  Gleichung  1)  in  geschlossener  Form  angegeben   nämlich : 

1 

y  — 


WO 


^=  Ag>  {x)  +  B  J  i  +  q>{x)  logx  —  f  — ■ — .  -^-^ — -^--^—^    du  \ 

m 

n 

g>  (x)  =  ^  (cos  me'^  ^'costo  dm 

.0 
^  Ich  bin  seit  dieser  Zeit  bei  mehreren  verschiedenen  Gelegenheiten  auf 
die  Gleiehong  1)  zurückgeführt  worden  und  habe  vor  Kurzem  ihr  vollstän- 
diges Integral  auf  folgende  einfachere  Form  gebracht : 

s  n 

+  VLByx  f  e^^'''''^log(yxsin*ia\d<A 
0 
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Bevor  ich  den  Weg  zeige ,  auf  welchem  ich  dieses  Integral  fand ,  will 
ich  bemerken,  dass  sich  Herr  Prof.  Jos.  Petzyal  in  seinem  sehr  volumi- 
nösen Werke  Über  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  mit 
derselben  Gleichung  beschäftigte  und  ihr  Integral  auch  wirklich  angab,  je- 
doch in  der  unbrauchbaren  Form  divergenter  Reihen,  für  die  er  dann  ihnen 
analoge  bestimmte  Integrale  einführte. 

Ich  substituire 

es  ist  alsdann 

und  die  Gleichung 

l)  xy''  —  y  =  0 

geht  über  in 

zu  welcher  Gleichung  auch  Herr  Prof.  Petzval  durch  dieselbe  Substitution 
gelangte.  Das  Integral  dieser  Gleichung  steht  in  sehr  nahem  Zusammen- 
hange mit  dem  Integrale  folgender  Gleichung 

ist  nämlich  das  Integral  dieser  Gleichung  3) 

6Q  ist  das  Integral  der  Gleichung  2) 

dv 

Dieser  merkwürdige  Satz  rührt  von  Lebesgue.  her  {LionvilWs  Journal 
tome  9)  und  ist  höchst  einfach  zu  beweisen.    Man  hat  nämlich  identisch 

|£^-lM_.|(iO^|.({''"  +  '^--M.J, 

folglich  wird  für 
auch 

genügt  also  y  =  v  der  Gleichung  3) ,  so  genügt  zu  gleicher  Zeit  y  =  | »' 
der  Gleichung  2) ,  w.  z.  b.  w. 

Ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  3)  erhält  man  leicht  mittelst 
der  Laplace' sehen  Methode,  welche  50  Jahre  später  Herr  Prof.  Jos. 
Petzval  noch  einmal  erfunden  zu  haben  vorgiebt.    Setzt  man  nämlich 

e^iVdu 


y=Je 


wi 
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voraas,  so  findet  man 


j/tF—i 

and  als  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Integrationsgrenzen  bestimmen, 

e"!/«"— 4=0. 

Aus  ihr  folgt : 

M=  +  2 

ferner  ftir  positive  §,  t/  =  —  oo,  und  für  negative  J,  M:i=:  +  qo.  Lassen 
wir  diese  unendliche  Wurzel  ausser  Acht,  da  das  Zeichen  von  ^  nicht  dcci- 
dirt  ist  und  £  als  Variable  auch  gleich  Null  sein  kann,  so  haben  wir  folgen- 
des particuläre  Integral  der  Gleichung  3) 

welches  für 

ti  =  2  cos  q> 

die  Form 

n 

0 

aanimmt  —  Ich  setze  nun  das  zweite  particuläre  Integral  der  eben  genann- 
ten Differentialgleichung 

in  folgender  Form  voraus: 


0 


Qnter  W  eine,  einstweilen  noch  unbekannte  Funktion  von  q)  verstanden. 
Man  hat  nun 


y=^jco^fpe^i<'^''^log{lijr)dtp^jjcos(peH^^''^d(p  —  ^^^ 
und  werden  diese  Wertbo  in  3)  substituirt ,  so  erliÄVt  inaii-. 
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0  0 


n  n 


+  2  fco8(pe^^^'Vlog{^W)d(p-^^  le^i<^^*'Piog{iW)dfp 

0  0 

und  wenn  man  das  erste  und  letzte  Glied  des  2.  Theils  zusammenzieht : 

n  n 

n 


0 
Nun  ist  aber 


+  ^  I cosq>  e^fi*^*'V  log  (J  fV)  dtp 


n 


0  0  '^  J 

folglich  hat  man  nach  gehöriger  Reduction 

r 

n  n 

l^^^+'^^  —  Hy^^Jr:osq>encoiVdq>-^L^^ 

und  soll  der  zweite  Theil  der  Gleichung  verschwinden,  so  muss 

W 
2  cos  (p  =  -—  sin  (p 

d.h. 

W  =  sin^  (f 
sein.    Für  die  Gleichung 

hat  man  demnach  als  vollständiges  Integral 

«  n 

5)  y^^^J  ^^S^^'V  dq>  +  B  I  eH'osv  log  (|  sin^  (p)  dtp , 

0  0 

und  folglich  gehört  der  Gleichung 

das  vollständige  Integral 

7)     y  =  2^J  j  cosqteH^''*^  dtp  +  B  1  e^^"^""*^  dtp 

0  Ü 


+  2^1  I cos  tpe^^^^'^'P  log(^sm*tp)  dtp. 
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Setzt  man  jetzt 

so  erhält  man  das  Integral  der  Gleichung 

8)  -g-^=»' 

und  zwar  ist  dasselbe 

0  0  „ 

+  2C^yxfcosq>e^  ^''''  ^  log  {J/x  sin^<p)dq>, 

0 
Ganz  ebenso  ergiebt  sich  das  Integral  der  Gleichung 

10)  ■  ag-6»y==0; 

es  ist  nämlich 

n  n 


yz=Aya:  j  cos  me^^^^'''''^  d(o  + B  1  e'^^^'^'''"^  den 
0  0 


n 

+  IhBYx  \costiie^^'''*^log{yxsir?fa)dtü 
0 
Durch  Gleichsetzung  der  beiden  gefundenen  Integrale  der  Gleichung 

gelangt  man  zu  folgenden  beachtenswerthen  Formeln: 


« 


cos*'  » log  sin  »  d«  =  -  ^^(^„l  i )  ('  +  |  +  |  +  "   +  1) 


cos^*"^ '  Ol  log  sin  n  d(a^=0. 


Aqb  dem  Integral  der  Gleichung 

11)  a:y"  — 6»y  =  0 
^ttm  man  leicht  das  Integral  der  Gleichung 

12)  xz''  +  az'  —  b^z=^0 

ableiten;  wenn  nämlich 

y  —  v 

dfts  Integral  der  Gleichung  11)  bedeutet,  so  ist 

d^v 

z  =  -— -- 

da;« 

^Integral  der  Gleichung  12).  Denn  setzt  man  in  12)  z=:v(^\  so  erhält  man 

a-z"  +  az'  —  Z>«z  =  Ärv^«+2)  +  ar^«+^>  —  b*t)^''\ 
^^sieb  Bueb  so  acbreihen  läaat 

^ftMebrin  f.  Mathematik  u.  Physik.   II.  VI 
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xz"'^az'  —  b^z  =  (xv*'  —  b*v)^^>'j 
weil  nun  der  Voraussetzung  zufolge  die  Gleichung 

xv"  —  6*t;  =  0 
stattfindet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung,  wie  es 
in  Nr.  12)  verlangt  wird. 


IX. 

üeber  die  Art  der  Bewegung  ^  welche  wir  Wärme  nennen. 

Nach  Clausius  und  Krönig 

von   WiTZSCHEL. 


JLf  ie  Vorgänge  an  Körpern ,  welche  sich  als  Wärmeerscheinnngen  kund- 
geben, ist  man  hauptsächlich  von  zwei  Seiten  her  als  Bewegungserschei- 
nungen aufzufassen  veranlasst  worden.  Einmal  ist  es  die  Verbreitung  der 
Wärme  durch  Strahlung  und  die  Analogie  der  darauf  bezüglichen  Ge- 
setze mit  den  für  das  Licht  giltigen  und  nach  der  Undulationstheorie  mit 
aller  nur  wünschenswerthen  Evidenz  erklärbaren  Gesetzen,  welche  auch 
die  Wärme  als  einen  Bewegungszustand  der  kleinsten  Theile  eines  Körpers 
annehmen  lassen;  zweitens  wird  diess  Ansicht  bestätigt  durch  die  Beob- 
achtungen und  Erfahrungen ,  welche  zur  Aafstellang  des  Begriffes  vom  so- 
genannten Arbeitsäquivalent  der  Wärme  geführt  haben.  Lassen  sich  nun 
die  Erscheinungen  der  strahlenden  Wärme  in  nicht  blos  ungezwungener, 
sondern  in  allseitig  befriedigender  Weise  durch  eine  mit  der  Undulations- 
theorie des  Lichts  fast  identischen  Theorie  erklären ,  so  ist  man  doch  noch 
sehr  weit  entfernt,  eine  klare  abgeschlossene  Vorstellung  von  der  eigent- 
lichen Art  der  Bewegung  zu  haben ,  in  welche  die  Theilchen  eines  ponde- 
rabelen  Körpers  versetzt  werden  oder  sind ,  wenn  an  demselben  Wärmeer- 
scheinungen sich  kundgeben.  Im  Gebiete  der  Molecularphjsik,  zu  welcher 
Untersuchungen  und  Fragen  der  Art  gehören ,  giebt  es  zur  Zeit  noch  so 
wenig  unmittelbar  dahin  gehörige  Thatsachen  und  Beobachtungen,  welche 
zur  Erklärung  der  auf  Molecularactionen  basirten  Erscheinungen  hier  und 
da  feste  Anhaltepuukte  gewährten,  dass  es  schwer  wird  den  Weg  der  Spe- 
culation  mit  einiger  Sicherheit  vor  Abwegen  zu  betreten  und  zu  verfolgen. 
Andererseits  bietet  eine  strenge  Ableitung  der  Wärmeerscheinungen  und 
damit  verwandter  Vorgänge  aus  einer  mechanischen  Vorstellungsweise  so 
complicirte,  mit  den  gegenwärtigen  Hilfsmitteln  der  Mathematik  nicht  füg- 
lich zu  bewältigende  Probleme  dar ,  dass  man  vor  der  Hand  sich  begnügen 
mass,  nar  für  einzelne  beschränkte  Erscheinungskreise  eine  befriedigende 
Erklärung  durch  Aufstellung  mehrerer  Hypot\ieB^ii  wa.  vfetW3Lc\i^^  x«i^  iä- 
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frieden  zu  sein,  wenn  diese  Hypothesen  in  ihren  Consequenzen  nicht  zu 
arge  Verstösse  gegen  anderweitige  Erkenntnisse  der  Natur  enthalten. 

Diese  Schwierigkeit  einer  allgemeinen  Lösung  des  Problems  macht  es 
nothwendig,  dasselbe  in  seinen  Einzelheiten  und  besonderen  Gestaltungen 
für  gewisse  Ffille  aufzufassen ,  oder  gewissen  Wärmeerscheinungen  einzeln 
auf  den  Grund  zu  gehen  und  zu  versuchen,  in  welcher  Weise  und  unter 
welchen  Voraussetzungen  sich  dieselben  als  Bewegungszustände  der  durch 
Wftrme  aflicirten  Körper  darstellen  lassen.  Es  ist  daher  auch  jeder  Ver- 
such, einen  gewissen  Kreis  dahin  gehöriger  Erscheinungen  von  diesem 
Standpunkte  aus  zu  deduciren,  als  ein  Beitrag  zur  künftigen  Lösung  der 
Gesammtaufgabe  willkommen  zu  heissen  und  gewiss  wird  man  den  hierbei 
nothwendiger  Weise  aufgestellten  Hypothesen  yorl&ufig  nicht  mindere 
Beachtung  zu  schenken  haben,  wie  sie  denjenigen  zu  Theil  wird,  welche 
bereits  einer  gelungenen  Deduction  anderer  Naturerscheinungen  als  Aus- 
gangspunkte dienen. 

Sehr  beachtenswerth  in  dieser  Beziehung  ist  eine  schon  im  Jahre  1850 
yeröffentlichte  Abhandlung  von  Herrn  Clausius  (Poggend.  Annal.  Bd.  79), 
noch  mehr  aber  eine  neuere  im  100.  Bftnde  derselben  Annalen  S.  353  einge- 
rfiekte  von  demselben  Verfasser,  in  welcher  auf  die  „Art  derBewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen**  näher  eingegangen  ist.  Die  Veröffent- 
lichung der  letzteren  ist  zunächst  durch  eine  Abhandlung  von  Herrn  Krö- 
nig: „Grundzüge  einer  Theorie  der  Gase"  (Poggend.  Annal. 
Bd.  99  S.  315)  hervorgerufen  worden,  in  welcher  Herr  Clausius  zum  Theil 
iucb  seine  Ansichten  über  gewisse  Molecularverhältnisse  wiedergefunden 
hat,  ohne  irgend  welche  Prioritätsrechte  Herrn  Krön  ig.  gegenüber  des- 
halb beanspruchen  zu  wollen.  Da  somit  von  zwei  verschiedenen  Seiten  und 
imabhXngig  von  einander  eine  theilweise  Uebereinstimmung  von  Ansichten 
und  Hypothesen  zur  Erklärung  eines  bestimmten  Kreises  von  Erscheinungen 
vorliegt,  so  dürfte  eine  nähere  Einsicht  in  diese  beiden  Abhandlungen  und 
eine  Vergleichung  derselben  nach  den  Punkten,  in  welchen  beide  Verfasser 
übereinstimmen  oder  nicht,  wohl  einiges  Interesse  in  Anspruch  nehmen  und 
wieder  gewähren. 

Während  Herr  Krönig  zunächst  nur  die  Molecularverhältnisse  der 
Gase,  insoweit  letztere  von  Wärmeäusserungen  begleitet  sind,  berücksich- 
tigt, geht  Herr  Clausius  zwar  auch  von  ähnlichen  Betrachtungen  über 
den  bezeichneten  Aggregatzustand  aus,  giebt  aber  auch  eine,  wenngleich 
noch  sehr  allgemeine  Vorstellung  von  den  Bewegungen  der  Molecüle  eines 
Körpers  im  festen  und  tropfbarflüssigen  Aggregatzustande ,  insoweit  einige 
der  bekannteren  oder  allgemeineren  Wärmeerscheinungen  dadurch  hervor- 
gerufen werden. 

Nach  der  ersten  von  Herrn  Krönig  aufgestellten  Hypothese  bestehen 
die  Gase  aus  Atomen,  welche  sich  wie  feste,  voWkomm^xi  fi^^^NAÄ^ciÄ ^  tsöN. 
gewisgen  Oeacbwinäigkeiten  innerhalb  eines  leeieii 'Ra.um^Ä  Va  ^«t\ÄR>QX^v 
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tender)  Bewegung  sich  befindliche  Kugeln  verhalten.  Feste  und  flüssige  Kör- 
per sind ,  sobald  Gleichgewicht  oder  ein  dauernder  Zustand  eingetreten  ist, 
den  Stössen  der  Gasatome  gegenüber  ebenfalls  absolut  elastisch.  [Flüssig- 
keiten dürften  wohl  nur  mit  besonderer  Einschränkung  diesem  Verhalten 
der  festen  Körper  sich  anschliessen ,  vergl.  unten  die  Ansicht  des  Herrn 
Clausius  über  den  Vorgang  der  Verdampfung.]  Herr  Krön  ig  erläutert 
diese  Vorstellung  von  dem  Verhalten  der  Gasatome  in  einem  Gefasse  mit 
demjenigen  einer  Anzahl  absolut  elastischer  Kugeln,  welche  in  einem  Ka- 
sten von  absolut  elastischer  Substanz  zuerst  irgendwie  vertheilt  sind,  in 
ruhendem  Zustande  sich  befinden  und  in  ihrer  Gesammtheit  einen  sehr  klei- 
nen Theil  des  vom  Kasten  eingeschlossenen  Kauminhaltes  einnehmen ,  so- 
dann aber  durch  eine  heftige  Hin-  und  Herbewegung  des  Kastens  in  Be- 
wegung gerathen  und  derselben  überlassen  werden,  nachdem  man  den 
Kasten  wieder  in  Ruhe  versetzt  hat.  Unter  der  Voraussetzung^  dass  keine 
anderen  Kräfte  auf  die  Kugeln  weiter  einwirken,  behalten  diese  ihre  Be- 
wegung unablässig  bei ,  wie  auch  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  jeder 
einzelnen  Kugel  durch  das  Zusammentreffen  mit  andern  und  mit  den  Wän- 
den des  Kastens  sich  ändert.  In  derartiger  Bewegung  nun  sollen  sich  die 
Gasatome  in  einem  Gefässe  befinden. 

£s  ist  somit  die  Bewegung  eines  Gasatoms  eine  fortschreitende,  keine 
um  irgend  eine  Gleichgewichtslage  oscillirende ,  vielmehr  bewegt  sich  das 
Atom  so  lange  in  derselben  geraden  Linie  und  mit  derselben  Geschwindig- 
keit fort,  bis  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  durch  das  Zusammentreffen 
mit  einem  andern  Gasatom  oder  mit  einer  festen  Wand  geändert  wird.  Aus- 
geschlossen wird  also  damit  die  Annahme  einer  gegenseitigen  Abstossnng 
zwischen  zwei  sich  nicht  berührenden  Gasatomen ,  wie  sie  häufig  in  Hypo- 
thesen über  Aggregatverhältnisse  aufgestellt   wird. 

Durch  die  Zusamraenstösse  eines  jeden  Gasatoms  mit  andern  sowie  mit 
den  Wänden,  welche,  wenn  auch  noch  so  eben,  doch  für  diese  Verhältnisse 
immer  sehr  uneben  und  höckerig  anzunehmen  sind,  wird  die  Bahn  des  Atoms 
eine  sehr  unregelmässige,  der  Berechnung  nicht  zu  unterwerfende  sein; 
doch  werden  nach  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeit,  insofern  die  un- 
regelmässigen Bahnen  ziemlich  gleichmässig  vorkommen  dürften ,  gewisse 
Durchschnittsverhältnisse  aufgestellt  werden  können,  nach  welchen  jene 
Unregelmässigkeit  nicht  weiter  in  Betracht  kommt,  wie  etwa  folgende  Auf- 
fassung (die  übrigens  sich  noch  verschiedentlicli  modificiren  lässt,  ohne  dass 
das  Resultat  verändert  wird)  an  die  Hand  giebt. 

In  einem  rechtwinkelig  parallelepipedischen  Gefass  von  den  Dimen- 
sionen X,  y,  z  seien  n  Gasatome,  jedes  von  der  Masse  m  enthalten.  Man 
denke  sich  den  vom  Gefäss  eingesclilossencn  Raum  in  ^n  gleiche  Würfel 
zerlegt  und  in  jedem  derselben  6  Atome  befindlich,  die  sich  beziehlig  in  den 
Jlichtungen  -/-  »r,  — .r,  +  y,  — y,  +  *,  — z  mit  derselben  Geschwindig- 
kclt  c  bewegen.    Die  Atome  mögen  8ic\\  gegenseVlv^  tl\c\v\.  ^Vqx^x^  ^  %c>wderu 
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ungehindert  ihre  Bewegung  bis  zu  einer  Wand  hin  fortsetzen,  wie  man  dies 
auch  voraussetzen  kann,  wenn  die  Atome  in  derselben  graden  Linie  sich 
bewegen ,  da  sie  nach  einem  Zusammcnstoss  nur  ihre  Geschwindigkeiten 
vertauschen ,  mithin  wegen  übrigens  gleicher  Beschaffenheit  keine  Verän- 
derung im  ganzen  Systeme  verursachen.  Stösst  nun  ein  Atom  gegen  eine 
Wand,  z.  B.  gegen  eine  der  beiden  yz- Wände,  so  ist  der  dadurch  hervor- 
gebrachte Druck  gegen  dieselbe  :=r=mca,  wenn  a  die  Anzahl  Stösse  während 
der  Zeiteinheit  bezeichnet.  Es  stösst  aber  ein  senkrecht  gegen  t/z  oder 
parallel  mit  x  bewegtes  Atom  an  die  Wand  yz,  nachdem  es  den  Weg  2x 

zurückgelegt  hat;  man  hat  somit  a  =  — .     Die  StÖsse  aller  gegen  yz  ge- 

2// 
richteten  Atome,  deren  Zahl  nach  obiger  Voraussetzung —7-  ist,  giebt  den 

Gesammtdruck  P  derselben  gegen  die  Wand ,  für  welchen  man  somit  hat 

n  m  ca         nmc^ 


3  2  .  3  a^ 

P 
Bezeichnet  p  den  Druck  gegen  die  Flächeneinheit ,  so  ist  />  =  — ,  folglich, 

wenn  das  Volumen  .ry?=  i^  gesetzt  und  der  constante  Factor  weggelas- 
sen wird, 

n  m  c* 
P  =  =  — -— ; 

V 

ein  Ausdruck,  welcher  besagt,  dass  der  Druck  des  Gases  gegen  die  Flächen- 
einheit der  Gefässwände  gleich  gross  und,  übereinstimmend  mit  dem  Ma- 
riotte* sehen  Gesetze,  den  Volumen  umgekehrt  proportional  ist. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  auch  Herr  Clausius  durch  ähnliche 
Betrachtungen ,  welche  zum  Theil  etwas  vorsichtiger  ausgesprochen ,  zum 
Theil  wieder  allgemeiner  sind,  und  die  (scheinbar)  willkürliche  Voraus- 
setzung, dass  gerade  ein  Drittel  aller  Gasatome  sich  senkrecht  gegen  die 
betrachteten  Wände  bewege ,  nicht  enthalten.  Er  betrachtet  zunächst  den 
Tollkommen  gasförmigen  Zustand,  wie  ihn  die  permanenten  Gase  am 
nftehsten  repräsentiren,  oder  nach  der  Bezeichnung  Kegnault's  ein  ideel- 
les Gas,  für  welches  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche,  sowie 
die  damit  in  Verbindung  stehenden  Gesetze  streng  giltig  sind.  Unter  dieser 
Voraussetzung  nimu)t  er  zur  Bestimmung  des  Druckes  eines  Gases  folgende 
vereinfachende  Annahmen  zu  Plilfe.  Die  Gesammtzahl  der  StÖsse,  welche 
die  Gefässwand  erleidet,  bleibt  ungeändert,  wenn  man  trotz  der  unendlich 
vielseitigen  Richtungen,  w^elche  die  Molecüle  haben  können,  annimmt,  dass 
letztere  sich  in  ihren  Bewegungen  nicht  stören ,  sondern  jedes  Molecül  so 
lange  geradlinig  fortfliegt,  bis  es  eine  Wand  trifft.  (Das  Gefäss  wird  hierbei 
■Is  ein  sehr  flaches  gedacht,  in  welchem  zwei  parallele  Wände  sich  gegen- 
flkerstehen,  deren  Abstand  gegen  die  übrigen  Dimensionen  des  GcOS.9»s<i>i 
▼«wchwindend  klein  ist    Die  Stösse  der  Mo\eclx\e  g^^^xv  ^v\\^  ^^^  W^Njx^xv 
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Seiten  wände ,  deren  Betrachtung  das  Resultat  nicht  weiter  ändert ,  nur  die 
Untersuchui^g  weitläufiger  macht,  sind  dann  weiter  nicht  zu  berücksichtigen). 

Sodann  ist  nach  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeit  die  Annahme  zu- 
lässig ,  dass  hinsichtlich  der  Stösse  gegen  die  Wand  es  eben  so  viele  Mole- 
etile  giebt,  für  welche  der  Zurückwerfungswinkel  innerhalb  derselben  Gren- 
zen, z.B.  zwischen  60^  und  61®  Hegt,  als  solche,  deren  Einfallswinkel  in  die- 
selben Grenzen  fällt.  Da  nun  auch  in  der  Geschwindigkeit  der  Molecftle 
im  Ganzen  keine  Aenderung  durch  den  Stoss  gegen  die  Wand  hervorge- 
bracht wird ,  so  macht  es  für  das  Endresultat  keinen  Unterschied ,  wenn 
man  für  jedes  Molecül  Winkel  und  Geschwindigkeit  nach  der  Zurück- 
werfung wie  vor  derselben  annimmt,  wenn  auch  sein  Verhalten  in  der 
Wirklichkeit  nicht  genau  den  gewöhnlichen  Elasticitätsgesetzen  gemäss  ist, 
wie  das  der  elastischen  Kugeln  an  einer  vollkommen  ebenen  Wand. 

Obgleich  endlich  kein  Grund  vorhanden  ist,  die  Geschwindigkeit  der 
Molecüle  als  gleich  gross  anzunehmen ,  so  kann  man  doch  allen  Molecülen 
eine  gewisse  mittlere  Geschwindigkeit  zuschreiben,  die  so  gross  ist,  dass 
die  lebendige  Kraft  aller  Molecüle  bei  dieser  mittleren  Geschwindigkeit  die- 
selbe ist,  wie  sie  bei  den  verschiedenen  Geschwindigkeiten  sich  herausstellt, 
welche  die  Molecüle  wirklich  haben. 

Bezeichnet  nun  wieder  x  den  Abstand  der  beiden  Wände  und  ^  den  Win- 
kel, welchen  die  Bewegungsrichtung  des  Molecüls  mit  der  Normalen  zur  Wand 

x 

bildet  und  der  von  0®  bis  90^  variirt ,  so  ist die  Länge  des  vom  Molecül 

cos9  ^ 

zurückgelegten  Wegs  von  einer  Wand  zur  andern  und  wenn  c  seine  Ge- 
schwindigkeit ist,  so  hat  man  für  die  Anzahl  der  Stösse  gegen  die  Wand 

c  cos  & 
2^ 

Da  von  den  Bewegungsrichtungeh  der  Molecüle  jede  gleich  oft  vorkommend 
anzunehmen  ist ,  so  wird  die  Anzahl  der  Molecüle ,  deren  Bewegungsrich- 
tungen mit  der  Normale  Winkel  bilden ,  welche  zwischen  ^  und  ^  4~  ^^ 
liegen ,  zur  ganzen  Anzahl  der  Molecüle  sich  verhalten ,  wie  der  Flächen- 
inhalt der  Kugelzone ,  deren  Grenzkreise  durch  d-  und  ^  4"  ^^  bestimmt 
werden ,  zum  Flächeninhalt  der  Halbkugel ,  d.  h.  wie 

2n  sin  ^  d&  :  27r. 

Wird  also  die  Anzahl  aller  Molecüle  mit  n  bezeichnet,  so  fallen  davon  in 
das  Intervall  von  O  bis  O  -J-  rfO 

n  sin  OdO 

und  die  Anzahl  der  von  ihnen  herrührenden  Stösse  ist 

nc 

cos&sind'd^. 


Ix 

Die  Stärke  eines  Stosses  richtet  sich  nach  der  auf  die  Wand  senkrecht  ge- 
rlchteten  Componente  c  cos  d  der  Geschwindigkeit  c  des  Molecüls ,  welche 
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darch  die  Wand  in  die  entgegengesetzte  verwandelt  wird ,  d.  h.  die  Wand 
enüiieht  gleichsam  dem  Molecül  die  Geschwindigkeit  c  cos  ^  und  ertheilt 
ihm  in  entgegengesetzter  Richtung  dieselbe  wieder,  oder  wie  man  auch  sa- 
gen kann,  sie  ertheilt  in  der  letzteren  Richtung  dem  Molecül  die  Geschwin- 
digkeit ^ccos^.  Bezeichnet  nun  m  die  Masse  des  Molecüls,  so  wird  dem- 
Belben  von  der  Wand  eine  Bewegungsgrösse 

2m  c  cos  O 

nitgetheilt.  ^  Diese  Wirkung  wiederholt  sich  bezüglich  aller  zwischen  die 

Oreuzen  ^  und  &+dd^  fallenden Molecüle  in  der  Zeiteinheit  — cos^sin^d^ 

-  2a: 

mal  und  die  denselben  mitgetheilte  Grösse  der  Bewegung  ist 

cos^sin^d^ 

X 

ein  Ausdruck,  dessen  Integral  von  ^  =  0  bis  O  =  —  nämlich 

nmc* 


8a: 

die  Totalwirkung  ist,  welche  die  Wand  auf  alle  Molecüle  während  der 
Zeiteinheit  ausübt.  Nach  dem  Satze  für  die  Gleichheit  des  Drucks  und  Ge- 
^ndrucks  muss  auch  dieser  Ausdruck  die  Druckkraft  bezeichnen,  mit 
welcher  die  Molecüle  auf  die  Wand  einwirken.  Ist  also  p  der  Druck  auf  die 
Flächeneinheit  der  Wand ,  und  a  der  Flächeninhalt  derselben ,  so  hat  man 


nmc'* 

odet  da  a:o  das  Volumen  v  des  Gefässes  oder  des  Gases  darstellt, 

nmc^ 
p  = : 

ein  Aasdruck,  der  dieselben  Schlüsse  bezüglich  der  Expansivkraft  des  Gases 
IQ  machen  erlaubt ,  wie  der  ob^n  angeführte  des  Herrn  K  r  ö  n  i  g. 

Zn  den  bisherigen  Annahmen  fügt  nun  Herr  Krön  ig  diejenige,  dass 

das  in  der  Gleichung  p  = vorkommende  Product  wc',  d.  i.  die  le- 
bendige Kraft  eines  Atoms  oder  die  doppelte  mechanische 
Arbeit  desselben  nichts  anderes  sei  als  die  vom  absoluten 
Nullpunkt  an  gezählte  Temperatur.  Dabei  ist  unter  dem  absolu- 
ten Nullpunkt  derjenige  Temperaturgrad  verstanden,  unter  welchem  das 
Gas  gar  keinen  Druck  mehr  ausübt,  und  der  (den  Ausdehnungscoefficien- 
ten  =0,00366  angenommen)  nach  dem  Gay  -  Lussac' sehen  Gesetz 
=  —  273®  C.  für  ein  ideelles  Gas  sein  müsste.  Bezeichnet  nun  t  die  von 
dieaem  absoluten  Nullpunkt  an  gerechnete  Temperatur,  oder  kurz  die  ab- 
•olnte  Temperatur  eines  Gases,  so  übt  dasselbe  nach  dem  genannten  Ge- 
•etse  einen  t  proportionalen  Druck  aus.    Dasselbe  ^vcd.  %\x%\^^^x^Oi^\.  ^"^xOck. 
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nt 
P=  — » 

V 

wenn  t^=^fnc^  obiger  Annahme  gemäss  gesetzt  wird. 

Dieselbe  Formel  lässt  aber  anch  dieselbe  Deutung  zu,  wenn,  wie  Herr 
Clausius  annimmt,  die  lebendige  Kraft  ^iwc*  (welcbe  von  ihm,  wie  es 
in  neuerer  Zeit  mehrfach  geschieht,  mit  der  mechanischen  Arbeit  gleich- 
gesetzt wird)  eines  Molecüls  oder  die  aller  Molecüle  d.  i.  ^/imc*  der  abso- 
luten Temperatur  nur  proportional  angenommen  wird.  Dann  aber  folgt 
aus  ^ « m c*  =  t .  consl.  auch  pv  =  t ,  consL  Hierin  liegt  ein  wesentlicher 
Unterschied  zwischen  den  beiderseitigen  Ansichten  über  die  Natur  der 
Wärme,  der  zwar  bei  Erklärung  der  Expansivkraft  des  Gases  und  ihrer 
Abhängigkeit  von  Volumen  und  Temperatur  noch  nicht  so  bemerkenswerthe 
Aenderungen  hervorbringt ,  für  andere  Betrachtungen  und  Erklärungen  in- 
dess  von  Einfluss  sein  dürfte.  Ilerr  Clausius  meint  nämlich,  dass  die  von 
Herrn  Krön  ig  angenommene  fortschreitende  Bewegung  der  Atome 
nichtdie  einzigvorhandene  sei,  welche  zur  Erklärung  von  Temperatur- 
erscheinungen herzugezogeu  werden  müsse.  Indem  er  zunächst  annimmt, 
dass  ein  Molecül  aus  mehreren  Atomen  besteht,  welche  zu  demselben  nicht 
als  eine  starre  Masse  vereinigt,  sondern  innerhalb  gewisser  Grenzen  als  be- 
weglich vorzustellen  sind,  glaubt  er,  dass  man  neben  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  der  Molecüle  erstlich  eine  rotirende  Bewegung 
derselben,  und  sodann  auch  irgend  welche  Vibrationen  (oder  periodische 
Bewegungen,  die  in  höchst  verschiedener  Weise  denkbar  sind)  derBe- 
standtheile  jedes  Molecüls  oder  der  Atome  voraussetzen  müsse. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Molecüle  als  Gruppen  von  Atomen,  so  würde 
bei  einer  blos  fortschreitenden  Bewegung  derselben  sehr  bald  durch  einen 
Zusammenstoss  je  zweier,  wenn  er  nicht  zufällig  central  ist,  eine  rotirende 
entstehen.  Andererseits  würde  bei  einer  Anzahl  von  Molecülen ,  die  in  kei- 
ner fortschreitenden  Bewegung  sich  befinden,  deren  Bestandtlieilo  aber  eine 
lebhafte  Bewegung  haben,  leicht  die  erstere  Bewegung  hervorgebracht  wer- 
den, allerdings  unter  entsprechendem  Verluste  an  lebendiger  Kraft  für  letz- 
tere  Bewegung.  Beim  Vorhandensein  beiderlei  Bewegungen  wird  bald  die 
eine,  bald  die  andere  auf  Kosten  von  lebendiger  Kraft  der  jedesmal  anderen 
eine  Vergrösserung  erhalten  bis  ein  Zustand  eingetreten  ist,  in  welchem  alle 
Bewegungen  ein  gewisses,  von  der  Beschaffenheit  der  Molecüle  mit  ab- 
hängiges Verhältniss  zu  einander  haben,  in  Folge  dessen  sie  sich  gegen- 
seitig weder  vermehren  noch  vermindern. 

Man  kann  daher  die  Bewegung  von  Molecülen,  deren  Bestandtheile 
selbst  auch  in  Bewe;^ung  sind,  nach  einem  Zusamraenstosse  je  zweier  oder 
von  einer  festen  Wand  nicht  eigentlich  nach  den  gewöhnlichen  Elasticitäts- 
gesetzen  wie  die  zweier  elastischer  Kugeln  beurtheilen;  denn  die  Geschwin- 
digkeiten und  Kichtungeu  der  Bewegungen  nach  dem  Stosse  werden  ausser 
von  clor  fortschreitouäen  Bewegung  der  Molecüle  vor  demselben  auch  von 
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der  im  Aagenblicke  des  Stosses  stattfindenden  Bewegung  der  zunächst  sich 
treffenden  Bestandtheile  beider  Molecüle  abhängen.  Ist  indessen  der  eben 
erwähnte  Beharrnngsznstand  eingetreten ,  so  können  bei  einer  grossen  An- 
zahl von  Molecülen  die  bei  den  einzelnen  Stössen  vorkommenden  Ab- 
weichungen von  den  gewöhnlichen  Gesetzen  vernachlässigt  werden,  d.  h. 
es  ist  die  Annahme  zulässig,  dass  die  Molecüle  bei  ihrer  fortschreiten- 
den Bewegung  den  gewöhnlichen  Elasticitätsgesetzen  folgen.  Wenn  nun 
von  dem  Drucke  eines  Gases  gegen  eine  feste  Wand  der  Grund  in  dieser 
fortschreitenden  Bewegung  der  Molecüle  gesucht  wird,  so  ist  klar^  dass  bei 
Erklärung  der  Expansivkraft  des  Gases  und  ihrer  Abhängigkeit  von  Volu- 
men und  Temperatur  die  eigenen  Bewegungen  der  Bestandtheile  eines  Mo- 
lecüls  keine  wesentliche  Modification  hervorrufen ;  nur  wird  man  nach  der 
vorausgehenden  Auseinandersetzung  die  lebendige  Kraft  der  fortschreiten- 
den Bewegung  nicht  als  die  ganze  dem  Gase  zugehörige  WärmegrÖsse  auf- 
fassen können,  sondern  nur  als  einen  gewissen  Theil  derselben  bei  voraus- 
gesetztem Beharrungszustande  der  inneren  und  äusseren  Bewegungen  der 
Molecüle;  d.  h.  die  absolute  Temperatur  ist  der  lebendigen  Kraft  der  Be- 
wegung der  Molecüle  proportional. 

Dass  die  fortschreitende  Bewegung  der  Molecüle  nur  einen  gewissen 
Theil  der  ganzen  vorhandenen  Wärme  repräsentire ,  hat  Herr  Gl  aus  ins 
in  nachstehender  Weise  darzulegen  versucht. 

Die  Wärmemenge  sei  nicht  nach  der  gewöhnlichen  Wärmeeinheit,  son- 
dern nach  der  mechanischen  Einheit  der  lebenden  Kraft  (oder  nach  der 
Einheit  der  Arbeit)  gemessen  und  werde,  in  solcher  Weise  bestimmt,  =-H 
gesetzt.  Man  braucht  hierzu  nur  die  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmte 
Wärmemenge  durch  das  Wärmeäquivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit,  das 
^Ä  gesetzt  werde,  zu  dividiren.  Ferner  sei  C  die  specifische  Wärme  des 
Gases  bei  constantem  Volumen  (oder  nach  Rank  ine  die  wahre  specifische 
Wärme),  so  ist  die  Vermehrung  der  in  dem  Gasquantum  Q  enthaltenen 
Wännemenge  {Q  nach  dem  Gewichte  bestimmt)  bei  einer  Erhöhung  der  (ab- 
soluten) Temperatur  \\m  dt 

QC 
A 
woraus  durch  Integration  folgt 

wobei  eine  Constante  nicht  hinzugefügt  zu  werden  braucht,  da  die  im  Gase 
vorhandene  Wärme  der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung 
proportional  ist. 

Für  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  noch  ein  anderer  Aus- 
dnick  gewinnen.  Die  Wärmemenge,  welche  man  dem  Gasquantum  Q  mit- 
teilen rnnss,  damit  seine  Temperatur  um  dt  und  sein  Volumen  um  dv 
^^chst,  wird  ausgedrückt  durch 
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OC 

*—dl+pdv 
A 

worin  das  erste  Glied  die  Zunahme  der  vorhandenen  Wärme  und  das  zweite 
die  zur  Arbeit  verbrauchte  Wärme  darstellt.  Wird  nun  angenommen ,  dass 
die  Erwärmung  unter  constantem  Drucke  stattfinde ,  so  hat  man  nach  den 
früheren  Auseinandersetzungen 

pv  t=t .  const. 
und 

pdv  =  di ,  consi,^ 
woraus  noch 

-— =  —-  oder  dt;  =  —  di 
dv      dt  t 

folgt.  Setzt  man  den  Werth  von  dv  ia  der  obigen  Gleichung  ein,  so  hat 
man  zunächst 

QC  pv 

Setzt   man    noch   die   specifische   Wärme    des    Gases    unter    constantem 

Drucke  =  C\  so  ist  die  durch  diese  Formel  ausgedrückte  Wärmemenge 

QC' 
auch  mit  — :-  di  zu  bezeichnen.    Somit  ist 


-—dt==—dl  +—dt, 


Q{C'  —  C)^ 

t=pv; 


oder 

2) 
womit  l)  übergeht  in 

3)  ^^eh^"- 

Aus  der  frühem  Gleichung  /?  =  — —  folgt  aber,  wenn  man  die  lebendige 

ö  V 

Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  d.  i.  \nmc*  kurz  mit  K  bezeichnet, 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  verbindet, 

K 
Das  Verhältniss  —  der  lobendigen  Kraft  der  fortschrei ten- 

II 

den  Bewegung  zur  ganzen  lebendigen  Kraft  ist  somit  auf  das 

Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen  zurückgeführt. 

Statt  der  nach  der  Gewichtseinheit  berechneten  specifischen  Wärme  können 

auch  die  nach  der  Volumeneinheit  gerechneten  specifischen  (oder  die  rela- 

tiven)  Wärmen,  welche  y  und  y'  heisseu  mögen,  eingeführt  werden ,  was 
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K 
bei  Vergleichnng  der  Werthe  von  -=  für  verschiedene  Gase  zweckmässiger 

ist  LeUtere  Gleichnng  geht  dann  über  in 

H        ^      y 

In  einem  frühem  Aufsätze  (Pogg.  Ann.  Bd.  79,  S.  394)  hat  nun  Herr 

CUasins  nachgewiesen,  dass  für  die  Oase  im  ideellen  Zustande  die  Dif- 

K 
ferenz  y'  —  y  constant  ist.    Sonach  ist  dann  das  Verhältniss  ^der 

beiden  lebendigen  Kräfte  umgekehrt  proportional  der  nach 
derVoIumeneinheit  gerechneten  wahren  specifischen  Wärme 
/der  Gase. 

Bei  denjenigen  einfachen  Gasen ,  welche  hinsichtlich  ihrer  Volumen- 
Terkältnisse  keine  Unregelmässigkeiten  zeigen ,  und  bei  denjenigen  zusam- 
mengesetzten Gasen ,  die  bei  der  Zusammensetzung  keine  Volumenvermin- 

K 
dening  erleiden,  ist  y  und  somit  auch  -^  constant.    Für  dieselben  ist  ange- 

nihert 

^=1,421 

y 

and  folglich 

—  =  0,6315. 
H 

Bei  denjenigen  zusammengesetzten  Gasen   aber,  deren  Volumen  mit  der 

y'  K 

ZoBftmmensetzung  abgenommen  hat ,  ist  ^  und  ebenso  auch  -^  kleiner  und 

y  a 

swar  um  so  mehr,  je  grösser  die  bei  der  Zusammensetzung  stattfindende 

Verdichtung  ist ,  wfinn  die  Bestandtheile  sämmtlich  als  gasförmig  angenom- 

OMn  werden. 

Die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  ist  sonach  nicht 
Hinreichend,  die  ganze  im  Gase  vorhandene  Wärme  darzustellen  und  der 
Unterschied  beider  Grössen  ist  um  so  bedeutender,  aus  je  mehr  Atomen  die 
einzelnen  Molecüle  der  Verbindung  bestehen. 

Die  bisherigen  Auseinandersetzungen  gelten ,  wie  schon  erwähnt ,  nur 
▼on  den  permanenten  Gasen  und  von  diesen  nur  angenähert  oder,  wie  man 
■ich  erfahrungsmässig  auch  ausdrücken  kann ,  nur  von  den  Gasen  in  soweit 
nedem  Mariotte^schen  und  Gay-LussacUchen  und  den  damit  in  Ver- 
bindung stehenden  Gesetzen  streng  folgen ,  d.  h.  von  den  im  ideellen  Gas- 
s^tande  befindlichen  Körpern.  Ein  solches  Gas  muss  bezüglich  seines  Mo- 
lecularzustandes  folgenden  Bedingungen  genügen. 

1)  Der  Raum,  welchen  die  Molecüle  des  Gases  wirklich  ausfüllen,  muss 
g6geQ  den  ganzen  Raum,  den  das  Gas  einnimmt,  verschwindend  klein  sein. 
^)  Die  Zeit  eines  Stosso^,  innerhalb  welcher  bei  ^m^m  ^o\^^^ö\  w\.  fe^xÄ- 
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tausch  oder  überhaupt  eine  Veränderung  der  Bewegung  stattfindet,  muss 
gegen  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  Stössen  vergeht,  verschwindend  klein 
sein.  3)  Der  Einfluss  der  Molecularkrafte  muss  verschwindend  klein  sein; 
d.  h.  die  Kraft,  mit  welcher  die  Molecüle  sich  in  ihren  mittleren  Entfer- 
nungen noch  gegenseitig  anziehen ,  muss  gegen  die  aus  der  Bewegung  ent- 
stehende Expansivkraft  verschwindend  klein  sein  und  wenn  die  Molecüle 
bei  ihren  Bewegungen  in  grössere  Nähe ,  als  ihre  mittleren  Entfernungen 
betragen,  an  einander  kommen,  so  müssen  die  von  den  activ  werdenden 
Molecularkräften  hervorgerufenen  Abweichungen  oder  Störungen  in  der  Be- 
wegung eines  Molecüls  nach  Bichtung  und  Geschwindigkeit  immer  noch  un- 
merklich oder  verschwindend  bleiben. 

Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  treten  in  verschiedenem  Sinne 
Abweichungen  von  den  oben  genannten  einfachen  Gesetzen  der  Gase  ein, 
welche  um  so  auffallender  werden,  je  mehr  sich  der  Molecularzastand  des 
Gases  vgn  diesen  Forderungen  eines  ideellen  Zustandes  entfernt. 

Herr  Clausius  hat  die  Abweichungen  der  Gase  von  dem  Verhalten 
nach  dem  Mari otte' sehen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze,  wie  sie  die 
Arbeiten  Regnault's  herausgestellt  haben,  aus  diesen  Principien  zu  de- 
duciren  und  aus  der  Beschaüenheit  der  Abweichungen  bei  einem  einzelnen 
Gase  die  Molecularverhältuisse  desselben  abzuleiten  versucht;  indess  ist  er 
dabei  auf  grössere  Schwierigkeiten  namentlich  auch  in  der  Eechnnng  ge- 
stossen ,  als  dass  er  bis  dahin  einigermassen  zuverlässige  Resultate  mitzu- 
theilen  sich  im  Stande  sah. 

Herr  Krön  ig,  dessen  Ableitung  der  Expansivkraft  des  Gases,  wie 
wir  gesehen,  auf  einer  mehr  vereinfachenden  Annahme  oder  willkürlich  er- 
scheinenden Vorstellung  beruhte,  hat  auch  die  Abweichungen  von  dem  M  a- 
riotte 'sehen  und  Gay -Lussac' sehen  berührt,  dieselben  aber  in  entspre- 
chender Weise  einfach  dadurch  erklärlich  gemacht,  dass  nicht  bei  jedem 
Gase  und  unter  allen  Umständen  ein  Molecül  (oder  Atom)  der  frühern  An- 

nähme  zufolge  in  der  Zeiteinheit  2  .  —  Stosse  gegen  eine  Wand  vollführe, 

sondern,  weil  wegen  des  Znsammenstosses  mit  einem  andern  Molecül  (Atom) 
die  Richtung  desselben  umgekehrt  und  der  Weg  mehr  oder  weniger  abge- 

kürzt  werde,  auch  bald  mehr  oder  weniger  genau  die  Zeit  -■ '  ^      von   einem 

Stosse  gegen  die  Wand  bis  zum  nächsten  gebrauche.   In  Folge  dessen  könne 
nun  auch*  der  Druck  ;j  des  Gases  in  dem  einen  Falle  grösser  im  andern  Falle 

Kleiner  als sein,  wie  er  für  den  vollkommnen  Gaszustand  oben  an- 

V 

genommen  worden  ist. 

Man  erkennt  indessen  leicht,  dass  hierdurch  eigentlich  nur  eine  Aus- 
nahme von  der  zweiten  der  eben  erwähnten,  von  Herrn  Clausius    auf- 
gestclhcn  Bedingungen  für  den  ideeWen  QaszwsUwd  berührt  ist,  und  dass 
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die  Voraussetzungen  des  Letzteren  die  Sache  von  mehreren  Seiten  beleuch- 
ten und  zu  untersuchen  Veranlassung  bieten. 

Uober  den  Molecularzustand  der  festen  und  flüssigen  Körper  stellt 
Herr  Clausius  in  Vergleich  mit  dem  der  gasförmigen  folgende  Hypo- 
thesen auf. 

Im  festen  Zustande  ist  die  Bewegung  der  Molecüle  von  der  Art,  dass 
sich  dieselben  um  gewisse  Gleichgewichtslagen  bewegen,  ohne  dieselbe 
ganz  zu  verlassen ,  so  lange  nicht  äussere  Kräfte  auf  dieselben  einwirken. 
Bei  dieser  im  Ganzen  vibrirenden  Bewegung  der  Molecüle,  die  immer 
noch  höchst  verschieden  gedacht  werden  kann,  ist  es  ausserdem  möglich 
ji  wahrscheinlich,  dass  die  Bestandth  eile  jedes  Molectils  sich  besonders 
Wegen  und  zwar  um  einen  Schwerpunkt  entweder  hin  -  und  herschwiu- 
gen  oder  sich  drehen.  Wirken  äussere  Kräfte  auf  den  Körper,  so  können 
durch  dieselben  die  Molecüle  in  andere  Gleichgewichtslagen  auf  die  Dauer 
gebracht  werden. 

Diese  bestimmte  Gleichgewichtslage,  um  welche  die  Molecüle  fester 
Körper  sich  bewegeii,  ist  bei  den  flüssigen  Körpern  nicht  mehr  vorhan- 
<len;  bei  diesen  können  sich  die  Molecüle  ganz  um  ihren  Schwerpunkt 
heraradrehen  und  auch  dieser  sich  aus  seiner  Lage  beliebig  fortbewegen. 
Doch  steht  diese  Bewegung  zu  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Molecüle 
indemVerhältniss,  dass  ein  vollständiges  Auseinanderfliegen  derselben  noch 
nicht  möglich  ist,  indem  immer  ein  Molecül  bei  seiner  Bewegung  in  das 
Bereich  anderer  Molecüle  kommt,  welche  auf  dasselbe  eine  gleiche  Ein- 
wirkung haben,  wie  diejenigen,  mit  denen  es  vorher  in  Wechselwirkung 
gestanden  hatte.  Hiernach  ist  ein  Molecül  zwar  nicht  an  bestimmte  Nach- 
barmolecüle  zu  einem  gewissen  Systeme  gebunden ,  doch  verlässt  es  diesel- 
ben auch  nicht  von  selbst ,  sondern  nur  unter  Einfiuss  von  Kräften ,  welche 
von  andern  Molecülen  herrühren  und  mit  denen  es  dann  in  ein  gleiches 
Verbältniss  tritt.  Dieser  Zustand  ist  jedoch  als  ein  mittlerer  Bewcgungs- 
SQstand  aller  Molecüle  anzusehen ,  von  welchem  die  wirkliche  Bewegung 
nnd  Geschwindigkeit  eines  einzelnen  Molecüls  nach  beiden  Seiten  hin  be- 
deutend abweichen  kann.  Im  Durchschnitt  ist  aber  somit  den  Molecülen 
einer  Flüssigkeit  eine  schwingende,  wälzende  und  fortschreitende  Bewegung 
xucQflchreiben,  letztere  indess  nur  in  dem  Maasse,  dass  sie  noch  ohne  äusse- 
ren Druck  innerhalb  eines  gewissen  Volumens  sich  gegenseitig  zusammen- 
halten. 

Im  gasförmigen  Zustande  hat  aber  die  fortschreitende  Bewegung 
der  Molecüle  dergestalt  zugenommen,  dass  sie  sich  über  die  Grenzen  ihrer 
S^Senseitigen  Anziehung  von  einander  entfernen.  In  Folge  dessen  wird 
Weh  die  fortschreitende  Bewegung  nicht  mehr  wesentlich  durch  die  Mole- 
cnlaranziehung  verändert,  und  deshalb  kann  man  diese  Bewegung  als  grad- 
linig und  den  gewöhnlichen  Gesetzen  folgend  annehmen.  Beim  Z^xsL^^ocam^Vi- 
'^  zweier  Molecüle  ist,  einerseits  die  fortsclireitondei  "B^vJc^e^^v^^^^^'>  ^^'«»^^ 
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die  Anziehung  beider  so  klein ,  dass  beide  mit  derselben  Heftigkeit  wieder 
auseinander  fliegen ,  während  im  flüssigen  und  festen  Zustande  des  Körpers 
die  Oesammtanziehung  aller  Nachbarmolecüle  einen  viel  grössern,  bezüg- 
lich überwiegenden  Einfluss  auf  die  Eigenbewegung  eines  Molecüls  ausübt. 

Eine  erste  Probe  der  Haltbarkeit  dieser  Ansichten  wird  darin  bestehen 
können,  darzulegen,  ob  und  wie  sich  nach  denselben  die  Erscheinungen  des 
Uebergangs  aus  einem  Aggregatzustand  in  den  andern  auf  ungezwungene 
Weise  erklären  lassen.  Herr  Claus  ins  hat  selbst  von  einem  dieser  Vo.r- 
gänge,  dem  der  Verdampfung,  in  folgender  Weise  Rechenschaft  zu  ge- 
ben versucht. 

Da  einzelne  Flüssigkeitsmolecüle  eine  von  dem  angegebenen  Mittel- 
werthe  ihres  Bewegungszustandes  mehr  oder  weniger  grössere  Geschwin- 
digkeit haben  können,  so  ist  der  Fall  denkbar,  dass  an  der  Oberfläche  einer 
Flüssigkeit  ein  Molecül  derselben  mit  solcher  Geschwindigkeit  fortbewegt 
wird ,  dass  es  aus  dem  Bereiche  der  Anziehung  sämmtlicher  Nachbarmole- 
küle heraustritt  iind ,  weil  es  dabei  nicht  wieder  in  die  Anziehungssphäre 
anderer  Molecüle  kommt,  in  der  fortschreitenden  Bewegung  verharrt,  also 
durch  den  über  der  Flüssigkeit  befindlichen  Kaum  weiter  fliegt.  Ist  nun 
dieser  Raum  begrenzt  uud  anfänglich  leer,  so  wird  er  sich  nach  und  nach 
mit  fortgeschleuderten  Flüssigkeitsmolecülen  füllen,  die  sich  in  diesem 
Räume  wie  die  Molecüle  eines  Gases  verhalten ,  an  die  den  Raum  begren- 
zenden Wände  stossen  u.  s.  w.  Eine  dieser  Wände  stellt  aber  die  Flüssig- 
keitsoberfläche  selbst  vor,  welche  die  gegen  sie  stossendeu  Molecüle  wieder 
aufnimmt,  in  Folge  der  Molecularanziehung,  welche  auf  das  herabgeworfene 
Molecül  wieder  Einfluss  gewinnt.  Je  mehr  Molecüle  sich  nun  bereits  in 
dem  über  der  Flüssigkeitsoberfläche  befindlichen  Räume  angesammelt  ha- 
ben, desto  grösser  wird  auch  der  aliquote  Theil  derjenigen  sein,  welche  auf 
die  Flüssigkeit  wieder  zurückfallen  und  von  ihr  aufgenommen  werden,  und 
es  wird  einmal  dahin  kommen ,  dass  in  der  Zeiteinheit  durchschnittlich  nur 
ebensoviel  Molecüle  von  der  Flüssigkeit  abgestossen ,  als  wieder  aufgenom- 
men werden.  Von  da  ab  wird  die  Menge  der  im  gasförmigen  Zustande  be- 
findlichen Molecüle,  d.  h.  die  Dichtigkeit  des  Dampfes,  nicht  mehr  vermehrt 
und  es  ist  ein  Gleichgewichtszustand  hergestellt,  der  aber  mehr  als  ein  Be- 
harrungs  -  oder  Compensationszustand  von  zwei  einander  entgegengesetzten 
Vorgängen,  dem  der  Verdampfung  und  des  Niederschlags,  zu  bezeichnen  ist. 

Die  Dichte  des  Dampfes  ist  sonach  von  der  Menge  der  in  einer  gege- 
benen Zeit  von  der  Flüssigkeit  ausgestossenen  Molecüle,  und  diese  wiederum 
von  der  Stärke  der  Bewegung  innerhalb  der  Flüssigkeit,  d.  i.  von  der  Tem- 
peratur derselben  abhängig.  Das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Dampfdrucks 
von  der  Temperatur  der  Flüssigkeit  aus  diesen  Betrachtungen  abzuleiten, 
ist  Herrn  Gl  aus  ins  nach  seiner  eignen  Angabe  noch  nicht  gelungen. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  indess  nach  ihm  mit  derselben  Einfachheit 
noch  einige  andere  damit  verwandte  Vorgänge  und  Erscheinungen  erklären. 
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So  Terhalten  sich  snnächst  auch  die  übrigen  Wände  des  vom  Dampfe 
erfUlten  Baumes  gegen  den  Dampf  sehr  bald  wie  die  Flüssigkeitsoberflftche. 
Naehdem  sich  suerat  etwas  Dampf  an  denselben  niedergeschlagen  hat  (in 
Folge ,  dass  die  Dampfmolecille  die  lebendige  Kraft  ihrer  fortschreitenden 
Bewegung  beim  Zusammenstoss  mit  den  Molecülen  der  festen  Wände  an 
dieselben  cum  grossen  Theil  verlieren,  was  theils  durch  die  Molecularan- 
siebung  awischen  den  dampfförmigen  und  festen  Molecülen ,  theils  dadurch 
la  erklären  ist,  dass  die  Dämpfe  in  der  Nähe  ihres  Condensationspunktes 
ttiebt  den  Mariotte'schen  und  Gaj-Lussac'schen  Gesetzen  folgen,  also 
Ü6  dasselbe  begründenden  Voraussetzungen ,  wie  sie  oben  für  permanente 
QuB  angegeben  worden  sind ,  weniger  anwendbar  bleiben)  dieser  Nieder- 
lehlag  später  aber  wieder  der  Verdampfung  unterworfen  ist ,  so  muss  auch 
hier  ein  Compensationspunkt  eintreten ,  wobei  abgestossene  und  aufgenom- 
mene Molecttle  durchschnittlich  von  gleicher  Anzahl  sind.  Ersichtlicher- 
weise hängt  der  Vorgang  der  Dampfcondensation  von  der  Dichtigkeit  und 
Spannung  des  Dampfes  in  dem  von  den  Wänden  umschlossenen  Räume,  d.  h. 
von  der  lebendigen  Kraft  der  in  fortschreitender  Bewegung  begriffenen 
Dtmpfmolecüle ,  femer  von  der  Kraft,  mit  welcher  letztere  von  der  Wand 
iDgeiogen  werden,  und  der  Temperatur  der  Wand,  d.  h.  von  der  Bewegung 
ilirer  Molecüle  ab.  Alle  diese  Bewegungen  setzen  sich  bezüglich  der  dampf- 
ftnnigen  Molecüle  zu  einer  solchen  zusammen,  welche  für  das  Bestehen 
des  flüssigen  Zustandes  nothwendig  ist ,  und  da  nach  obigen  Erörterungen 
dieselbe  im  Oanzen  geringer  zu  schätzen  ist,  als  sie  für  den  dampfförmigen 
Zustand  nöthig  war,  so  muss  nach  dem  Satze  der  Aequivalenz  lebendiger 
Kräfte  eine  Temperaturerhöhung  der  festen  Wände ,  sowie  deren  weiterer 
Umgebung  und  dann  auch  eine  Wiederverdampfbng  der  con^ensirten  Flüs« 
ligkeit  eintreten ;  d.  h.  die  Wand  wird  von  der  niedergeschlagenen  Flüssig- 
keit benetzt  und  verhält  sich  dann  ebenso  wie  die  Oberfläche  der  verdampfen- 
den Flttssigkeit. 

Ob  der  Raum  über  der  Flüssigkeit ,  wie  zuerst  angenommen  wurde, 
leer,  oder  mit  einem  andern  Gas  erfüllt  ist,  macht  in  dem  eigentlichen  Vor- 
ginge der  Verdampfung  keinen  Unterschied.  Die  Wechselwirkung  eines 
tber  der  Flüssigkeit  befindlichen  Gases  mit  der  Flüssigkeitsoberfläche  be- 
iteht  (bei  Ausschliessung  jeder  besondern  —  chemischen  —  Verwandtschaft 
iwisehen  Flttssigkeit  und  Gas)  nur  darin ,  dass  einzelne  Gasmolecüle  gegen 
die  Oberfläche  stossen  und  wieder  zurückprallen  und  wiederum  einzelne 
Flflssigkeitstheile  in  den  vom  Gase  eingenommenen  Raum  hinausgestossen 
werden.  Weil  aber  nach  den  für  den  gasförmigen  Zustand  oben  aufgestell- 
ten Bedingungen  die  Gasmolecüle  nur  einen  verschwindend  kleinen  Theil 
des  von  ihnen  in  Anspruch  genommenen  Raumes  wirklich  einnehmen ,  so 
▼erden  verhältnissmässig  nur  sehr  wenig  Gasmolecüle  gegen  die  Flüssig- 
keit stossen  und  es  ist  somit  für  die  von  der  FlüsBigVeil  eb\k^^%\.o%%^TL^\!L^^- 
ieeah  der  dmrüber  befindliche  Ranm  so  gut  wie  \ew,    Tt\«\.  ^«w\  vci  ^wV 


184  Ueber  die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme  nennen  etc. 

sprechend  grösserer  Entfernung  von  der  Oherfläche  ein  Gas-  und  Dampf- 
molecUl  zusammen ,  so  verhalten  sich  beide  wie  Molecüle  zweier  oder  eines 
und  desselben  Gases.  Der  Compensationszustand  tritt  wieder  erst  ein,  wenn 
durchschnittlich  eben  so  viele  Dampfmolecüle  von  der  Flüssigheit  ab-  wie 
in  dieselbe  zurückgestossen  werden,  und  dazu  ist  die  für  die  Haumeinbeit^ 
erforderliche  Anzahl  von  Dampfmolecülen  dieselbe ,  mag  der  Eaum  ausser- 
dem noch  ein  Gas  enthalten  oder  nicht. 

Anders  ist  indess  der  Einfluss  des  Gasdruckes  beim  Sieden  der  Flüs- 
sigkeit. Erlangen  an  einzelnen  Stellen  der  inneren  Flüssigkeitsmasse  oder 
da,  wo  dieselbe  von  den  festen  Wänden  begrenzt  ist,  die  Molecüle  eine  so 
heftige  Bewegung,  dass  für  den  Augenblick  ihr  Zusammenhang  gelöst  wird, 
so< entstehen  kleine  Räume,  in  welchen  sich  einzelne  Molecüle  mit  derselben 
Heftigkeit  wie  beim  gasförmigen  Zustande  hin  -  und  herbewegen.  Da  aber 
jeder  dieser  Räume  von  allen  Seiten  noch  von  Flüssigkeitsmasse  (oder  theil- 
weise  von  der  festen  Wand)  umgeben  ist,  welche  den  bewegten  Molectilen 
zunächst  keinen  Durchgang  verstatten,  so  wird  sich  derselbe  nur  erhalten 
und  bezüglich  zu  einer  Dampfblase  vergrössem  können,  wenn  von  seinen 
Flüssigkeitswänden  ebenso  viele  oder  noch  mehr  Molecüle  fortgeschleudert 
werden,  als  in  dieselbe  wieder  eindringen,  d.  h.  wenn  die  lebendige  ELraft 
aller  Dampfmolecüle  eines  Bläschens  dem  Drucke  zu  widerstehen  vermag, 
welcher  von  der  darüberstehenden  Flüssigkeitssäule  und  dem  auf  deren 
Oberfläche  lastenden  Oase  herrührt.  Die  Expansivkraft  des  in  einer  Blase 
befindlichen  Dampfes  muss  demnach  auch  um  so  grösser  sein,  je  grösser  der 
Druck  ist,  unter  welchem  die  Flüssigkeit  steht  und  es  ist  somit  im  Allge- 
meinen erklärlich,  wie  die  Siedetemperatur  von  dem  auf  die  Flüssigkeit  la- 
stenden Drucke  abhängig  ist. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  den  flüssigen  Körpern  lässt  sich  auch  bei 
festen  Körpern  die  Verdampfung  oder  deren  Sublimation  erklären  und  zu- 
gleich einsehen,  dass  nicht  an  der  Oberfläche  aller  Körper  eine  Ver- 
dampfung stattfinden  müsse.  Denn  es  ist  auch  möglich,  dass  der  Znsam- 
menhang der  Molecüle  eines  Körpers  innerhalb  gewisser  Temperaturgrenzen 
so  stark  ist ,  dass  keine  Zusammensetzung  von  Eigenbewegungen  einer  ge- 
wissen Anzahl  Molecüle  ein  Ablösen  eines  derselben  aus  seinem  bisherigen 
-Verbände  zu  bewirken  vermag. 

Eben  so  ungezwungen  erklärt  sich  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Wärmeerzeugung  und  der  Wärmeverbrauch  bei  Aenderungen  des 
Aggregatzustandes  und  des  Volumens  als  eine  Uebertragung  von  lebendiger 
Kraft  der  Molecüle  des  in  Aenderung  befindlichen  Körpers  auf  seine  Um- 
gebung oder  umgekehrt.  Aendern  die  Molecüle  eines  Körpers  ihre  zeithe- 
rige  Lage  zu  einander,  so  kann  dieses  entweder  in  einem  mit  der  Bewegung 
derselben  übereinstimmenden  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  geschehen. 
Im  ersteren  Falle  wird  den  Molecülen  eine  gewisse  Geschwindigkeit  mitge- 
theUtj  deren  lebendige  Kraft  als  Wärme  aufzufassen  ist,  im  anderen  Falle 
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geben  sie  eine  gewisse  Oeschwindigkeit  ab,  deren  lebendige  Kraft  als  ein 
Wärmeverlnst  erscheint.  —  Beim  Uebergange  aus  dem  festen  in  den  flüs- 
sigen Zustand  gehen  die  Molecüle  aus  einer  bestimmten  Gleichgewichtslage 
in  andere  mehr  unregelmässige  Lagen  über,  und  es  müssen  hierbei  die 
Kräfte,  welche  sie  in  der  ersteren  Verbindung  zu  erhalten  suchten,  über- 
wanden werden,  d.  h.  die  Molecüle  nehmen  eine  gewisse  Summe  mecha- 
nischer Arbeit  auf.  Dasselbe  findet  bei  der  Verdampfung  statt,  wo  eine 
Tollständige  Trennung  der  einzelnen  Molecüle  und  dazu  wieder  eine  Ueber- 
windung  entgegenstehender  Kräfte  -nöthig  ist.  Hat  nun  aber  ein  Körper 
den  (ideell-)  gasförmigen  Zustand  einmal  erhalten,  so  ist  für  noch  weitere 
Ausdehnung  desselben  kein  Molecularzusammenhang  mehr  zu  überwinden 
tmd  sonach  auch  keine  innere  Arbeit  mehr  zu  verrichten.  * 

Was  dagegen  die  äussere  Arbeit  betrifft,  so  ist,  wie  sowohl  Hehr  Krö- 
nig als  Herr  Clausius  bemerkt  haben  und  aus  dem  allgemeinen  Satze 
Ton  der  Aequivalenz  der  lebendigen  Kräfte  hervorgeht,  die  durch  die  Ex- 
pansivkraft eines  Gases  hervorgerufene  äussere  Arbeit  der  Veränderung  der 
lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  der  GasmolecÜle  ent- 
iprechend.  Ist  eine  der  Wände,  gegen  welche  die  GasmolecÜle  stossen, 
selbst  in  Bewegung,  so  werden  von  dieser  die  Molecüle  nicht  mit  denselben 
Geschwindigkeiten  zurückgestossen ,  mit  denen  sie  auftreffen.  Kommt  die 
Wand  den  Molecülen  entgegen,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der  Molecüle 
nach  dem  Zusammenstoss  mit  derselbeif  im  Allgemeinen  grösser  als  vorher, 
nnd  das  Gas  muss  sich  erwärmen.  Treiben  umgekehrt  die  Molecüle  des 
Gases  die  bewegliche  Wand  zurück ,  so  werden  sie  soviel  von  der  leben- 
digen Kraft  ihrer  fortschreitenden  Bewegung,  d.  h.  einen  dem  proportio- 
nalen Theil  ihrer  Wärme  verlieren ,  als  zur  Bewegung  der  Wand  erforder- 
lich ist.  Daraus  geht  noch  hervor,  dass,  wenn  ein  Gas  sich  ausdehnt,  ohne 
einen  Widerstand*  zu  überwinden ,  es  dabei  im  Ganzen  keine  Temperatur- 
veränderung erleidet. 

Endlich  berührt  Herr  Clausius  noch  das  Gesetz  der  einfachen  Ver- 
hältnisse, welche  zwischen  den  Volumen  gasförmiger  Verbindungen  und 
denen  ihrer  Bestandtheile  stattfinden. 

Ans  den  oben  angeführten  Formeln  für  den  Druck  eines  Gases  auf  die 
Flächeneinheit  seiner  umschliessenden  Wände  folgt,  dass  dieselbe  der  An- 
uhl  der  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen  Molecüle  und  der  lebendigen 
Kraft  ihrer  fortschreitenden  Bewegung  proportional  ist.  Nimmt  man  hierzu 
noch  bezfiglich  der  einfachen  Gase  an,  was  auch  aus  andern  Gründen  wahr- 
icbeinlich  ist,  dass  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur  in  gleichen 
Volumen  gleich  viel  Atome  enthalten  sind,  so  folgt,  dass  die  Atome  ver- 
schiedener einfacher  Gase  bezüglich  ihrer  fortschreitenden  Bewegung  gleiche 
lebendige  Kraft  haben  (oder,  nach  Herrn  Krönig,  dass  bei  gleichem  Druck 
nnd  gleicher  Temperatur  gleiche  Volumen  gle\c\\e/W\VTm^c^^^NA'O^X^^  ^^^■ 
hätten.) 

ZeUßebrm  f.  Mathematik  u.  Physik.  II.  ^"^ 
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Zu  demselben  Scblnsse  gelangt  man  leicbt,  wenn  man  die  zusammen- 
gesetzten Gase  unter  einander  vergleicht. 

So  nehmen  z.  B.  von  den  beiden  Gasen,  Stickstoffoxyd  und  Stickstoff- 
oxydul ,  deren  volumetrische  Znsammensetzung  in  den  Verhältnissen  1  : 1 
und  1 : 2  stattfindet,  solche  Mengen,  welche  gleich  viel  Sauerstoff  enthalten, 
gleichen  Raum  ein;  d.  h.  es  befinden  sich  bei  diesen  Gasen  in  gleichen 
Räumen  gleich  viel  Molectile ,  obgleich  die  Molecüle  des  einen  aus  je  zwei, 
die  des  andern  aus  je  drei  Atomen  ihrer  Bestandtheile  zusammengesetzt 
sind.  Hieraus  ist  nun  zu  folgern,  dass  die  verschiedenartig  zusammenge- 
setzten Molecüle  verschiedener  Gase  gleiche  lebendige  Kraft  in  Bezug  auf 
ihre  fortschreitende  Bewegung  haben. 

*  Abweichungen  von  diesem  Gesetze  können  bei  einigen  Gasen  sich  zei- 
gen, edtweder  wenn  bei  der  Volnmenbestimmung  das  Gas  nicht  weit  von 
seinem  Condensationspunkte  entfernt  war,  oder  wenn  die  übliche  chemische 
Formel  die  atomistische  Zusammensetzung  des  Gases  nicht  richtig  darstellt. 

Anders  gestaltet  sich  indess  die  Sache  bei  Vergleichung  von  einfachen 
und  zusammengesetzten  Gasen ,  indem  auf  ein  Atom  eines  einfachen  Gases 
nicht  derselbe  Raum  kommt,  wie  auf  ein  Molecül  eines  zusammengesetzten. 
Verbinden  sich  zwei  einfache  Gase  nach  gleichen  Volumen ,  so  findet  er- 
fahmngsmässig  keine  Volumen  Verminderung  statt,  obgleich  nach  jenem  Ge- 
setze eine  im  Verhältniss  von  2  :  1  eintreten  sollte.  Zur  Erklärung  dieser 
Erscheinung  hat  Herr  Clausius  ^och  die  Hypothese  aufgestellt,  „dass  die 
Kraft,  welche  die  Entstehung  chemischer  Verbindungen  verursacht,  und 
welche  wahrscheinlich  in  einer  Art  von  Polarität  der  Atome  besteht,  schon 
in  den  einfachen  Stoffen  wirksam  ist,  und  dass  auch  in  diesen  mehrere 
Atome  zu  einem  Molecüle  verbunden  sind." 

Die  einfachste  Verbindung  der  Art  würde  sein ,  dass  zwei  Atome  ein 
Molecül  bildeten,  und  damit  lässt  sich  die  Gestaltung  mehrerer  Volumen- 
verhältnisse erklären. 

Bilden  z.  B.  gleiche  Volumen  Sauerstoff  und  Stickstoff  eine  Mischung, 
so  ist  in  derselben  eine  gewisse  Anzahl  von  Molecülen  enthalten ,  welche 
entweder  aus  zwei  Atomen  Sauerstoff  oder  aus  zwei  Atomen  Stickstoff  be- 
stehen. Nach  dem  Uebergang  dieser  Mischung  in  eine  chemische  Verbin- 
dung sind  in  letzterer  ebensoviele  Molecüle ,  die  nur  anders ,  nämlich  jedes 
aus  einem  Atom  Stickstoff  und  einem  Atom  Sauerstoff  zusammengesetzt 
sind,  vorhanden,  als  vorher  und  somit  kein  Grund  zu  einer  Volumenverän- 
derung vorhanden.  In  einer  Mischung  von  zwei  Volumen  Stickstoff  und 
einem  Volumen  Sauerstoff  besteht  wieder  jedes  Molecül  aus  zwei  Atomen, 
in  der  chemischen  Verbindung  dagegen  aus  drei  Atomen.  Mit  dem  Ent- 
stehen der  chemischen  Verbindung  vermindert  sich  also  die  Anzahl  der  Mo- 
lecüle im  Verhältniss  von  3 ;  2  und  in  demselben  Verhältbiss  muss  also  auch 
das  Volnmen  der  Verbindung  abgenommen  haben. 

Einige  Stoffe ,  z.  B.  Schwefel  und  PYiob^^yot,  ^^V^ew  \>^VÄWTvW\<t\\.  Vvlu- 
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sichtlich  ihrer  volaroetrischen  ZusammensetzQng  bedeutende  Abweichungen 
von  der  gewöhnlichen  Regel  kund.  Doch  sind  einerseits  grade  diese  Stoffe 
auch  wegen  ihres  anderweiten  allotropischen  Verhaltens  vor  andern  Stoffen 
aasgezeichnet;  andererseits  ist  festzuhalten,  dass  die  Zusammensetzung  der 
Molecöle  eines  einfachen  Körpers  aus  je  zwei  Atomen  zwar  als  die  ein- 
fachste, doch  nicht  als  die  einzig  mögliche  oder  noth wendige  anzunehmen  ist. 
Wenn  man  nun  von  den  berührten  Ausnahmen,  die  bei  der  Unsicher- 
heit, welche  noch  über  die  chemische  Zusammensetzung  mancher  Stoffe 
herrscht,  rerhältnissmässig  weniger  ins  Gewicht  fallen,  absieht,  so  würden 
—  schliesst  Herr  Clausius  —  nach  den  vorhergehenden  Erörterungen  und 
Hypothesen  sämmtliche  Volumenverhältnisse  der  Gase  sich  auf  den  Satz 
nrückitihren  lassen,  dass  die  einzelnen  Molecüle  aller  Gase. in 
Bezug  auf  ihre  fortschreitende  Bewegung  gleiche  lebendige 
Kraft  haben. 
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ZXn.  Heber  die  Krümmnngslialbmesser  der  Kegelselmitte. 

Bezeichnet  r  den  Kadiusvector,  u  die  Normale  und  q  den  Krümmungs- 
halbmesser eines  Kegelschnittpunktes,  so  gilt  bekanntlich  die  Gleichung 

^  =  u  se(^  (m,  r) . 

und  daraus  folgt  jene  seit  langer  Zeit  bekannte  Construction  des  Krüm- 
mmigsmittelpunktes ,  die  man  in  allen  ausführlicheren  Werken  Über  Kegel- 
schnitte findet.  Neuerdings  hat  Herr  Prof.  Guglar  (in  der  2.  Aufl.  seines 
Lehrbuchs  der  descriptiven  Geometrie)  sowohl  jene  Construction,  als  einige 
damit  zusammenhängende  Sätze  auf  so  einfache  und  zwar  völlig  ele- 
mentare Art  bewiesen,  dass  wir  es  sehr  bedauern  müssten,  wenn  die 
Kenntnifls  dieser  interessanten  Ableitung  sich  nicht  weiter  als  das  genannte, 
hauptsächlich  für  Fachschulen  bestimmte  Werk  verbreitete;  wir  theilen 
daher ,  mit  Erlaubniss  des  Herrn  Verfassers ,  das  Bezügliche  mit. 

1.  Für  die  Parabel  ist  bekanntlich  die  Subnormale  MN  gleich  dem 
Halbparameter  oder  auch  FN=FP  mithin  LFNP=  L  FPN-,  fällt  man  NQ 
senkrecht  auf  FP,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  MNP  und  QPN^ 
daraus  PQ'=MN  d.  h.  die  Projection  der  Normale  auf  den  Leit- 
strahl ist  dem  Halbparameter  gleich. 

2.  In  einer  aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirten  Ellipse 
(Pig.  1)  sei  die  Excentricität  CF=CG  =  e,  die  Leitstrahlen  eines  Ellipsen- 
^nxiktes  P mögen  FP  und  GPaein,  PÜ=iPF,  PV  =  PG,  S  ^\^1äaVv.^  ^^^ 

Vi* 
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FV,  T  der  Mittelpunkt  von  CF,  also  ST  die  Tangente  im  Punkte  -P,  und 
senkrecht  dazu  PN  die  Normale,  welche  parallel  zu  ^17 und  CFist;  man 

hat  nun 

FP       a 
FV:FG  =  FP:FN    oder    -^  =  -^ 

FN       e 


GÜ:GF  =  GP:GN 
Fig.  1. 


>i 


GP 

GN' 


a 
e 


.  Denken  wir  uns  ferner  durch  F, 
G  und  P  einen  Kreis  gelegt  (sein 
Mittelpunkt  ist  in  der  Figur  mit  M 
bezeichnet)  und  nach  dem  Durch- 
schnitte Q  desselben  mit  der  ver- 
längerten kleinen  Achse  eine  Ge- 
rade PQ  gezogen,  so  sind  die  über 
gleichen  Bögen  stehenden  Peri- 
pheriewinkel FPQ  und  GPQ  gleich, 
mithin  fällt  die  Gerade  PQ  mit 
der  Normale  zusammen.  Weiter 
geben  die  ähnlichen  Dreiecke 
P)a     i "~  PNF  und  PGQ 

PQ_PF _  a 
GQ~NF~~e 
folglich 
a  e 

d.  h.  die  Projection    des   vom  Curvenpunkte  bis   zur   kleinen 
Achse  reichenden  Normalenstückes  auf  einen  der  Leitstrah- 
len ist  der  grossen.Halbachse  gleich. 
Man  hat  femer 

FS=iFP.  cos  q),     GT=  GP.cosq>; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  und  beachtet  die  bekannte  Relation 
FS  .  C  r=  6*,  so  findet  man  weiter 

b*  =  FP.GP.  cos^ (f  —  FP.GP.  (;~^)' 5 

andererseits  ergiebt  sich  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  P NF  nni  PGQ  die 
Proportion  FP:PNz=PQ  :  GP  oder  FP.GP=PN.  PQ,  mithin  nach  dem 
Vorigen 


6«  = 


PN 

Tq 


a\ 


Schreibt  man  statt  dessen 


6*  a 

a  PQ 
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80 hat  man  den  Satz:  die  Projection  der  Normale  auf  einen  der 
beiden  Leitstrahlen  ist  dem  Halbparameter  gleich. 

3.  Die  soeben  vorgenommenen  Schlüsse  sind  mit  einer  leichten  Modi-» 
ficatioD  auch  auf  die  Hyperbel  anwendbar  und  führen  zu  zwei  ähnlichen 
Sätzen ,  in  denen  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  durch  die  Nebenhalb- 
achfle  der  Hyperbel  vertreten  wird. 

4.  Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  eines  Kegelschnittes,  PF  sein  Radius- 
yector,  auf  diesem  die  Strecke  PR  gleich  dem  Halbparameter  und  RN  senk- 
recht auf  PR^  so  stellt  PN  die  Normale  des  Punktes  P  dar  und  N  ist  ihr 
Durchschnitt  mit  der  grossen  Achse ,  d.  h.  mit  der  Scheitelnormale  des  Ke- 
gelschnittes. Beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  A  fallt  auch  N  mit 
Jt  zusammen  und  wird  zum  Krümmung^mittelpunkte  mithin  A  N  zum  Krüm- 
mnngshalbmesser  für  den  Scheitel  A  d.  h.  der  Krümmungshalbmesser 
fürden  Scheitel  eines  Kegelschnittes  ist  dem  Halbparame- 
ter  gleich. 

Bei  der  Ellipse  kann  man  noch  den  Krümmungshalbmesser  für  den 
Endpunkt  der  kleinen  Halbachse  aus  dem  Vorigen  herleiten.  Man  hat  näm- 
lich für  irgend  einen  Punkt  P  den  Punkt  ß,  wenn  man  auf  PF  die  Strecke 
PS=:a  nimmt  und  5p. senkrecht  auf  jP5  errichtet;  fällt  nun  -P  nach  B,  so 
kommt  S  naAi  F  und  es  bestimmt  sich  B  Q  durch  die  Gleichung 

BF^        a« 
^         BC         b 

5.  Um  den  Krümmungshalbmesser  für  einen  beliebigen  Kegelschnitts- 
pnnkt  zu  finden ,  gehen  wir  von  folgender  Betrachtung  aus.  (Fig.  2.)  Zu 
zwei  willkürlichen  Punkten  P  und  P'  Fig.  2. 

eines  Kegelschnitts  sind  die  Normalen 
PNj  P'  N'  con8truii*t  und  zugleich  die 
Badienvecloren  PF,  P' F'  gezogen; 
durch  N  und  N'  legen  wir  zu  der  Sehne 
SPP'  Parallelen,  welche  die  Leit- 
itrahlen  PF  und  />'  F  in  F  und  F' 
■ehneiden;  endlich  sei  W  der  Durch- 
schnitt von  P'  V  mit  iV'  F,  T  der  Durch- 
schnitt der  Normalen  und  T^  der  Punkt, 
ni  ▼elchem  die  Gerade  V  V  die  zweite 
Normale  P'  N  trifft.  Da  nun  einerseits  die  Gerade  PNT  als  Transversale 
ftr  das  Dreieck  SN'  P\  andererseits  WT^  als  Transversale  für  das  Dreieck 
P'N'  W  angesehen  werden  kann,  so  gelten  die  beiden  Gleichungen: 

^'P.  SN .  TN'  =  PS  .  NN' .  TP'  und  P'V  .  WV .  T^N'  =r'TV.VN'.  T^P' 

P'P    SN        TP'        ,    P'V     WV        T^P' 


T,N 


'  > 


PS  '  NN'~  TN' VW  VN' 

^«gen  der  parsUelen  Lage  der  Geraden  P'  S ,  NF'  uüSl  N'  W  \äV  ^^^ 


J90 
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pp  jyy 


SN  __  P'V 


PS        VN' 

-und  wenn  man  beide  Relationen  in  die  erste  der  obigen  Gleichungen  sub- 
stituirt,  so  ergiebt  sieb 

IVV^   P'  r  [__  TP' 

VN"  v'w~Yn'' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  identisch  mit  der  linken  Seite  der  zwei- 
ten von  den  früheren  beiden  Gleichungen ,  daher 


TP' 


ToP' 


TN'         ToN'      , 

d.  h.  dpr  Punkt  Tq  fällt  mit  dem  Punkte  T  zusammen  oder:    die   drei 
Punkte  F,  F',  T  liegen  in  einer  Geraden*). 
Ferner  gelten  die  Proportioneli 

FV':FN=FP'  :FS, 
FN'  :FV=FS  :FP 


oder 


FV.  FN'  :FV.FN  =  FP' .FSiFS.FP 

FV  _FP'    FP 
FV~  FN''  FN' 


nun  ist  aber   für  alle  Kegelschnitte  das  Verhältniss  von  FP :  FN  constant 
mithin 

FV 

:^  =  1  oder  FV  =:=FV, 

d.  h.  die  Punkte  V  und  V  liegen  auf  der  Peripherie    eines  um 
den  Brennpunkt -Fbeschriebenen  Kreises. 

♦)    Der  obige  Satz  gilt  übrigens  (wie  ajicb  der  Verfasser  später  auf  S.  245  an- 
Fig.  3.  merkt)    nicht    nur   für   Kegelschnitte    und   ist 

überhaupt  ein   specieller   Fall   eines  allgemei- 
•«r  neren  Theoremes ,  welches  u.  A.  auf  folgende 

Weise  ausgesprochen  werden  kann:  „Wenn 
einem  Vierecke  ABCD^  dessen  Gegenseiten 
jf  sich  in  /'und  G  schneiden,  ein  zweites  Viereck 
ah  cd  so  eingeschrieben  wird,  dass  des  letzteren 
Diagonalen  a  c  und  b  d  durch  die  Punkte  F  und 
G  gehen,  so  treffen  die  Gegenseiten  des  neuen 
Vierecks  mit  den  Diagonalen  des  ursprüng- 
lichen Vierecks  in  zwei  Punkten  /"und  g  zusam- 
men." (Fig.  3.)  Der  Beweis  dieses  bekannten 
Satzes  kann  dem  obigen  analog  geführt  wer- 
den. Rückt  man  G  unendlich  weit  weg  und 
ersetzt 

A,  B,  C,  D,  fl,  6,  c,  rf,  F, 
durch 

S,  N\  W,  P',  iV,  V,  V,  P,  F, 
so  gelangt    man   zu  dem  im^  Texte  vorkommenden  Satze.     Dabei  ist  in  Fig.  2.    da» 
Viereck  ABCD=SN'  WP'  ein  überschlagenes ;  soll  es  zu  einem  gewöhnlichen  wer- 
den,  80  musa  mun  statt  F  den  anderen  Brennpmikt  d^a  Kegelschnitts  nehmen. 
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Hält  man  den  Punkt  P  fest  und  lässt  P'  sieb  ihm  mehr  und  mehr 
nähern,  so  rückt  V  immer  näher  an  F,  während  gleichzeitig  auch  FV •=.¥¥' 
und  die  Strecken  -PJ,  P'  T  sich  ändern;  je  näher  aber  V  an  Fliegt,  um 
BO  weniger  differirt  die  Kreissecante  V VT  von  einer  Kreistangente,  ist 
endlich  P'  mit  P  zusammengefallen  mithin  die  Kegelschnittssecante  SPP' 
zur  Kegelschnitts tangente  geworden,  so  ist  entsprechend  F' FT  Kreistan- 
gente in  F,  ferner  VN  parallel  zur  Kegelschnittstangente  also  senkrecht 
auf  der  Normale  PN,  endlich  VT  senkrecht  auf  dem  Kreisradius  FV, 
Die  Kreistangente  V  T  bestimmt  jetzt  auf  der  Normale  PN  die  Grenzlage, 
welche  der  Durchschnitt  beider  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  Punkte 
Pnnd  P'  annimmt.  Man  erhält  folglich  den  Krümmungsmittel- 
pnnkt  T  für  den  Kegelschnittspunkt  P,  wenn  man  im  End- 
punkte N  der  Normale  auf  dieser  eine  Senkrechte  bis  zum 
Durchschnitte  F  mit  dem  Leitstrahl  P/^  errichtet  und  nach- 
her in  F  eine  auf  dem  Radiusvector  senkrechte  Gerade  bis 
zum  Schnitte  T  mit  der  Normale  aufsteigen  lässt. 


Der  vorigen  elementaren  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes 
fägen  wir  eine  andere  bei,  die  zwar  keine  solche  geometrische  Eleganz  be- 
sitzt, aber  wenigstens  auf  einem  sehr  einfachen  leicht  zu  merkenden  Grund- 
gedanken beruht.  Man  gelangt  nämlich  sogleich  zum  Krümmungshalb- 
messer, wenn  man  das  Verhältniss  NN'  :  P P'  (Fig.  4)  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  ausdrückt  und  nachher  zur 


Grenze  für  zusammenfallende  P  und 
P'  übergeht. 

Bezeichnen  wir  die  numerische 
Excentricität  des  Kegelschnittes  mit 

I  (bei  der  Ellipse  = ,  bei  der 

Parabel  ==  l ,  und  bei  der  Hyperbel 


Fig.  4. 


y 


^ 


s 


\ 

\ 
\ 


lelmitte  FN  =i.FP==^  er,  mithin 
IfN'  =  c  (r'  -r-r);  ausserdem  hat  man 
aber  für   alle  Kegelschnitte   r=AF  +  sx   folglich    NN'  =  if(x'  —  x) 

^f.MM'  und 

NN'         ^MM'         ,        _.^_        , 
-jpT  =i*-jjpr=t*cosMSP=B*cosa, 

wo  0  den  Winkel  zwischen  der  Sehne  PP'  und  der  Hauptachse  des  Kegel- 
schnittes bedeutet. 

Sehen  wir  zweitens  die  Normale  P'  N'  T  als  Transversale  des  Dreiecks 
^^iV  an,  so  können  wir  die  Gleichung 
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SP'    PT    NN'  _ 

Vp'Tn'Its  ~^ 

aufstellen  and  ziehen  daraus 

Nir__N_T   If_S 

pp'  ~  PT  :p's' 

mithin  durch  Vergleich  mit  dem  ersten  Werthe  des  Verhältnisses  NN' :  PP' 

PT  -PN    N'S 

Lassen  wir  P'  mit  P  zusammenfallen,  so  wird  SPP'  zur  Tangente  und 

L  a  geht  über  in  den  Winkel  t,  welchen  die  Tangente  mit  der  Hauptachse 

einschliesst;  ferner  wird  PT  zum  Krümmungshalbmesser  ^,  PN  bleibt  die 

Nomale  u  und  es  ergiebt  sich 

o  — M    NS 

s  cos  X  =  -^^ . 

Q  PS 

d.  i.  weil  jetzt  PS  senkrecht  auf  PN  steht 

£*  cos  z  =  ^^ sec  X, 

Q 

Diese  Gleichung  bestimmt  q  nämlich 

u 


Q 


l  —  B*  COS^  X 


oder  wegen,  cos  r  =  — 

u 


u^ 


w*  —  £*y* 


Nach  einem  bekannten,  aus  dem  Vorigen  herzuleitenden  Satze   ist   aber 
w*  —  ^y^  =  p*i  folglich 


^=^  =  "(7)'="'''^'' 


wo  (f  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Nr.  2.  und  p  den  Halbparameter  be- 
zeichnet. SCHLÖMILCH. 


XXTTT.  Zu  den  Sätzen  unter  Nr.  ayill  der  kleineren  Mittheilnngen 
im  zweiten  Hefte  des  ersten  Jahi^angs  dieser  Zeitschrift.  Von  den  drei 
nachfolgend  mitgetheilten  und  elementar  bewiesenen  Sätzen  enthält  der 
zweite  den  dortigen  ersten  in  sich,  der  dritte  ist  der  dortige  zweite,  und 
als  Hilfssatz  für  den  Beweis  desselben  ist  der  erste  vorangeschickt. 

1.  Die  drei  Strecken  V^W^^  '^^i^u  ^i^d  welche  aufirgend 

einer  Transversale  von  je  zwei  in-<4,  i?,  C  zusammenstossen- 

den  Seiten  des  Dreiecks  ^  ^6' ausgeschnitten  werden,  finden 

sich  von  den  aus  diesen  Ecken  über  irgend  einen  Punkt  0  ge- 

zogenvn  Geradon  in  L\^  F, ,  Ff\  so  getheilt ,  d  ass  die  z  wei  Pro- 
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dnkte  aus  je  drei  Abschnitten,  welche  keinen  gemeinschaft- 
lichen Endpunkt  haben,  einander  gleich  sind,  d.  h.  es  ist 

Beweis.  Zieht  man  durch  den  Punkt 0  zu  f7,  F,  ^,  eine  Parallele,  welche 
die  Gegenseiten  von  A^  Bj  C  in  X,  F,  Z  tritft,  so  ist : 

ÜJ\_OY      T\H\_OZ      W,ü^_OX 
Ujv^~OZ'     V,U^~OX'     fF,Fg~ÖT 

also 

oder 

^1  ^2  'V^W^.  W,  ü^  =  CT,  F,  .  Fj  W^  .  W^  ü,. 

Bemerkung.  Wenn  irgend  welche  von  den  drei  Strecken,  so  können  es 
nur  immer  zwei  sein,  welche  zwischen  ihren  Endpunkten  und  nicht 
ausserhalb  derselben  getheilt  sind. 

Vermöge  dieses  Umstands  bildet  der  Satz  auch  einen  anderen  Ausdruck 
des  bekannten  Satzes  der  höheren  Geometrie:  die  drei  Paare  von  Punkten, 
in  welchen  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
(^,  J?,  0,  C)  eine  Transversale  schneiden ,  sind  in  Involution. 

2.  Die  Geraden,  welche  aus  den  Ecken  A^  B,  Ceines  Drei- 
ecks nach  den  Schnittpunkten  a,  b,  c  der  Gegenseiten  mit 
irgend  einer  Transversale  gezogen  werden,  theilen^  die 
Strecken  F,  ^, ,  W^U^^  Z7iF,  ,welchevonjezweiinjenenEcken 
lusimmenstossenden  Seiten  au  f  irgend  einer  anderen  Trans- 
versale ausgeschnitten  werden,  in  ZJ,,  F,,  W^  so,  dass  die  zwei 
Produkte  aus  je  drei  Abschnitten,  welche  keinen  gemein- 
schaftlichen haben,  einander  gleich  sind. 

Beweis.  Zieht  man  durch  a,  by  c  zu  der  Transversalen  üi  F|  fV^  Pa- 
rallelen, welche  AB  und  AC  in  z^  und  yi ,  ßC  und  ^^  in  or,  und  y, ,  CA  und 
^5  in  y,  und  x^  treffen,  so  ist: 

üf^t  _«yi  F,  yF|_  bz^  W^Ut^cx^ 

V^fV~  az,'  V^U,~  bx^'         ^tVx~cy^' 

also 

U^V^    Fg  FFj     W^U^ ay,     6z,     cx^^^^bzj    cx^    ay^ 

^t  ^'i  *  ^«  ^^1      ^^t  ^1       «^1  '  ^^«  cy,        at,  *  bx^  *  cy, 

bc     ac  ab 

ac     ab  bc 
«omit,  wie  behauptet  wurde: 

u, F, .v,w^.  w, u^  —  u^r^.  F, n\ .  w^ u,. 

Zusatz.  Sind  nicht  alle  drei  Strecken  zwischen  ihren  Endpunkten 
^l^eih,  so  ist  es  ganz  gewiss  Eine  und  nur  Eine.  Die  drei  Paare  von  Punk- 
^"^  bilden  keine  Involution.     Sind  desshalb  zwei  StteeVL^xi  \i«^^övt\.^  ^^  \^^. 
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die  aus  unserem  Satz  fliessende  Folge,  dass  auch  die  zwei  Abschnitte  der 
dritten  Strecke  einander  gleich  sind,  auf  die  Halbirung  dieser  Strecke  zu 
deuten,  während  bei  Satz  I.  die  Gleichheit  des  Verhältnisses  dieser  beiden 
Abschnitte  mit  der  Einheit,  auf  die  Lage  des  Theilungspunktes  in  unend- 
licher Entfernung  zu  deuten  wäre. 

Sind  deshalb  ferner  die  drei  Strecken  in  drei  Punkten  U^ ,  F,,  W^  hal- 
birt,  80  liegen  die  Punkte  a,  6 ,  c,  in  welchen  die  Geraden  AU^^  ^^21  ^  ^j 
die  Seiten  BC^  CA,  AB  schneiden,  auf  Einer  Geraden. 

3.  Die  drei  Geraden,  welche  von  den  Durchschnittspunk- 
ten  Ej  Fund  Cje  zweier  Gegenseiten  ^Cund^2>,  CA  und  BD,  AB 
und  CD  eines  vollständigen  Vierecks  nach  den  Halbirungs- 
p unkten  Z7,  F,  FF  derjenigen  drei  Strecken  tfiU^,  ^1  ^t»  ^1  ^1  ge- 
zogen werden,  welche  sich  auf  einer  beliebigen  Transver- 
salen von  jenen  drei  Paaren  ausgeschnitten  finden,  gehen 
durch  Einen  Punkt. 

Beweis.  Die  Punkte  m,  und  w,,  r,  und  »g,  w,  und  w,,  welche  auf  einer 
durch  den  Schnittpunkt  S"  der  Geraden  E  U  und  FV  zu  V^  F,  W^  gezogenen 
Parallelen  anstatt  Z7,  und  C/,,  F,  und  F„  W^  und  W^  auftreten,  sind  nichts 
anderes  als  die  Schnittpunkte  dieser  Parallelen  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  und  mit  der  aus  den  Gegenecken  über  den  Punkt  D  gezogenen  Gera- 
den.   Man  hat  also  nach  Satz  1 : 

1)  u^Vx  '  v^rv^  ,  w^ u,  =  t/, Ti  .^2^1.  rv^Ui 

weil  aber  d.  V.  g.  UU^  =  VU^  und  VV^  =  VV^^  so  ist  auch  Oii,  =  Ow,  und 
Ovx  =  Ovx }  daher  auch :  u^  v^  ==  t/(t;| ,  somit  nach  l) 

,      Vj  w,       v-w*          ,  Vxn\  +  w.M,       v.w.  +  w,  1/- 
V*  Wm .  10,  M.  =  r.  w,  .  Wj  M, ,  oder  =  -^ —     und =-= — =— ^  =  -=■ — = 

Aus  der  bei  Satz  1.  gemachten  Bemerkung  ergiebt  sich  aber,  dass  die 
Zähler  durch  Einerlei  Wahl  des  Doppelzeichens  auf  die  Werthe  v^  t/,  und 
t;,ti,  gebracht  werden  können,  es  ist  deshalb  auch 

und  hieraus  folgt,  abermals  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Punkte, 

d.  h.  es  ist  auch  WiW^  in  0  halbirt,  und  die  Gerade  von  G  nach  dem  Hal- 
birungspunkt  W  der  Strecke  fF,  W^  geht  durch  den  Schnittpunkt  0  beider 
Gnaden  E  ü  und  F  V  oder  alle  drei  gehen  durch  Einen  Punkt. 


XXIV.  Zu  der  Lehre  von  den  projectivisohen  BüBcheln  im  SIreise. 

Lehrsatz.    Beschreibt  man  in  einem  Kreis  vier  Sehnen- 
vierecke mit  einer  gemeinschaftlichen  Seite  Piß  so,  dass  die 

^^  ^.-  55,,  CC,,  DD;)  von  PQ  durch  Einen  Punkt  0 


•^  ■^  A  ekn   DflcnViol    IPiinrl    Ci    floi*    Av*t 
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projectiYisch,  dass  je  zwei  Strahlen,  welche  Seiten  eines  und 
desselben  Vierecks  sind,  einander  entsprechen. 

Beweis.    Vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAB  und  OB'A\ 
desgleichen  OCB  und  OC B'  ist 

AB         OA        ^    BC        OC 

und 


TT'~OB'  B'C       OB' 

durch  Division  folgt  hieraus: 

AB     BC  _ OA 
A'B''WC'~'ÖC' 

•Da  die  rechte  Seite  von  der  Richtung  der  Oeraden  BB'  ganz  unabhängig 
ist,  so  muss  es  auch  die  linke  sein,  d.  h.  das  Doppel verhältniss  links  ändert 
sich  nicht,  wenn  an  die  Stelle  der  Punkte  B  und  B'  die  Punkte  D  und  2>' 
gesetzt  werden ,  oder  man  hat : 

AB     BC        AB     BC     ^  ^AB  AD       A'B'  A'D' 

oder  auch 


A'B'ffC*      A'B'B'C  BC'DC      B'C'D'C 

Dt  aber  diese  Sehnen  sämmtlich  den  Sinus  der  ihnen  in  den  Punkten  P 
und  Q  gegenüberliegenden  Peripheriewinkel  proportional  sind,  so  folgt  auch, 
unter  Anwendung  einer  selbstverständlichen  Bezeichnungs weise : 

sin  (a,  h)  sin  (a,  d) sin  (a  ,  b')    sin  (a  ,  d') 

sin  (c,  b) '  sin  (c,  d)        sin  (c  ,  b')  *  sin  {d\  c) 

m 

womit  die  Behauptung  nachgewiesen  ist. 

Bemerkung.  Ich  habe  diesen  Satz,  der  für  die  Behandlung  der 
Lehre  von  den  Sehnenvierecken  von  einigem  Nutzen  sein  möchte,  in  seiner 
Allgemeinheit  bei  keinem  der  Schriftsteller  über  höhere  Geometrie  finden 
können.  Nur  bei  Chasles  begegnete  ich  unter  Nr.  700  S.  490  seiner  GSo- 
n^trie  superieure  einem  Satz ,  der  gewissermassen  ein  Corollar  des  meinigen 
hildet  Lässt  ma^  nämlich  Q  mit  P,  B  mit  A\  B'  oder  C  und  in  Folge  des- 
sen D'  mit  A^  B  oder  C  zusammenfallen,  so  erhält  man  sechs  Strahlen  a  und 
ö ,  b  und  6',  c  und  c,  von  welchen  jede  vier  mit  ihren  vier  conjugirten  pro- 
jektivisch  sind,  also  eine  Involution  bilden.  q^  y[,  Baur 

Prof.  an  d.  polytechn.  Schale  in  Stuttgart. 


• 

XXV.  Angaben  zu  der  Wahrscheixilichkeitsreclmiing. 

1.  Zu  gewissen  Glücksspielen  werden  Würfel  mit  mehr  als  sechs  Flä- 
chen, auf  denen  die  Augzahlen  ebenfalls  nach  der  natürlichen  Zahlenreihe 
»ortschreiten ,  verwendet.  Auf  eine  bestimmte  Augensumme  ist  ein  beson- 
derer Oewinn  gesetzt.  Es  entsteht  daher  —  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit 
des  Auffalls  auf  jede  Fläche  vorausgesetzt  —  die  Frage : 

Was  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  mit  n  Würfeln  von  je 
*»  Flächen  die  Augensumme  a  gewotCeix  YiitdL'i 
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Bezeichnungen:     1.2.3....  (n — l)  .  n  =  w/; 

^n    n — 1   n  —  2       n — p  +  2  n — p+1 {^\ 

1        2  3  p—\  p  \pJ 

Lehnsatz:  (  )  =  (      ) 

•  \n — pJ       \pJ 

Der  günstigen  Würfe  sind  es  eben  so  viele ,  als  sich  bei  Ausführung  der 
Multiplication 

solche  Einzelprodukte  x/  .  o:/  . . . .  x^^  einstellen ,  welche  die  Exponenten- 
summe 

geben.    Nimmt  man  aber  v. 

X  -    —  M^i  ■  —  »^2  *        ...  ~       Xff  j 

80  geht  jedes  dieser  Einzelprodukte  in  o:'  ihre  Summe  also  in  dasjenige 
Vielfache  von  x*'  über,  welches  die  fragliche  Anzahl  zum  CoefHcienten  hat 
Weil  nun  das  ganze  Produkt  in  Folge  dieser  Annahme  in 

(1 a;*»\" 
a:.-— - — )  =x^{l — a:)-".(l— <a:**)" 

übergeht,  so  wird  diese  fragliche  Anzahl  angegeben  durch  den  Coefficien- 
ten  von  x*'  in  der  Entwickelung  letzteren,  oder  durch  den  Coefficienten  von 
rg;a-n  Jq  jßj.  Entwickelung  folgenden  Ausdrucks  nach  steigenden  Potenzen 
von  x:  . 

In  der  ersten  Reihe  rechts  sind  diejenigen  Potenzen  von  x,  welche  zur  Bil- 
dung von  a:*"~"  beitragen: 

^'»""^     behaftet  mit  dem  Coefficienten  (  )  =  (  1 

\         a—n         )       \n  —  1/ 

{n  +  a  —  n  —  m  — 1\ /a — m  —  1\ 

Var-n  —  m       J        \     n  —  1     ./ 


j.  a — n  —  m 


>»  »>  J7  J» 


>.«  — w — 2m 


/n  +  a  —w — 2w— l\ /a  — 2m  — 1\ 

\       a  —  n  —  2w       /       \     n  —  i     / 


Der  Coefficient  von  a:*"""  oder  die  gesuchte  Anzahl  ist  daher: 

ei;)-(;)C7-TV0e-!-T')+- 

und  kann  mit  Angabe  des  Glieds,  bei  welchem  aie  von  selbst  abbricht,  fol 
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^^r-^^  »  ^^^-rf 


gende  Bezeichnung  geschrieben  werden,  bei  welcher  e  einen  positiven  ech- 
ten Bruch,  der  Null  werden  kann,  ausdrückt,  und  r  nur  ganze  Werthe  an- 
nehmen darf: 


«— n 


\^,       X    (n\  (a  —  rm  —  1\ 


r  =  0 

Diridirt  man  diese  Anzahl  durch  die  Zahl  m"  der  überhaupt  möglichen 
Würfe,  so  ergiebt  sich  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit. 

2.  Von  zwei  Spielern  legtder  eine  die  achtKarten  Einer 
Conleur  nach  der  zufälligen  Ordnung,  in  welcher  sie  durch 
das  Mischen  auf  einander  zu  liegen  gekommen  sind,  auf,  wäh- 
rend de^r  andere  zu  gleicher  Zeit  die  acht  Naiven  der  Karten 
nachder  Üblichen  Rangordnung  ausspricht;  stimmt  nun  nie- 
mals der  ausgesprochene  Namen- mit  demjenigen  der  gleich- 
seitig aufgelegten  Karte  überein,  so  hat  der  eine  gewonnen, 
im  gegenthelligen  Fall  der  andere.  Was  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gewins  für  den  einen? 

Die  Frage  kommt  offenbar  auf  diese  hinaus:  Wieviel  giebt  es 
zwischen  n  Elementen  oTi,  o:,,  o:,,  .  .  .  a:„  solche  Permut ationen, 
in  welchen  kein  Element  sich  an  der  durch  seine  Nummer  be- 
zeichneten natürlichen  Stelle  befindet? 

Um  aus  der  Zahl  sämmtlicher  Permutationen  die  nicht  zu  dieser  Kate- 
gorie gehörigen  auszuscheiden ,  schlagen  wir  folgendes  Verfahren  ein : 

Wird  mit  (y)  r  die  Summe  sämmtlicher  (als  Produkte  aufgefasston)  Per- 
mntationen  zwischen  r  Elementen  f/ty  1/^,  •  •  •  t/r  bezeichnet,  so  denke  man 
sich  folgende  Multiplication  ausgeführt : 

(1  — x,)  (1  -  rr,) ...  (1  - ocn)  ji  +  (y)i  +  (y),  + ...  (y)«t 

sodann  in  jedem  aus  n  Faktoren  x  und  y  zusammengesetzten  Einzelprodukt 
dieselben  so  geordnet ,  dass  sich  jedes  x  an  seiner  natürlichen  Stelle  bcfin- 
tlct,  die  y  aber  die  leeren  Stellen  von  links  nach  rechts  in  derselben  Ord- 
nung ausfüllen,  nach  welcher  sie  in  der  Permutation  (y),  aus  welcher  sie  her- 
stammen, aufeinander  folgen.  Endlich  sollen  die  in  dem  Einzelprodukt  feh- 
lenden X  nach  der  natürlichen  Folge  ihrer  Nummern  an  die  Stellen  von  yi, 
Vt» . . .  gesetzt  werden.    Für  n  =  b  wäre  z.  B.  für  das  Einzelprodukt 

—  x^Xj^x^.y^y^yj^y^yi 
zuerst  —  y,  x^Xj  y^yiyiXjyi , 
sod  ann     —  x^  x^  ar ,  x^  x^  x^  x^  x^ 

m 

w  schreiben.    Man  erhält,  wie  das  vorige  Beispiel  an  otj  und  x^  zeigt,  nicht 
^^^  die  aus  den  Faktoren  (l  —  x)  eingeführten  x  ganz  sicher,  sondern  mög- 
licherweise auch  solche  ar,  welche  für  gewisse  y  substitmtt 'wutdwik^  wjl  \Va^\i. 
^^Vichen  Stellen.     Ehen  deshalb  stellt  sicVi  jede  l?^TTKQA.«A\OTi  m  x  ^  ^\^ 
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nicht  zur  fraglichen  Kategorie  gehört,  auch  mehreremale  ein.  Während 
zwar  die  Faktoren  oc  aus  (l  —  ar,),  (I  — a:,)  und  (1 — Xj)  mit  keiner  anderen 
Permutation  (y)  als  der  oben  verwendeten  die  erhaltene  Permutation  in  x 
liefern  können,  wird  dieselbe  dagegen  von  jeder  Combination  —  diejenige 
zu  Null  nicht  ausgeschlossen  —  zwischen  den  fünf  Faktofen  (I  — o:,),  (1  — 0:3), 
(1 — jTj),  (1 — or^)  und  (l — rr^),  und  zwar  von  jeder  nur  Einmal,  geliefert. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Permutation,  in  welcher  nur  p  Elemente  x  sich 
an  ihren  natürlichen  Stellen  befinden,  sich  mit  folgendem  Ausdruck  als  6e- 
sammtcoefficienten  einstellen  wird,  in  welchem  die  aufeinanderfolgenden 
Glieder  von  den  rückwärts  aufgezählten  p  ersten  Gliedern  der  Summe 
1  +  (y)i  +  (y)t  •  •  •  herrühren : 

'-(■)  +  ©-(3)+-+<-'>'-C-,)+<-"'=<'-')'=». 

d.  h.  wenn  die  gleich  oft  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  auftretenden 
Permntationen  in  x  gegen  einander  gestrichen  werden,  so  bleiben  nur  solche 
zwischen  den  n  Elementen  Xi  bis  Xn  übrig,  in  welchen  sich  kein  Element 
an  seiner  natürlichen  Stelle  befindet,  denn  von  diesen  Permutationen  stellt 
sich  jede  nur  mit  dem  Coefficienten  +  1  aus  {y)^  ein. 
Setzt  man  daher  jetzt 


{X*  '      X9  "      X^  —      •  f  .  "      a^n 
yi  =  ^2  =  ys  =  •  •  •  =  yn 


so  wird  jede  unserer  Permutationen  in  x" ,  das  ganze  Produkt  aber  in 

(l  —  a')"  (1+ 1 1  a:  + 2!  a:*  +  . . .  +  «I  x") 

übergehen.  Die  gesuchte.  Anzahl  ist  daher  nichts  anderes  als  der  Coefficient 
von  x"  in  der  Entwicklung  des  letzteren  Ausdrucks  nach  st.  Pot.  von  x, 
d.  h.  sie  ist: 

«!-(")(«- 0!-k(;)(''-2)!—-+(-0"-'(„!.,)i!+(-I)- 


r-=ii 


r  =  0 

und  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  wird,  da  überhaupt  n!  Permutationen 
zwischen  den  n  Elementen  möglich  sind : 


r=z.H 


I !  ^  2 !  ^      n\  j^     r ! 

Dieser  Werth  convergirt,  wie  man  sieht,  bei  wachsenden  n  sehr  rasch  gegen 

den  Werth   —  =  0,36788  . .,  von  welchem  er  schon  für  n  =  4  nur  um  0.00712 

abweicht.  »Je  mehr  Karten  Einer  Couleur  daher  zum  Spiel  genommen  wer- 
den, desto  gleichgültiger  ist  ihre  genaue  Anzahl.  C.  W.  Baur, 

Prof.  an  d.  polyt.  Schale  in  Stattgart. 
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XZVL  Zur  Feststellung  der  Gesetze  des  Luftwiderstandes  gegen  Pro-* 
jeetile  von  grosser  Geschwindigkeit  hat  Herr  Didion  die  Berechnung 
der  Data  und  Resultate  verschiedener  Versuche  einer  Revision  unterworfen 
und  deren  Ergebnisse  in  den  Comptes  Rendus  (Juni  1856  Nr.  22)  zusammen- 
gestellt und  zu  formuliren  gesucht.  Die  ersten  Versuche  wurden  von  R  o  - 
bins  mit  Flintenkugeln  angestellt  im  Jahre  1742,  hierauf  hatte  Hutton 
1788  und  1789  dergleichen  Versuche  mit  Kanonenkugeln  kleinern  Kalibers 
gemacht,  von  welchen  letzteren  das  Resultat  lange  Zeit  eine  Basis  für  die 
Ballbtik  bildete.  Hut  ton  hatte  dabei  die  Geschwindigkeit  der  Kugeln  auf 
Tenchiedene  Distanzen  von  9,14  bis  131  Metern  gemessen  und  hieraus  den 
Widerstandscoefficienten  für  eine  regelmässige  Reihe  von  Geschwindigkei- 
ten abgeleitet.  Im  Jahre  1839  und  1840  sind  die  bekannten  Versuche  zu 
Metz  mit  Kugeln  von  grösserem  Kaliber  ausgeführt  worden,  deren  Resultate 
als  genauere  und  sichereie  als  die  zeitherigen  gehalten  werden.  Es  wurden 
dabei  8-,  12-  und  24 pfundige  Kugeln  gegen  ein  ballistisches  Pendel  in  Ent- 
fernangen  von  15,  25,  50,  75  und  100  Metern  geschossen. 

• 

Das  New  ton 'sehe  Gesetz,  nach  welchem  der  Widerstand  der  Luft 
dem  Flächeninhalt  des  Hauptkreises  der  Kugel  und  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  wäre,  kann  bei  grossen  Geschwindigkeiten  nicht 
mehr  angewendet  werden;  dividirte  man  den  beobachteten  Widerstand 
durch  das  Product  dieser  beiden  Grössen ,  so  würde  man  keinen  constanteu 
Coefficienten ,  sondern  einen  mit  der  Geschwindigkeit  nach  irgend  einem 
erst  aufzufindenden  Gesetze  veränderlichen  finden. 

Bei  den  Versuchen  zu  Metz  wurde  aus  dem  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
und  aus  der  Länge  der  Bahn  der  mittlere  Widerstand  während  des  Flugs 
luid  somit  der  Widerstandscoefficient  abgeleitet.  Auf  diese  Weise  hatte 
man  so  viele  Coefficienten  als  Pulverladungen  oder  Geschwindigkeiten.  In- 
dem man  letztere  als  Abscissen  und  die  Coefficienten  als  Ordinaten  nahm, 
erhielt  man  eine  Reihe  von  Punkten,  deren  Gesammtheit  das  Gesetz  gra- 
phisch darstellte.  Zu  dem  Ende  stellte  man  die  kleinsten,  mittleren  und 
grdssten  Geschwindigkeiten  gruppenweise  zusammen  und  erhielt  drei  ohn- 
geftlhr  in  grader  Linie  liegende  Punkte,  welche  die  beiden  Glieder  der  ge- 
'sQchten  Ausdrücke  lieferten. 

General  Piobert  fand  Hutton^s  Versuchen  gemäss  das  nämliche 
Verhältniss  zwischen  den  beiden  Gliedern,  aber  das  erste  Glied  war  grösser. 
l)ie  Zunahme  hätte  dem  Unterschiede  der  Kaliber  zugeschrieben  werden 
können.  Ob  dieses  jedoch  zulässig  ist,  schien  Herrn  D i d  i o n  zweifelhaft; 
osch  Beobachtungen  über  die  Flugbahn  von  Flintenkugeln ,  sowie  nach  an- 
deren praktischen  Untersuchungen  schien  ihm  vielmehr  jener  Ausdruck  vom 
^iber  des  Projectils  unabhängig  zu  sein. 

Er  ging  deshalb  alle  Versuche  noch  einmal  durch  und  cottl^vxl^  vräV^^- 
•<^dere  aUe  beobachteten  Geschwindigkeiten  untet  1ieT\Vc\w\0Kv\A\gaxv^  ^^^ 
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-  Stosses  der  Palvergase  und  der  Neigung  der  Flugbahn  beim  Zusammen 
treffen  mit  dem  Pendel. 

Würde  der  Stoss  der  Gase  gegen  das  ballistische  Pendel,  der  insbe 
sondere  bei  starken  Ladungen  und  kleinen  Distanzen  merkbar  ist,  nich 
berücksichtigt  werden,  so  würde  die  Geschwindigkeit  zu  gering  und  de 
Widerstand  zu  gross  ausfallen.  Umgekehrt  würden  die  Geschwindigkeitei 
zu  gross  sich  ergeben,  wenn  die  Neigung  der  Bahn  an  ihrem  Ende  ohn 
Berücksichtigung  bliebe  und  diese  Differenz  würde  um  so  grösser  siel 
herausAellen ,  je  geringer  die  Geschwindigkeit  und  jiB  grösser  die  Distan: 
ist.  Die  Correction  kann  bis  auf  3  %  des  zu  messenden  Widerstände 
steigen. 

Nach  dieser  Methode  hat  Herr  Didion  für  die  Versuche  mit  12-  un< 
24  pfundigen  Kugeln  von  0,12  und  0,15  Metern  Durchmesser  bei  gewöhn 
liehen  Geschwindigkeiten  und  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Luft  =  1,208 
den  Ausdruck  0,027  (1  +  0,0023  v)  gefunden ,  worin  v  die  Geschwindigkei 
des  Geschosses  bezeichnet  und  Meter,  Kilogramm  und  Secunde  als  Ein 
heiten  angenommen  sind.  Dieser  Ausdruck  ist  mit  dem  Quadrat  der  G« 
schwindigkeit  und  dem  Inhalte  des  Hauptkreises  der  Kugel  zu  multipliciren 
um  den  Widerstand,  zu  erhalten.  Das  Kaliber  von  24  für  sich  betrachtet 
gab  einen  etwas  starkem,  das  von  12  einen  schwächern  Werth.  Denjenigei 
Werth ,  welcher  für  die  direct  erhaltene  Anfangsgeschwindigkeit  die  au 
eine  Distanz  von  400  Metern  beobachtete  Flugbahn  von  Flintenkugeln  ar 
besten  darstellte ,  fand  Herr  Didion  =  0,0275.  Die  Versuche  von  R  o  b  i  n 
mit  Kugeln  von  0,019  Met.  Durchmesser  lieferten  ebenfalls  ohngefähr  0,02? 
Es  scheint  sich  demnach  der  Werth  jenes  Ausdrucks  keineswegs  mit  der 
Durchmesser  des  Geschosses  zu  ändern.  Um  sich  darüber  noch  mehr  z 
vergewissern,  prüfte  Herr  Didion  die  Resultate  sämmtlicher  Versuche  noc 
einmal  nach  einer  andern  Methode,  welche  auf  die  Annahme  fusst,  das 

man  in  dem  Ausdruck  ^  (  I  H )  des  Widerstandes  das  Verhältniss  —  w€ 

nigstens  annäherungsweise  kennt  und  sich  vorbehält,  dasselbe  erfordei 
lichenfalls  zu  corrigiren.  Dann  ist  A  die  einzige  zu  bestimmende  Grösse. 
Hiernach  fand  er  für  die  Versuche  mit  24  pfundigen  Kugeln  bei  de 
gewöhnlichen  Geschwindigkeiten  unter  500^,  ^=^0,02713  und  für  diejenige 
mit  12 pfundigen  Kugeln  A  ==  0,02603.  Die  8 pfundige  Kugel  gab  etwa 
grössere  Resultate  und  die  Gesammtbeit  aller  Versuche  mit  den  drei  Kali 
bern  ^  =  0,02705;  bei  Geschwindigkeiten  von  500""  und  darüber  fand  sie 
A  =0,0268,  ein  Werth  der  von  dem  vorhergehenden  wenig  differirt.  Di 
nämliche  Methode  .auf  Hutton 's  Versuche  mit  1  pfundigen  Kugeln  vo 
0,05  Met.  Durchmesser  angewendet,  gab  A  =  0,0274  bei  kleineren  un 
A  =  0,0278  bei  grösseren  Geschwindigkeiten.  Diese  Uebereinstimmung  de 
Hesuhate  ist  sehr  befriedigend.  Die  geringe  Differenz  für  die  aus  Hutton' 
Versuchen  abgeleiteten  Werthe  erklären  s\c\v  m'6^\\c\i^t^^v^^  «civä  kleinei 
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Fehlem,  die  ans  der  geringern  Steifigkeit  des  Hatton'schen  Pendels  her- 
Torgehen. 

Sacht  man  die  CoeflQcienten  des  Luftwiderstandes  ^  ( l  H —  |  mit  Hülfe 


des  ans  jedem  Versuch  resultirenden  Werthes  von  Ä  und  vergleicht  sie  unter 
einander,  so  findet  man,  dass  sie  hesser  wiedergegehen  werden,  wenn  man 

-  =  0,0026  oder  v  =  400*"  annimmt;  dann  erhielte  man  mit  der  1  pfundigen 

Kugel  A  =  0260  für  die  Versuche  zu  Metz  und  A  =  0,0268  für  die  H  u  1 1  o  n  - 

sehen  bei  'allen  Geschwindigkeiten.   Das  einfachere  Verhältniss  —   würde 

flberdies  die  Rechnung  und   den   Gebrauch   der   ballistischen  Tafeln   er- 
leichtem. 

Man  hat  somit  einen  einfachen  Ausdruck  für  den  Widerstand  der  Luft 
liegen  Projectile ,  der  auf  alle  Kaliber  und  alle  Geschwindigkeiten  leicht 
anwendbar  ist.  Die  Versuche,  wejche  in  jüngster  Zeit  zu  Metz  auch  mit 
iinglichen  Geschossen  unter  Benutzung  der  neuesten  Hilfsmittel  angestellt 
werden ,  dürften  einen  neuen  Beitrag  zur  Lösung  der  wichtigen  Frage  vom 
Luftwiderstände  gegen  Projectile  von  grosser  Geschwindigkeit  liefern. 

WiTZSCHEL. 


Bemerkungen  zu  der  in  der  Literaturzeitung  (verbunden  mit 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  1.  Jahrg.,  Leipzig)  1856,  S.  110 
bis  113,  von  Herrn  Professor  Schlömilch  gegebenen  Ankündigung  meines 
Beweises  des  Kräftenparallelogramms. 

Diese  Ankündigung,  welche  ich  erst  vor  wenigen  Tagen  mir  zu  ver- 
schaffen vermochte,  nöthiget  mir  folgende,  theils  die  Urtheile  berichtigende, 
theils  den  fraglichen  Gegenstand  noch  begründende  Bemerkungen  ab. 

Wenn  ich  auch ,  wie  ich  gerne  zugestehe ,  bei  der  vorgelegenen  Auf- 
gabe der  Zusammensetzung  zweier  Kräfte,  als  statische  Beweis-  und  Hilfs- 
nüttel ,  gleich  allen  meinen  Vorgängern  in  ihrer  Lösung,  nach  allgemeinster 
Anschauung,  nur  passliche  Zerlegung  und  abgeänderte  Wiederzusammen- 
*^simg  der  Kräfte  und  bei  elementarer  Kechnungsweise  noch  manchmalige 
l^ebertragung  ihres  Angriffspunktes  benützte  und  insofern  kein  neues  Prin- 
zip oder  Beweismittel  in  Anwendung  brachte ;  so  liegt  diess  nicht  an  mir, 
»ondern  im  Wesen  der  Kräfte  selbt,  folglich  kann  ein  Vorzug  einer  solchen 
Soweisfühmng  nicht  in  der  Umgehung  dieser  Mittel ,  sondern  lediglich  in 
ober  mindern  oder  möglich  mindesten  Anzahl  solcher  unvermeidlichen 
Cmäiiderungen  gesucht  werden.  Dass  hierin  das  Thunlichste  von  mir  ge- 
mistet worden ,  möchte  bei  genauer  Vergleichung  mit  anderen  Beweisen 
^i^ser  Lehre  kaum  zu  läuguen  sein. 

Allein  als  anderweitige,  höchst  forderliche  und  b\aVvfiT  VA^tä  \i\OöX.n^t- 
^^dete  Hilfsmittel  dürften  doch  nicht  allein  die  B^ü^V-iAiTv^  ^^^  ^  mW-X^^xi.- 

^it§ehrm  f.  MMthematik  u    Phytik,   I(.  \^ 
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recht  so  vernachlässigten  Hauptsatzes  von  der  Proportionalität  zusam- 
mengehöriger Grössengattungen  oder  der  Auflösung  der  besprochenen  Func- 
tionalgleichung  F{x  +  y)  =  F{x)  +  jF(y),  sondern  auch  die  Verwendung 
der  Parallelcoordinaten  zur  Feststellung  eines  zweiten  Punktes  in  der 
Richtung  der  Kesultirenden  anzuerkennen  sein.  Beides  glaube  ich  als  neue 
und  wesentliche  Behelfe  zur  anzustrebenden  Kürzung  des  Beweises  her- 
vorheben zu  dürfen,  nachdem  mein  freundlicher  Fachgenosse  Herr  Professor 
G.  J.  Ver  dam  an  der  Hochschule  zu  Leiden,  in  einem  wohlwollenden  Ant- 
wortschreiben sich  erklärte,  dasa  er  vorlängst  mit  der  Untersuchung  allei 
damals  bekannt  gewesenen  Beweise  des  Kräftenparallelogramms. acfnati^eom 
usque  sich  befasst,  jedoch  diese  zwei  Beweismittel  nirgends  angetroffen  habe 
und  sohin,  bevor  er  noch  eine  befriedigende  elementare  Auflösungsweisc 
jener  Functioualgleichung  kennen  gelernt,  vorläufig  mindestens  schon  zui 
Benützung  jener  Coordinaten  mir  gratuliren  müsse. 

Diese  allerdings  in  Frage  kommende  elementare  Auflösung  wurde  swai 
(vielleicht  auf  eine  von  Laplace  in  die  Mecanique  Celeste,  vol.  L  pag.  lö  ein- 
gerückte Andeutung)  bereits  im  März  1803  von  J.  J.  A.  Ide  in  §.  187  dee 
r.  Theils  seiner  „  Anfangsgründe  der  reinen  Mathematik  *S  dann  1827  voo 
W.  A.  Förstemann  im  „ Lehrbuch  der  Geometrie**  LBd.  S.213kurz,  docl 
genügend  gegeben,  endlich  1829  von  J.  Knar  in  den  „Anfangsgründen  dei 
Arithmetik  **  §.  528  mit  antiker  Strenge  und  Umständlichkeit  durchgeführt. 
Ich  selbst  habe  ihr  Ergebniss  mehrmals  in  Grunert^s  Archiv,  zuerst  I84f 
im  6.  Theile,  S.  116,  vortheilhaft  verwendet,  und  trug  diese  Lehre  sowohl 
an  der  philosophischen  Lehranstalt  zu  Tarnow ,  als  auch  an  unserer  Hoch- 
schule, mit  Benützung  der  (schon  nach  der  Subtraction  in  ihren  Hauptsätzen 
gelehrten)  Grenzmethode,  vor  und  will  nun  noch,  zur  Beruhigung  vor 
Zweiflern  und  zu  Nutzen  der  Leser  dieser  viel  Treffliches  bietenden  Zeit- 
schrift, endlich  zur  Anregung  der  Schaar  meiner  stammgenossischen  Lehr 
bücherschreiber  auch  einmal  Neueres  und  Besseres  zu  bieten,  hier  einen 
erst  nach  Lesung  dieser  Ankündigung  erdachten,  einfacheren  Beweis  —  hof- 
fentlich genügend  umständlich  vorlegen. 

Alle  Rechtfertigung  der  Lehre  von  der  Proportionalität  zweier  einandei 
entsprechenden  Gattungen  von  Grössen  berujit  auf  der  gewählten  Erklä 
rung  gleicher  (sowohl  rationaler  als  irrationaler)  Verhältnisse  zweier  Paar< 
von  ungleich  -  oder  gleichartigen  Grössen.  Unter  diesen  Erklärungen  is' 
aber  die  Euklid' s  —  des  Meisters  der  Meister  —  wahrhaft  klassisch  um 
in  Hinblick  auf  irrationale  Verhältnisse  unübertroffen  und  unvergleichlicl 
sinnreich,  wenn  auch  unläugbar  etwas  schwierig  zu  verdeutlichen.  Sie  legt 
ich  meiner  hiesigen  Erörterung  zu  Grunde  und  erläutere  sie  wie  folgt. 

Um  zu  entscheiden ,  ob  zwei  Verhältnisse  A  :  a  und  B  :  b  von  einerle 

oder  zweierlei ,  im  Allgemeinen  noch  ungemessenen ,  Grössen  gleich  seien 

bilde   man  nUe  ihre,   ordnungsmässig  auf  einander  folgenden  Vielfachei 

(selbstverständlich,  nach   lauter   g'anzzahUgew  ^l\A\AY\\<i«A.oxiiuV^  '^^t^leichi 
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daon  jede  zwei  Gleichvielf'aclien,  z.  B.  die  mfaclien  der  Nachsätze,  also  ma 
nnd  m6,  mit  sämmtlichen  Gleichviolfachen,  den  /i  fachen  ,/> fachen ,  .  .  .  . 
ihrer  gleichartigen  Vorsätze ,  mit  ;i  A  und  n  B ,  mit  p  A  und  p  B  und  dergl. 
Da  nun  können ,  wie  auch  immer  die  Multiplicatoren  m^  n^  p^  ,  . ,  gewählt 
und  beliebig  weit  gesteigert  werden  mögen,  entweder  diese  Gleichvielfachen 
der  Vorsätze  mit  jenen  Gleichvielfachen  der  Nachsätze  übereintreffen,  näm- 
lich nA  mit  ma  und  zugleich  nB  mit  m6,  folglich 

nA=^ma  und  nB  =  mb 

sein;  oder  jede  zwei  solche  Gleichvielfachen  der  Vorsätze  können  jene 
Gleichvielfachen  der  N<achsätze  (in  Absicht  auf  Grossheit)  zwischen  sich 
einschliessen ,  nämlich  es  kann  jedesmal 

n  A  noch  <^tna  aber  pA  schon  >  m  a 

und  gleichzeitig 

n  B  noch  ^  mb  aber  p  B  schon  "^  mb 

ausfallen.  Bei  solcher  Bewandtniss  nennt  man  jene  beiderlei  Verhält- 
nisse gleich,  schreibend 

A  \  a=  B  \b, 

Oder  kürzer:  Man  nennt  das  Verhältniss  A-.a  dem  Verhältnisse  B\b  gleich, 

wenn 

nA'='^ma<CpA 
und  zugleich 

nB  =  <,mb<pB 

ist,  für  alle  beliebig  weit  erhöhten  Multiplicatoren  ;;i,  ii,  p. 

Uebergehen  wir  nun  zur  Lehre  von  der  Proportionalität  zweier 
sttsammenhängender  Gattungen  von  Grössen.. 

Man  nennt  zwei  Gattungen  von  Grössen  überhaupt  von  einander  ab- 
hängig, zusammenhängend,  einander  an-  oder  zugehörig,  einander 
entsprechend,  nach  einander  sich  richtend  und  dergl.,  wenn  einer 
jeden  Grösse  der  einen  Gattung  eine  gewisse  einzige  Grösse  der  anderen 
Gattung  entspricht,  folglich  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  auch  wie- 
der (unter  sich)  gleiche  Grössen  der  zweiten  Gattung  entsprechen.  Wenn 
hiebei  insbesondere  noch  das  Verhältniss  jeglicher  zwei  Grössen  der  einen 

(derselben  i 
umgekehrter ' 
Ordnung  genommen,  Grössen  der  andern  Gattung  gleicht;  oder  anders  aus- 
sprechen, wenn  jedwede  zwei  Grössen  der  einen  Gattung  sich  zu  einan- 
der verhalten,  wie  die  in  }  t  u  f     I  Ordnung  genommen*,  ihren  ange- 

hörlgen  Grössen  der  andern  Gattung :  so  nennt  man  solche  zwei  zusammen- 
gehörige Grössengattungen  einander  dircct  oder  nur  schlichthin  invers, 
''"^gekehrt  proportional  (proportionirt) ,  oder  man  sagt  von  ihnen,  sie 

**ehen  zu  einander  im  |  ,     ,     ,        [Verhältnisse. 

'  umgekehrten  ' 
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^»^•^^^^^^^ 


I.   Directe  Proportionalität. 

Erstes  Kennzeichen.  Wenn  bei  zwei  zusammenhängenden  Gat- 
tungen von  Grössen  !*•"•  jeder  grösseren  Grösse  der  einen  Gattung  auch 
eine  grössere  Grösse  der  andern  Gattung  angehört,  und  S**"*  jedem  Viel- 
fachen einer  jeden  Grösse  der  einen  Gattung  das  Ebensovielfache 
der  ihr  zugehörigen  Grösse  der  andern  Gattung  entspricht:  so  sind  diese 
zwei  Gattungen  von  Grössen  einander  (direct)  proportionirt. 

Gehören  nämlich  zu  irgend  welchen  Grössen  A^  a  einer  Gattung,  die 
Grössen  B^  h  einer  andern  Gattung  und  ist ,  so  oft  ^  ^  a  sich  zeigt ,  auch 
die  B^h\  gehört  ferner ,  indem  man  lauter  ganzzahlige  Multiplicatoren 
voraussetzt,  zu  jeglichem  /ifachen  einer  jeden  Grösse  Ä  der  ersten  Gattung 
auch  das  n  fache  der  ihr  entsprechenden  Grösse  B  der  zweiten  Gattung, 
nämlich  zur  n  A  auch  die  nB\  ^so  sind  jenen  Grössen  A  diese  Grössen  B 
(direct)  proportional,  nämlich  das  Verhältniss  A  :  a  jeder  zwei  Grössen  J,  a 
der  ersten  Gattung  ist  dem  Verhältnisse  B  :  b  der  ihnen  angehörigen  und 
ebenso  geordneten  Grössen  B^  b  der  zweiten  Gattung  gleich. 

Denn  da  der  Grösse  a  der  ersten  Gattung  die  Grösse  b  der  andern 
Gattung  angehört,  so  muss,  gemäss  der  bedungenen  Eigenschaft  der  Grössen- 
gattungen,  der  ma  die  mb  angehören,  und  weil  der  Grösse^  der  ersten 
Gattung  die  Grösse  B  der  andern  Gattung  entspricht,  so  muss  der  nÄ  die 
n  B  und  der  p  A  die  p  B  entsprechen. 

Ist  nun  in  einem  Falle  nA  =  ma^  so  muss,  weil  der  nA  die  nB  und 
der  ma  die  mb  entspricht,  und  weil  den  beiden  gleichen  Grössen  nAy  ma 
wieder  gleiche  Grössen  der  zweiten  Gattung  entsprechen,  nothwendig  nB 
=  mb  sein. 

Ist  dagegen  nA<^ma^  so  muss,  weil  der  nA  die  nB  und  der  ma  die 
mh  entspricht  und  einer  jeden  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  auch 
eine  grössere  der  zweiten  Gattung  zugehört,  auch  die  nB  ^mb  sein. 

Ist  endlich  pA^ma^  so  muss,  da  der  j9^  die  /?^  und  der  ma  die  mb 
angehört  und  jeder  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  auch  eine  grössere 
der  zweiten  Gattung  zukömmt,  auch  die  pB'^mb  sein.  So  oft  demnach 
ma  entweder  =nA  oder  einerseits  "^  nA  und  andererseits  K.  pA  ist,  wie 
hoch  auch  die  Multiplicatoren  m^n^p  gewählt  werden  mögen,  so  muss  auch 
m  b  wieder  =nB  und  dort  '^  nB  hier  aber  <C  p  B  sein ;  mithin  ist ,  zufolge 
der  aufgestellten  Erklärung  glcficher  Verhältnisse,  A:a  =  B  :  b,  und  sonach 
sind  die  Grössen  A  den  Grössen  B  (direct)  proportionirt. 

Zweites  Kennzeichen.  Wenn  bei  zwei  von  einander  abhängigen 
Gattungen  von  Grössen  zur  Summe  jeder  zwei  Grössen  der  einen  Gattung 
auch  wieder  die  Summe  der  ihnen  entsprechenden  Grössen  der  andern 
Gattung  gehört,  so  sind  diese  zwei  Gattungen  von  Grössen  einander  (direct) 
proportionirt» 

Gehören  näniUch  zu  den  bcliebigeu  Grössen  i<,  ^4',  a  einer  Gattung  die 


•    •    •    • 


«    •     •     •     • 
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Grössen  B^B\  b  einer  andern  Gattung  und  zur  Summe  A-^-  A'  jeder  zwei 
Grössen  A^  A'  der  ersten  Gattung  die  Summe  B  -^r  B'  der  ihnen  entspre- 
chenden Grössen  B  und  B'  der  zweiten  G;attung,  so  sind  diese  Grössen  A 
den  B  proportionirt ,  nämlich  allgemein  verhält  sich  A\a-=  B  \b. 

Denn  zuvörderst  ist  nach  der  gestellten  Bedingung  klar,  dass  jeder 
grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  auch  eine  grössere  der  zweiten  Gat- 
tung entspricht.    Wenn  ferner  den  beliebigen  Grössen 

A ,    A  f    A    ^    A      I    A 

der  ersten  Gattung  die  Grössen 

-B,  B\  B'\  B"\  B 

der  zweiten  Gattung  entsprechen,  so  muss  der  Summe  A-\-  A*=:ia  die 
Summe  B  '{^  B'  ^=^b  entsprechen.   Dann  muss  ebenso 

der  zweitheiligen  Summe  a  -{-  A" 

die  zweitheilige  Summe  b  '\-  B" 

oder 

der  dreitheiligen  Summe  A  -{•  A'  •\-  A"  =  a 

die  dreitheilige  Summe  J9  +  i?'  +  J9"=:6' 

entsprechen. 

Desgleichen  muss  zur  zweitheiligen  Summe  a  +  A'"  die  zweitheilige 

Summe  6'  +  B"'  oder  zu  der  viertheiligen  Summe  A -{•  A'  +  A"  +  A"'  die 

▼iertheilige  Summe  B  +  B'  +  B"  +  B"[  gehören. 

Auf  dieselbe  Weise  fortschreitend  ersieht  man  überhaupt,  dass  jeder 

beliebigvieltheiligen  Summe 

A  +  A'  +A"  +  A'"  +  A""  +  .,, 

▼on  irgend  welchen  Grössen  der   ersten   Gattung  die  ebensovieltheilige 

Summe 

J9  +  J9'  +  5"  +  B'"  +  B""  +  . . . 

simmtlicher  ihrer  entsprechenden  Grössen  der  zweiten  Gattung  angehört. 
Denkt  man  sich  die  bisher  im  Allgemeinen  als  verschieden  vorausge- 
setzten Grössen  A^  A\  A'\  A"\  A""  . .  .  der  ersten  Gattung  nunmehr  ins- 
besondere allesammt  gleich ,  so  sind  auch  die  ihnen  zukommenden  Grössen 
'^»  ^',  B'\  B"\  B*"\  .  .  .  der  zweiten  Gattung  unter  sich  gleich.     Sind 
•Weher  gleichen  Grössen  dort  wie  hier  n,  so  entspricht  der  Summe  jener  n 
^  gleichen  Grössen  auch  die  Summe  dieser  n  der  B  gleichen. Grössen, 
•'**^  ^er  n  fachen  A  auch  die  ;i  fache  B  (der  n^  die  n^);  mithin  sind  nach 
^^'^^em  Kennzeichen  diese  zwei  zusammengehörigen  Gattungen  von  Grössen 
^"**^der  proportional  und  sofort  verhält  sich  A  :  a  =^  B  :  b, 

IL  Umgekehrte  Proportionalität. 

Einziges  Kennzeichen.    Wenn  bei  zwei  zusammengehö- 
'*8^n  Gattungen    von    Grössen    !*•"■   einer    jeden    grösseren 
^'^  ase  der  einen  Gattung  gegentheilig  eine  kleinere  der  blil- 
®*xi  Gattung  entspricht,  und  wenn  1^*^  jegV\c,\i^mN  \^\^^^V^\n. 
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einer  jeden  Grösse  der  ersten  Gattung  im  Gegcntheil  der  eben- 
sovielte  TLeil  der  ihr  angehörigen  Grösse  der  zweiten  Gat- 
tung zugehört;  so  sind  diejse  zwei  Gattungen  von  Grössen  ein- 
ander  umgekehrt  proportional. 

Qehören  nämlich  zu  den  beliebig  gewählten  Grössen  A^  a  einer  Gat- 
tung die  Grössen  B^  b  einer  andern  Gattung,  so  zwar,  dass,  so  oii  A>  a 
ist,  im  Gegentheil  B  K^b  ist,  und  entspricht  jedem  beliebigen  n fachen  jed- 
weder Grösse  A  der  ersten  Gattung  der  «'*  Theil  der  ihr  angehörigen  Grösse 

B  der  zweiten  Gattung  (der  nA  die  — );  so  sind  die  Grössen^  den  Grössen 

B  umgekehrt  proportionirt,  nämlich  es  vorhalten  sich  jede  zwei  Grössen  A^a 
der  ersten  Gattung  wie  die  umgekehrt  geordneten,  ihnen  zustimmigen 
Grössen  B^  b  der  zweiten  Gattung ,  das  hi  A:  a=-b:  B. 

Denn  weil  zur  a  die  b  gehört,  so  muss,  wenn  m  eine  willkürliche  An- 
zahl vorstellt,  zur  m fachen  a  der  m^  Theil  von  6,  d.  i.  zur  ma  der  — 

m 

gehören.  Ebenso,  wenn  der  Grösse  A  der  ersten  Gattung  die  Grösse  B  der 
zweiten  Gattung  entspricht,  muss,  wenn  n^p  beliebige  Anzahlen  sind,  der 

B  B 

nA  der  —  und  der  pA  der  —  entsprechen, 
n  P 

Nun   kann   erstlich   sein  nA  =  ma]    dann    muss,    weil    zur   nA    der 

B  b 

—  und  zur  ma  der  —  gehört  und  weil  gleichen  Grössen  der  einen  Gat- 
n  m 

B         b 
tung  auch  wieder  gleiche  der  andern  zukommen ,  auch  —  =  —  sein ;  und 

sofort  ist,  wenn  man  mit  m  und  n  multiplicirt,  die  nb  =  mB, 

Andernfalls    kann    nA<C.fna    sein;    dann   muss,    weil    der   nA   der 

—  und  der  ma  der  —  zugehört  und  weil  einer  grösseren  Grösse  der  l*" 
n  m 

B        b 
Gattung  eine  kleinere  der  andern  entspricht,  —  > — ,  also  wenn  manwie- 

'^  n        m 

der  mit  mn  multiplicirt,  die  nb  ^mB  sein. 

Endlich  kann  noch  pA>ma  ausfallen;  da  muss,   weil  zur  pA  der 

-  und  zur  ma  der  —  gehört  und  weil  jeder  grösseren  Grösse  der  ersten 

TD  U 

Gattung  eine  kleinere  der  andern  Gattung  entspricht,  — <      ,  daher  wenn 

man  mit  mp  multiplicirt,  die  pb  >  mB  sein. 

So  oft  demnach  ma  =  nA  ist,  muss  auch  mB=^nb  sein,  und  so  oft 
ma  "^nA  aber  K.pÄ  ist,  muss  auch  mB  "^  nb  aber  </?6  sein. 

Mithin  gleicht  dem  Verhältnisse  A  :  a  nicht  wie  vordem  das  Verhältniss 
B  :  b^  sondern  das  umgekehrte  b  :  B ^  d.  h.  es  verhalten  sich  A  :  a^==-b  \  B. 

Prag,  2.  April  1857.  Professor  Matzka. 
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Nachwort  der  Kedaction. 

Ohne  zu  untersuchen ,  ob  die  vorigen  Seiten  sich  nicht  mit  etwas  Bes- 
serem als  mit  Herrn  Prof.  Matzka's  Einrede  füllen  Hessen,  haben  wir  doch 
dieselbe  zum  Abdrucke  gebracht,  um  damit  anzudeuten,  dass  wir  jedem 
Widerspruche  Rede  zu  stehen  gesonnen  sind.  Was  aber  die  Sache  selber 
betrifil,  so  müssen  wir  Herrn  Prof.  Matzka  vor  Allem  daran  erinnern j  dass 
von  einer  Berichtigung  (denn  der  Verf.  will  ja  unsere  Urtheile  berich- 
tigen) solange  keine  Kede  sein  kann,  als  nicht  vorher  eine  Unrichtig- 
keit nachgewiesen  worden  ist.  Und  wo  wäre  diese  zu  finden?  Wir  haben 
1)  ans  Herrn  Matzka^s  breitspuriger  Abhandlung  einen  kurzen  pracisen 
Aaszag  gegeben,  hinreichend,  um  den  Gedankengang  des  Verfassers  zu 
charakterisiren ,  2)  haben  wir  bemerkt,  das  Princip  sei  —  streng  genom- 
men —  nicht  neu  und  komme  auf  Duhamel's  Betrachtung  hinaus ;  3)  ha- 
ben wir  dem  Matzk ansehen  Beweise  den  Vortheil  der  grösseren  Einfach- 
heit zagesprochen  natürlich  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  elementare 
Aaflösang  der  Funktionalgleichung  f{x)  +  f(jf)  =  f(x  +  y)  eine  genügende 
sein  sollte,  worüber  uns  im  Augenblicke  wegen  Mangels  der  von  Herrn 
Matzka  citirten  Werke  kein  Urtheil  zustand.  Den  ersten  Punkt  lässt  Herr 
Matzka  völlig  unangefochten,  und  folglich  kanü  in  unserem  Keferate  keine 
Unrichtigkeit  stecken;  den  zweiten  Punkt  giebt  Herr  Matzka  selber  zu 
und  meint  nur,  es  liege  im  Wesen  der  Kräfte,  dass  kein  neues  Princip  mög- 
lich sei  (davon  nachher),  in  Beziehung  auf  Nr.  3  erzählt  uns  Herr  Matzka, 
▼ie  er  und  Andere  jene  Gleichung  auflösen  — ;  mit  alledem  ist  uns  aber 
keine  Unrichtigkeit  nachgewiesen,  also  hat  der  Verf.  auch  nichts  zu  be- 
richtigen. Vielmehr  zerfällt  Herrn  Matzka *8  Aufsatz  in  drei  Theile:  in 
eine  Rechtfertigung ,  in  eine  Art  von  Beschwerde ,  und  in  einen  Zusatz  zur 
angezeigten  Abhandlung. 

Der  Verf.  glaubt  aus  dem  Wesen  der  Kräfte  schliessen  zu  können, 

d^s  ein  neues  Princip  nicht  möglich  sei  — ;  wir  wollen  Herrn  Matzka 

nicht  mit  der  Frage  inkommodiren ,  ob  er  vom  Wesen  der  Kräfte  mehr  als 

^r  weiss  (wir  wissen  nämlich  gar  nichts  davon) ,  wir  wollen  ihm  nur  die 

anfache  Thatsache  entgegenhalten,  dass  verschiedene  Schriftsteller  völlig 

verschiedene  Principien  zum  Beweise  des  Kräfteparallelogrammes  benutzt 

haben.    Poisson  z.  B.  behält  den  Angriffspunkt  der  Kräfte  unverändert 

*^ei  Und  nimmt  andere  Kräfte  zu  Hülfe;  Duhamel  dagegen  führt  keine 

^^^^n  Kräfte  ein,  verlegt  aber  die  ursprünglichen  Kräfte  nach  anderen  An- 

^'Jffaptinkten.    Diess  sind  doch  wohl  verschiedene  Principe,  warum  sollte 

*•  *iicht  noch  andere  geben?    Wenn  aber  Jemand  einen  „neuen**  Beweis 

jenes  Satzes  ankündigt,  so  wird  man  gerade  nach  dem  Principe  zuerst  fra- 

5®^  Und  es  ist  Pflicht  eines  ordentlichen  Referenten,  das  Publikum  hierüber 

•«»^Äuklären. 

Der  Verf.  bebt  zweitens  liervor,  dass  et  das  PaTa\\^\e.oo\^vcv^^.^xv%i^VK^ 
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angewandt  habe  und  desswegen  von  Herrn  Verdam  belobt  worden  sei. 
Es  war  freilich  eine  grosse  Unterlassungssünde  von  unserer  Seite,  dass  wir 
diesen  „neuen  und  wesentlichen"  Behelf  nicht  erwähnt  haben..  Wer  aber 
unsere  Darstellung  des  Matzk ansehen  Beweises  liesst,  wird  schwerlich 
das  Coordinatensystem  vermissen,  unser  Referat  liefert  sogar  den  thatsäch- 
liehen  Beweis,  dass  das  Coordinatensystem  ein  ganz  überflüssiges  Beiwerk 
ist.  Der  Herr  Verf.  verdirbt  sich  damit  die  eigene  Sache  und  es  ist  ein 
wunderlicher  Widerspruch ,  wenn  er  einerseits  so  viel  Gewicht  auf  die  Ein- 
fachheit des  Beweises  legt  und  doch  andererseits  das  Coordinatensjstem 
nicht  beiseite  lassen  will,  wodurch  gerade  erst  die  höchste  Einfachheit  er- 
reicht wird.  Dieser  Widerspruch  fiel  uns  schon  in  der  Abhandlung  auf  und 
bewog  uns ,  im  Referate  von  dem  Coordinatensjsteme  zu  schweigen ;  diess 
scheint  Herr  Matzka  sehr  Übel  vermerkt  zu  haben,  wir  dagegen  sind  im- 
pertinent genug,  zu  glaubeilj  dass  unsere  Darstellung  einfacher  und  lesbarer 
als  das  Original  ist. 

Was  endlich  drittens  den  Zusatz  zur  Abhandlung  (die  Lehre  von  der 
Proportionalität)  betrifft ,  so  "können  wir  nur  dem  Verfasser  Recht  geben, 
wenn  er  ihn  selber  für  „genügend  umständlich"  erklärt;  weitere  Urtheile 
überlassen  wir  den  Lesern  unserer  Zeitschrift. 

Nach  diesen  Bemerkungen  können  wir  in  Herrn  Matzka* s  Antikritik 
nur  den  Ausbruch  einer  gewissen  Empfindlichkeit  erkennen,  die  sich  bei 
manchen  im  Staatsdienst  stehenden  Gelehrten  Oesterreichs  vorfindet  und  aus 
dem  Wechsel  der  Zustände  leicht  erklärlich  ist.  So  lange  die  Censur  exi- 
stirte,  erlaubte  sie  kein  tadelndes  Wort  gegen  einen  k.  k.  Beamten;  das 
war  sogar  consequent,  denn  wenn  die  hohe  Regierung  durch  Anstellung 
eines  Individuums  dessen  Tüchtigkeit  faktisch  anerkannt  hatte,  so  durfte  der 
beschränkte  Unterthanenverstand  sich  nicht  anmaassen,  ein  abweichendes 
Urtheil  fällen  zu  wollen.  Die  neuere  und  in  der.  That  glorreiche  Zeit  des 
verjüngten  Oesterreich  hat  wohl  jene  Verhältnisse ,  nicht  aber  die  Men- 
schen geändert.  Eingelullt  in  die  langjährige  süsse  Gewohnheit,  sich  im- 
mer nur  gepriesen  zu  hören,  werden  die  älteren  Herren  gleich  sehr  unwirsch 
wenn  so  ein  infamer  Recensent  —  bei  aller  Anerkennung  des  Gu- 
ten —  nicht  mit  vollen  Backen  in  die  Posaune  des  Lobes  stossen  will ;  hinc 
illae  lacrymael  Uns  NichtÖsterreichern,  die  wir  im  literarischen  Kampfe 
aufgewachsen  sind,  geht  es  gerade  umgekehrt;  bei  uns  beschränkt  sich 
die  Reizbarkeit  auf  die  Jugendjahre,  später  wird  das  Nervensystem  weniger 
empfindlich,  das  Fell  dicker-,  und  man  tröstet  sich  in  humoristischer  Ruhe 
mit  dem  bekannten  hahent  sua  fata  libelli,  — 


X. 


lieber  die  Reihen ,  welche  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln 
der  algebraischen  Oleichnngen  mit  einer  oder  mehreren  Un- 
bekannten gebend). 

Von  Francesco  Brioschi, 

Professor  an  der  Universität  Pavia. 


I. 

Einige  Eigenschaften  der  quadratischen  Formen. 
I.  Es  sei 

eine  quadratische  Form  mit  n  Unbestimmten  Mj  ,  Uf,  . . .  Un ;  transformirt  man 
dieselbe  mittelst  der  linearen  Substitution 

indöm  man  setzt 
und  femer 

80  erhält  man  die  neue  Form 

4)  f=E^p^Vr\ 

wo  die  Bechtecke  verschwunden  sind.    Durch  die  lineare  Substitution 
wird  auf  ähnliche  Weise  die  Form  f  in  die  folgende  umgewandelt 

6)  ■        f=ZrqrWr^ 

indem  man  setzt 

Bezeichnet  man  durch  A  und  C  die  Determinanten 

n        *)  Atiß  den  Notcoelles  Annates  de  MathHnatiques  von  Terqnem  und  Gerono. 
J*®*^  T  e  r  qa  em  bemerkt  sehr  richtig  zu  dem  obigen  Aufsatze :  Notis  engageons  le  lecteitr 
^J^  prendre  qu'une  forme  quadraiique  ä  irois  variables  Ui,  itt,  iis»  et  il  verra  gue  dans  cet 
'^^rable  Memoire  tout  devient  d'une  fadliU  intuUive. 

^tiuehrifl  f.  Mathematik  a.  Physik.  II.  \^ 
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dA       dC 
und  durch  Or  M%Yr  t  die  Ausdrücke  — , ,  so  geben  die  Gleichnn 

1)  reciprok  v  in  u^ 

AVr  =  «l,r  «1  +  a2,rWt  +  •  •  •+  «n.rW«, 

und  indem  man  für  t^i ,  m,}  •  • .  t/n  die  Werthe  5)  substituirt,  hat  man 
wo 

A*,r  =  «1,*  Cl,r  +  «2,*  ^2,r  +  «-«+  ««.»^^n,  r- 

Wenn  man  mittelst  der  linearen  Substitution  7)  die  Gleichung  4)  tri 
formirt,  so  giebt  die  Vergleichung  dieses  Besultates  mit  der  Form  6) 
Gleichungen 

gN  f  Pi  A|,r*  +  P2  A2,r'  +  •  •  •  +  />n  ^r*  =  <7r  ^% 

\  Pi  A|,rA|,,  +P<lkl,rh,»  +««-  +  Pn  A«,r^,#  =  0. 

Setzt  man  auf  dieselbe  Weise 
so  erhält  man  die  Gleichungen 

9^  f  Qi  f^i.r*  +  qt  f*2,r*  +...+  qny^n.r^—pr  C\ 

2.  Es  seien  aj ,  a(  . . . .  «r  >  '*  unbestimmte  Grössen ,  so  bezeichne 
durch  L  die  Determinante 

«1  *m  *iii  •  •  •  •  ^—1,1 
^i  *m  ^t»  t  •  •  •  •  Ar— ^^2 


«r^i,  r  Aa^r  •  •  •  •  Ar— I,  r 

und  durch  Lg  den  Ausdruck 

rfZ.              dL  dL 

A*,i-T— -  +  A,  2 h  ...  +  A,,r  ;^ 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  8) 

so  erhält  man  r  Gleichungen,  welche  respective  mit 

dL       dL  dL 

dai^    düf^         dar 
multiplicirt ,  das  Besultat  geben 


dL 


PrAr,l  ^r  +  Pr+l  Ar-f  1,1  Zr+|  +  •  •  •  +  P«  A«,  i  Z„  =  ^r,  -- — A*, 

Von  denselben  Gleichungen  8)  leitet  man  auf  ähnliche  Weise  die  folg 
den  ab 

1  r       I*  1  dL 

Prlr,%  ^r  +  Pr+lArlf  |,2^r+I  +  •  •  -  +  Pn  ^n,2^n  =  9iT- A\ 


ii  T 
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und  wenn  man  diese  Gleichungen  respective  mit 

dL^      dL^  dL 

dof^     der,'  * '  'dar 
multiplicirt  nnd  alsdann  addirt,  so  erhält  man 

10)  Pr  Lr*  +  Pr^i  X^+,»  +   .  .  .  +  p,  Z„« 

Bezeichnet  man  durch  M  die  Determinante 

«1  Min  f*fM ^r-»,| 

«2  Ml»t  ^S>S Mr-.8,2 

«r— lfA|,r-|^2,r— 2--f»r— 2,r-l 

und  durch  M,  den  Ausdruck 

dM   ^  dM  ^         ^  dM 

so  leitet  man  auf  analoge  Weise  aus  den  Gleichungen  9)  die  Gleicbnng  ab 

1 1)  qr-l  Mr-x*  +qrM*+...-\-qn  M,* 

3.  Nehmen  wir  clie  Coefficienten  ür^s^Cr^g  und  die  a  als  reelle  Grössen 

*»,  80  müssen  auch  Z,,  ^5,3 — >    -j —  reell  sein;  folglich  werden  die  Vor- 

dtXs      dog 

seichen  der  einzelnen  Glieder  der  Gleichungen  iO)  und  11)  nur  von  den 
^orxeichen  der  Coefficienten  Pi ,  Pt . .  •,  ^1  ?  9t  •  •  •  abhängen.  Ich  nehme  pi, 
Pti  •.  .pr^i  alle  als  negativ  und  die  andern  Coefficienten  pry  jPr+i,  •  •  •P« 
^0  ab  positiv  an.  Die  Gleichung  10)  zeigt,  dass  die  r  Coeflficienten  9,, 
9f'.qr  nicht  alle  negativ  sein  können ,  und  weil  diese  Coefficienten  r  be- 
liebige ans  den  n  Coefficienten  ^i,  <7ti  •  •  •  9»  sind,  so  folgt  daraus,  dass  von 
diesen  n  Coefficienten  keine  grössere  Anzahl  als  r  —  I  negativ  sein  kann. 
NüQ  zeigt  die  Gleichung  11),  dass  die  Coefficienten  ^r— 1,  ^n  •  •  »qn  nicht 
*Ue  positiv  sein  dürfen,  weil  Pi,  Pty  ...  Pr— 1  negativ  sind ;  aber  diese  Coef- 
ficienten  sind  n  —  r  +  2  beliebige  aus  den  n  Grössen  S'i  9  ^s  1  •  •  •  ff»  9  ^I^bo 
^ff  die  Ai\zahl  der  positiven  unter  diesen  Coefficienten  nicht  grösser  sein 
als  n  —  r  +  1 ,  oder  die  Anzahl  der  negativen  darf  nicht  kleiner  sein  als 
'*  —  1.  Also  kann  die  Anzahl  der  negativen  Grössen  unter  ffi  1  fft )  •  •  •  ff« 
^eder  erösser  noch  kleiner  sein  als  r  —  1 ,  also  ist  sie  gleich  r  —  1 ,  d.h. 
gleich  der  Anzahl  der  negativen  unter  den  n  Coefficienten  Pi ,  Pt  >  . . .  Pw 
^mit  hat  man  den  folgenden 

Lehrsatz  I.  Wenn  man  eine  quadratische  Form  mittelst  einer  linea- 
"^  Substitution  mit  reellen  Coefficienten  in  eine  andet«>  ttÄXi^^cirssvYEN.^^^^^ 
'*'"'  die  Quadrate' der  Veränderlichen  entliMt)  so  tütoä  4\^  k\vMi>D\  ^%t  ^^^v 
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tiven  und  negativen  Glieder  der  Transformirten  constant  sein,  welche  Sub- 
stitution man  auch  angewandt  haben  möge. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  ist  von  Herrn 
Sylvester  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  der  Trägheit  quadratischer  For- 
men ausgesprochen  worden. 

4.   Setzt  man 


m 


r.  s 


und 


m 


r,s 


d.Ar,, 
80  transformirt  man  die  quadratische  Form  f  in  folgende 


^r-l 


mittelst  der  linearen  Substitution 


=  »»2)t  "i  +  •  •  •  +  ^a,ii**n 


t»i  ^t 


^n^n^n 


f^n^n^n 


wenn  die  u  als  Funktionen  von  v  ausgedrückt  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Coefficienten  Ar^,  der  Form  f  reell  seien, 
so  wird  man  als  Zusatz  zum  Lehrsatz  I.  finden,  dass  die  Anzahl  der  posi- 
tiven und  negativen  Glieder  in  irgend  einer  Transformirten  der  Form  / 
(welche  nur  die  Quadrate  der  Veränderlichen  enthalten  darf  und  mittelst 
einer  linearen  Substitution  mit  reellen  Coefficienten  erhalten  worden  ist] 
gleich  ist  der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  der  Reihe 

d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenfolgen  und  Zeichonwechsel  in  der  Reihe 

12)  z/o  >  ^1 ,  -^8  .  . .  .  ^n« 

Nun  ist  aber 

also  hat  man  folgenden 

Lehrsatz  11.    Die  Anzahl  der  Zeichenfolgen  und  Zeichen  Wechsel  in 
der  Reihe  12)  ist  gleich  der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  in 
einer  beliöhigen  Transformirten  der  Form  /*,   welche  man  unter  den  Be- 
diDgangen  des  Lehrsatzes  I.  erhalten  \iÄt, 
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5.  Eine  andere  merkwürdige  Transformation  der  quadratischen  Form 
f  ist  diejenige  mittelst  einer  orthogonalen  Substitution ,  d.  h.  einer  linearen 
Substitution 

WO  die  Coefficienten  folgende  Gleichungen  verificiren  müssen 

«r,l*  +  flr,2*  +  .  •  •  +  ör,n*  =  1 
ör,l  fl*,l   +  «r^a«*,»  +  .  •  .  +  <»r,ii  a*,a  =,0. 

Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man  ab 

-4  =  1,    a,^^  =  «,^^; 

aber  die  Gleichungen  3)  geben  im  Allgemeinen  . 

folglich  giebt  in  diesem  besonderen  Falle  die  Gleichung  2) 

Die  Coefficienten  ^1 ,  Pt  etc.,  der  Transformirten 

sind  also ,  wie  bekannt ,  die  n  Wurzeln  von 

■^1)1  —  Ö  -^t»  1 -^B,  I 


13) 


=0, 


oder 

e-_^,e«->  +  ^e«-«-...  +  (-i)— >>i„^,e+(— i)"^„=o; 

^Xi  A^y , . .  Ä^  sind  Funktionen  von  A^^ ,  i^j,,,  etc. 

Nun  sind  aber  alle  Wurzeln  dieser  Gleichungen  reell,  wie  Cauchy, 
Ji^cobi,  Borchardt,  Sylvester  u.  A.  bewiesen  haben;  folglich  muss 
die  Anzahl  der  positiven  Coefficienten  in  der  obigen  Transformirten  gleich 
>®iQ  der  Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 

14)  1  ,   ^j ,   u4t ,  .  .  •  ^n, 

und  die  Anzahl  der  negativen  CoeMcienten  gleich  der  Anzahl  der  Zeichen - 
Wechsel  in  der  nämlichen  Beihe. 

Die  beiden  Reihen  12)  und  14)  geben  also  für  den  Lehrsatz  I.  dieselbe 
Anzahl  von  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechseln. 

II. 

Von  den  algebraischen  Gleichungen  mit  einer 

Unbekannten. 

1.  Seien  x^^  Xi^  . . .  o:«  die  Wurzeln  einer  Gleichung 

♦i(«),  ^,(a:),  .  . .  i(/»(ar),  /t  ganze  rationale  Funktionen  von  x\  »(o:),  B{x) 
*wei  Polynome,  welche  gleiche  Zeichen  für  alle  reellen  Wurzeln  de« 
"leichung  haben,  und  a  eine  ganze,  ungerade,  ]goB\\.Vv^  oölw  Ti^^«^Iv?^TiS^« 


und 
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Ich  werde  zuerst  beweisen,  dass  die  quadratische  Form  in  u 

oder,  wenn  man  setzt 

Ü}(x  ^ 

die  quadratische  Form 

reelle  Coefficienten  hat.    In  der  That,  nehmen  wir  an,  die  Wurzeln  x^ ,  x^ 
seien  zusammengehörige  imaginftre,  und  es  sei  femer 

(ar  —  x^Y  ©(iTi)  ^rix^)  ^s{Xi)  =  o  +  iß 
6(a:,)  =  /  +  im, 
so  haben  wir 

(x  —  a:,) «  öj  (a:,)  1/;^  (x^)  ^f,  (^j)  =  a  —  iß 
e(x^)  =  l  —  im,  (•=/^^) 

demnach  fallen  die  Coefficienten  der  Form  f  für  alle  Werthe  der  Wurzeln. 
OTi ,  a:, ,  . .  .  a*„  reell  aus ;  somit  lässt  sich  auf  diese  Form  der  Lehrsatz  II. 
anwenden. 

2.   Dieses  vorausgesetzt,  bemerke  ich,  dass  wenn  man  die  Wurzeln 
a^i ,  Xf  als  zusammengehörige  imaginäre  annimmt  und  setzt 

(x  —  x,Ytß{x^)  =  k  +  iii,    e(x,)  =  l  +  im, 
Wl  '^i  (^i)  +  w«  *i(^i)  +  ....  +  w„  ilfni^,)  =  P+  iQy 
man  erhält 

(ar  — a:,)«a(a:,)  =  A  — 1>,    e(.r,)  =  /  — im, 
«1  i/'i  (^«)  +  w.  ^t{xt)  +  .  . .  +  M«  i/;„(a:,)  =  P  —  iß, 

wo  P  und  0  lineare  Funktionen  von  Wj ,  w, ,  .  .  .  m«  sind.  Snbstituirt  man 
diese  Werthe  in  /*,  so  wird 

^==«(/'  +  m')  K'»f+gg)'-(«'+/y)gM 

WO 

/A  +  mfi  =  a,     mX  —  /^  =  /3; 

und  allgemein,  wenn  man  a:,,  a^r+i;  a:,,  XrJ^i\  . . .  arr,  ar^r  als  '*  Paare  ima- 
ginärer Wurzeln,  und 

^Ir-fl »^n 
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als  reell  annimmt,  so  stellt  sich  f  unter  die  Form 

+  i«  (x — «^) « 2)^  I ««,  tj»,  (x«) + . . . + ««V»  (««)  1». 

Transformirt  man  diese  quadratische  Form  mittelst  der  linearen  Substitu- 
tion mit  reellen  Coefficienten 

(«  =  1,2,  .  .  .  .r;   m=2r  +  1,  .  .  .  .n) 
80  erhftlt  man 

und  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Glieder  in  dieser  Transformir- 
ten  muss  in  Folge  der  beiden  Lehrsätze  des  ersten  Theiles  gleich  sein  der 
Anzahl  der  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  12),  und  umge- 
kehrt.  Dieses  wird  für  beliebige  reelle  Werthe  der  Veränderlichen  x  statt- 
finden.  Die  ^  sind  Funktionen  von  Ar^,  und  somit  jetzt  Funktionen  von  x. 
Nun  ist  für  einen  reellen  bestimmten  Wejth  h  von  x  die  Anzahl  der 
•positiven  Glieder  der  Transformirten  15)  offenbar  gleich  r  (der  Anzahl  der 
Paare  imaginärer  Wurzeln)  plus  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  arjr+i,  •• 
•  •  •  .r« ,  welche  kleinere  Werthe  haben  als  h ;  und  die  Anzahl  der  negativen 
Glieder  in  derselben  Transformirten  ist  gleich  r  plus  der  Anzahl  der  reel- 
len Wurzeln ,  die  grössere  Werthe  haben  als  h.     So  gelangt  man  zu  dem 
folgenden 

Lehrsatz  IIL   Für  eiYien  reellen  Werth  h  von  x  stellt  die  Anzahl 
<^er  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 

1  >  -^1»  -^t»  •  •  •  -^11 
^'ö  Anzahl  der  Paare  imaginärer  Wurzeln  der  Gleichung  9>  (a;)  ==  0  dar, 
vermehrt  um  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  die  kleiner  als  h  sind.   Durch 
^'®  Anzahl  der  Zeichenwechsel  wird  die  Anzahl  der  Paare  imaginärer  T^r- 
'^lo  nebst  der  Anzahl  reeller  Wurzeln,  die  grösser  als  h  sind,  ausgedrückt. 

In  diesem  Lehrsatze  sind  zwei  analoge  Theoreme  der  Herren  Sjlve- 
*  ^ö  «•  und  H e  r  m i  t  e  mit  einbegriffen. 

Zusatz  L   Setzt  man  in  der  Reihe  12)  nach  einander 

^  ^Bt  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  entsprechenden  Zeichen - 
^•ebael  gleich  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (x)  =^  0, 
^^Iche  iwiBchen  k  und  k  enthalten  sind. 
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Zusatz  n.  Die  Gleichung  (p  (a:)  =  0  hat  eben  so  viele  Paare  imagi- 
närer Wurzeln  als  es  in  der  Keihe  der  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen 
der  Veränderlichen  Zeichenwechsel  giebt. 

Erinnert  m^  sich  dessen,  was  im  ersten  Theil  Nr.  5.  bewiesen  wurde, 
so  sieht  man  leicht,  dass  die  im  obigen  Lehrsatz  und  seinen  Zusätzen  ge« 
zeigten  Eigenschaften  auch  für  die  Reihe 

gelten,  welche  aus  Funktionen  von  x  besteht.     {Comptes  rendus,  26.  Juni 
1855,  Sur  le  denombremeni  des  racines  eic.  par  M.  Cauchy,) 

Man  sieht  also ,  dass  es  eine  unendliche  Menge  von  Funktionen  giebt, 
welche  die  Eigenschaften  der  Stürmischen  besitzen,  und  dass  man  die- 
selben durch  ziemlich  einfache  Mittel  erhalten  kann. ' 

3.  Wir  halten  es  fUr  nützlich,  einige  Anwendungen  hinzuzufügen. 
a)  Nimmt  man  an 

i/;r(a:)  =  a;'— »,   S{x)  =  q>'{x),    a=  +  l, 

so  hat  man 

(d(xm) 


•«r,#  Äi  («^        ^m)  — TT 7  ^m'^ 


oder  wenn  man  setzt 


so  erhält  man 
und 


^i  —  ^w» TT T—  y 


Sq  X ;S>|        S|  X Sf  ,  ,  »  .  Sr  —  \X  —  Sr 

kSi^X S,       S^X S,  . SrX  —  5rJ-| 

5r— liC— Sr  SrX Sr^l  .  f  Slr-2^~  ^^r^l 

oder  durch  eine  bekannte  Transformation 


Jr  = 


!jQ       0|  ,  ,  ,  ,  Sf 
iSr I  Oy  ....  S^r 1 


1 


w       .    .    •    .   iJC 


Diese  Funktionen  Jr  sind,  mit  Ausnahme  eines  constanten  Faktors,  die 

Nenner   der   Näherungen  die   man   erhält,    wenn   man  den  Bruch  ^      ■ 

als  Kettenbruch  entwickelt,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  to{x)  von  einem 
niedrigeren  Grade  ist  als  n.    Ich  habe  diese  Eigenschaft  in  einer  Note :  In- 
tomo  ad  alcuni  punti  d'algebra  supenore  (Annalen  von  Tortolini,  August  1854) 
d/rect  bewiesen;  man  kann  sich  aber  leicht  a  posteriori  davon  überzeugen. 
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Nimmt  man  a  ==-  —  1  an  und 


80  hat  man 


^r  = 


Jq  «/i     .    .    •    .   Jf  _  ] 

•/ 1  •'f    •     •    •     •    a/^ 


und  diese  Funktionen  Jr  sind,  mit  Ausnahme  eines  constanten  Faktors,  die 
Verhältnisse  der  Reste ,  die  man  erhält  wenn  man  tp  {x)  durch  cd  {x)  divi- 
dirt,  zu  der  Funktion  (p(x).  Ich  habe  dies  in  der  oben  angeführten  Note 
hewiesen  und  gezeigt,  auf  welche  Art  man  diese  Nenner  und  diese  Reste 
als  Funktionen  der  Coefficienten  der  Polynome  q>{x)  und  a)(x)  bilden  kann. 
Nimmt  man  o> {x)  =  (p' {x) ,  so  erhält  man  die  Resultate ,  welche  Syl- 
vester, Cayley,  Borchardt  gefunden  haben.  (Nouvelles  Annales,  1864, 
tome  XIll,  p,  71).   In  diesem  Fall  hat  man 

dn  =  q>{x). 

b)  Man  kann  sogleich  die  Ausdrücke  ^^  durch  eine  geeignete  Dispo- 
sition der  Funktionen  ^r(^)  erhalten.  Ich  beschränke  mich  auf  den 
Fall,  wo 

a(^x)  =  S{x)  und  a=l. 

Man  setze 


und 


mittelst  der  bekannten  Relationen  zwischen  den  Summen  der  Potenzen  der 
Wurzeln  und  den  Coefficienten  einer  Gleichung  erhält  man  leicht 

{{s  —  r  +  2)  a,ar-3+  (5 -  r  +  4)  a,^i «^-3  + .. .1 
+  {s+  r— 4)  a,+r-3öi  +  (*  +  r-2)  0,4.^-2  «o      J 
—  ^r,#  =  («  — r+l)ar_ia,  +  (5-r  +  3)ar-2a,4.i+... 

+  («+r— l)aoö*+r-ii 
und  ferner 


^r  = 


c)  Nimmt  man 

,•  ö(a:)  =  l, 

w  ut  ©(a:)  eine  Funktion,  deren  Werth  für  jeden  reellen  Werth  der  Ver- 
^'»derlichen  positiv  istj  setzt  man  ferner 
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a—\,  t<;r(a:)_ar'— » 

und 

• 

Si  —  i:^xj<o{x^) 

so  hat  man 

^r  = 


Oq  0|     •     •     •    •    iSf 

0|        Oh  ...  .  Sr^\ 


dy-_  I  Sr  •  •  •  •  S^r 

I  iJU     •    •    •    •    X 


ein  Resultat,  welches  Herr  Joachimsthal  gefunden  hat.     (Ueber  den 
Stürmischen  Satz,  Crelle*s  Journal,  Bd.  XL VIII,  p.  402.) 

III. 

Von  den  algebraischen  Gleichungen  mit  zwei 

Unbekannten. 

1.   Seien 

9(^>y)=0,    A(a:,y)==0 

zwei  algebraische  Gleichungen  von  den  Graden  u  und  v ,  und  X| ,  ^i ,  x^^ 
t/ti  '  "Hi^nj  ym  die  n^=uv  Systeme  von  Simultanwurzeln  derselben  Gleich; 
ungen.  Bezeichnet  man  mit  at  {Xy  y) ,  S  (or,  y)  zwei  Polynome ,  welche  ftlr 
alle  reellen  Werthe  der  Veränderlichen  einerlei  Zeichen  haben ,  mit  femer 
t/;i  (x,  y)y  t^,  (x,  ^),  . . .  '^n  {p^i  y)  ^  ganze  rationale  Funktionen,  und  mit  a ,  c 
zwei  ungerade  positive  oder  negative  Zahlen,  so  hat  die  quadratische  Form 

in  welcher 

1  ^  \Xm »  ym) 

X  i^r  (^« ,  ym)  t/;,  (x^ ,  ym) , 
reelle  Coefficienten ,  was  bewiesen  wird,  wie  oben. 

Geht  man  zu  Werke  wie  im  zweiten  Theil  und  nimmt  ar,,  yj ,  ^r+i  >  yr+h 
^ti  ytt  ^r+a.  yr4-2>  •  •  •  •  ^r^  yrt  oC'irt  y2r  oXb  r  Paare  imaginärer  Wurzeln, 
die  andern  Wurzeln  aber  als  reell  an,  so  kann  man  f  auf  die  Form 
bringen 

X  i^i  *i  iS^m.ym)  +  .  .  .  w« t/;„ (or«, ,  y,^) }' 

wo  /*,,  Qs  die  linearen  Funktionen  von  m,  ,  w,  etcrjinit  reellen  Coefficienten 
sind.  Man  wird  also  mittelst  einer  linearen  Substitution  mit  reellen  Coeffi- 
cionten  diese  Form  f  in  die  folgende  umwandeln 
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Nun  ist  für  ein  bestimmtes  System  reeller  Werthe  A ,  Ar ,  von  x  und  .v 
die  Anzahl  der  positiven  Glieder  in  dieser  Transformirten  gleich  r  (der  An- 
zahl der  Paare  imaginärer  Simultanlösungen)  plus  der  Anzahl  reeller  Si- 
mnltanlösungen ,  für  welche  das  Produkt  (Ä  —  Xn^  (Ar  —  y«,)  positiv  ist;  und 
die  Anzahl  der  negativen  Glieder  ist  gleich  r ,  vermehrt  um  die  Anzahl  der 
reellen  Simultanlösungen,  für  welche  (h  —  o:«,)  (k  —  ^m)  negativ  ist. 

Somit  hat  man  den  folgenden 

Lehrsatz  IV.  Für  ein  System  reeller  Werthe  h  und  k  von  x  und  y 
stellt  die  Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 

1,  ^1,  z/,,  . . .  z/n 

die  Anzahl  der  Paare  imaginärer  Simultanlösungen  der  Gleichungen 

9(^»y)=0,    A(a:,y)  =  0 

vor,  vermehrt  um  die  Anzahl  der  reellen  Lösungen  die  zugleich  grösser 
oder  kleiner  sind  als  h^k\  und  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  stellt  die 
Ansahl  der  Paare  imaginärer  Simultanlösungen  dar,  vermehrt  um  die  An- 
zahl der  reellen  Lösungen,  von  denen  die  eine  grösser,  die  andere  kleiner 
ist  als  A ,  Ar ,  oder  umgekehrt. 

Man  muss  sich  immer  erinnern,  dass  die  d  Funktionen  von  ^r,«»  so- 
mit auch  von  or,  y  sind. 

Zusatz.  Setzt  nlan  in  der  obigen  Reihe 

ar  =  Ä,    y=^ky 

(Ät>Ä,  k,>k) 

o&d  bezeichnet  man  durch  (A,  Ar)  die  Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  Reihe, 
80  findet  man  dass 

p  =  4  {(Ä,.Ar)  +  (Ä» ,  ArO  -  (Ä,  Ar,)  —  (Ät,  Ar)} 

gleich  der  Anzahl  der  reellen  Simultanlösungen,  welche  zugleich  grösser 
^  A,  k  und  kleiner  als  h^ ,  Ar,  sind.  Denn  setzt  man  in  der  Transformirten 
^^)  A*,  k  statt  or ,  ^ ,  so  hat  man 

(Ä,Af)  =  r  +  n  — 2r, 
analog 

(Ä, ,  Ar,)  =  w  —  r,  (Ä,  Ar,)  =  r,  (Ä,  Ar)  =  r, 
^nd  folglich 

p  =  n  —  2  r, 

^^  die  Anzahl  der  reellen  Simultanlösungen  ist. 

Man  hat  also  auch  für  den  Fall  zweier  algebraischen  Gleichungen  eine 
nnendliche  Menge  von  Funktionen,  welche  die  Eigenschaften  der  Sturm- 
•«ben  haben.    Diese  wichtige  Entdeckung  verdankt  mwi'Ä^Txxi^^^^^.^.^ 


t 
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2.   Anwendungen.    Nimmt  man 

a==  1 ,  c=  1 


und 


^i.f  =  'Sii 


Xm-^^^ymOiix^.ym) 


80  hat  man 

wo  ß  =  r  +  s.  Die  Ausdrücke  5,-,^-  können  als  Funktion  der  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichungen  durch  die  von  J  a  c  o  b  i  in  seiner  Abhandlung 
Theoremaia  nova  algebraica  etc.  (Grelle 's  Journal  Bd.  XIV.)  angegebene 
Methode  bestimmt  werden. 

Nimmt  man 

so  hat  man 

Sij  =  £^xJ-*yJ, 

und  diese  Ausdrücke  können  nach  der  Methode  von  Poisson  berechnet 
ii^rden  {Serrely  Algebre  super  teure  y  p.  103). 

Setzt  man  endlich 

a  =  r+l 
und 

5.  =  y,'  +  y,'+  ...  +  y«' 

^rf  =  ^iyi'  +  ar,y,' + . . .  +  Xnyn^ 

80  hat  man 

^r,i  =  y{xSß^%  —  Tß^i)  —  (xSß^x—  Tfi.x) 

mithin 

xS^—r-T^    xSi  —  T,  .  . . .  xSf  —  Tf. 

X Sf  —  T'i     xSf  —  r,  . . .  xSf^i  —  ^r-f-1 


Jr  = 


xSf-l  —  TV— I  xSf  —  Tf. ..  .xSir—l  — ^2r— I 

I  1  y      y*" 

Diese  letzteren  Funktionen  sind  schon  von  Herrn  Her  mite  in  einem  be- 
sonderen Falle  betrachtet  worden. 

Es  ist  angensclieinlich ,  dass  man  durch  die  in  diesem  Abschnitt  auge- 
wandte Methode  analoge  Sätze  finden  kann ,  die  sich  auf  drei  Gleichungen 
mit  drei  Unbekannten  beziehen,  etc. 
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IV. 

Anwendung  der  im  ersten  Abschnitt  gezeigten 

Eigenschaften. 

Es  sei 


q>{x)  = 


=  0. 


Es  ist  bekannt  dass,  wenn  man  Ar,s  ^=^  ^s,r  annimmt,  diese  Gleichung 
Dar  reelle  Wurzeln  hat,  und  Herr  Her  mite  hat  neulich  bemerkt,  dass  diese 
Eigenschaft  auch  stattfindet,  wenn  die  Grössen  Ar^g  imaginär,  Ar,s  und  Ag  r 
xasammengehörig  und  die  Ar,r  i^^ell  sind.    Setzt  man 

a:  =  Ä,  a:  =  Ar, 

80  wird  in  der  Beihe 

q>{x),  (p'{x),  fp"{x),  . . .  g)(")(a:) 

der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  entsprechenden  Zeichenwechsel 
gleiclfter  Anzahl  der  zwischen  h  und  k  enthaltenen  Wurzeln  der  Gleichung 
^(x)z=zO  sein.  Setzt  man  nun  in  der  Determinante  13)  Ar^r  — ^  für  Ar  r, 
80  sieht  man  leicht,  dass  man,  mit  Ausnahme  eines  Faktors,  haben  wird 

9,'(ar)  =  (-1)— U,.i,  9(a:)  =  (~  I)"^, 

nnd  der  Unterschied  zwischen  der  den  Wurzeln  o:  =  ä,  x  =  k  entsprechen- 
den Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 

i«t  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung  q>{x)  =  0,  welche  zwi- 
schen h  und  k  enthalten  sind. 
Setzt  man  aber 


^«  = 


Air 


^tti 


Af^f        ^ 


w  giebt  die  Reihe 

dieselbe  Anzahl  von  Zeichenfolgen,  wie  die  obige  Reihe.  Man  hat  also  fol- 
genden 

Lehrsatz  V.  Der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  Zeichenfol- 
gen in  der  letzteren  Reihe,  welche  den  Wurzeln  a:  =  Ä,  x  =  k  entsprechen, 
giebt  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung  xp{x)  =  Oy  welche  zwischen  h 
^d  k  enthalten  sind.  {Comples  rendus ,  6.  Aug.  1855 ,  Rcmarquc  sur  un  Xhl^- 
^^e  de  M.  Cauchy  par  M.  Hermiie). 
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Man  sieht,  dass  diese  letztere  Reihe  viel  einfacher  ist  als  die  erstere, 
welche  durch  den  Badan-Fourier* dchen  Satz  gegeben  ist. 

Die  Abhandlungen  der  Herren  Her  mite  und  Sylvester,  die  ich 
öfters  angeführt  habe,  sind  folgende :  Sur  textension  du  theoreme  de  M.  Sturm 
ä  un  sysUme  (Cequations  simultane'es  (ßomples  rendus,  1852,  3*  semesire,  p.  52). 
—  Remarque  sur  le  theoreme  de  M.  Sturm  (ßomptes  rendus  y  1853,  I  •'  semestre, 
p,  294).  —  On  a  theory  of  the  syzigetic  relations  of  two  rational  integral  functions 
etc.  {Philosophical  Transactions ,  1853,  part  JII).  Durch  diese  Arbeiten  ha- 
ben diese  beiden  berühmten  Geometer  jenem  wichtigen  Theile  der  höheren 
Algebra  seine  wahre  Grundlage  gegeben. 


XI. 
Ueber  die  Protection  der  Erümmungslinien  des  Ellipsoids. 

Von  C.  Küpper, 


Lehrer  an  der  Gewerbeschale  in  Trier. 


In  einer  Note  zur  Theorie  der  Trägheitsmomente  habe  ich  einen  ein- 
fachen Beweis  für  folgenden  Satz  gegeben: 

Die  drei  Flächen  zweiten  Grades,  welche  aus: 

f*  D*  3' 

u  —  a  u  —  p  u  —  y 
hervorgehen,  wenn  für  u  die  drei  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung  ein- 
geführt und  dann  r ,  9 ,  3  veränderlich  gedacht  werden ,  schneiden  sich  im 
Punkte  r ,  9 ,  3  rechtwinkelig ,  und  ihre  Durchschnittslinien  fallen  in  diesem 
Punkte  mit  den  Krümmungslinien  derselben  Flächen  zusammen.  Es  ist 
leicht  einzusehen ,  wie  man  weiter  folgern  kann ,  dass  je  zwei  der  genann- 
ten Flächen  die  dritte  in  den  beiden  Krümmungslinien  schneiden ,  welche 
auf  dieser  durch  den  Punkt  r,  9,  3  gehen.  Diesen  Satz  verdankt  man D u  p  in. 

Mit  Anwendung  des  Stürmischen  Verfahrens  erkennt  man  sogleich, 
dass  unter  der  Voraussetzung  a<,ß<CY^  ^^®  obige  Gleichung  drei  reelle 
Wurzeln  u\  u\  ii'"  hat,  wovon  die  grösste  u.  >y,  die  mittlere  u"  in  dem 
Intervall  (j3,  y) ,  die  kleinste  t/'"  in  dem  Intervall  (o,  ß)  liegt 

Das  Ellipsoid 

j?«  v"  2* 

'^  u  — a      u  — ß       u  —  Y 

wird  demnach  von  dem  einschaligen  Hyperboloid : 

u  — au  — ß      u  — Y 
in  einer  Krümmungslinie  IC ,  von  dem  Hyperboloid : 

3^  ^'       I        y'      -h       ^      —  i 

u    —  o      u    —  p      ti    —  Y 
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in  einer  Krttmmungslinie  fk  geschnitten.  Die  Ebene  xy  werde  zur  hori- 
zontalen, die  Ebene  xz  zur  vertikalen  Projectionsebene  gewählt,  die  anf- 
rasnchenden  Projectionen  auf  jener  durch  if,  fk\  auf  dieser  durch  K\  fi' 
beseicbnet. 

Eliminiren  wir  also  aus  1)  und  2)  einmal  z,  das  anderemal  y,  so  entsteht: 


(«'-«)  («"-  «)  ^      ^  («'-  ß)  iu'-ß) 

ß — «  .j ß — y  , ... 

u  —  a){u—a)  {u  —  y)  {u '— y) 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  u"  statt  u",  so  entsteht: 

ynf! ^+__yiz^__  ^=1      « 

(«'-«)(tt"'-«)''^  +  («-/J)(a"'-|S)-*'  •  •••*'• 


(w  — «)  («'"—  «)  (w'— y)  (w'"  -  y) 

Ä'nnd  K'  sind  Ellipsen;  (wegen  m'" —  /3<0)  ist  #  eine  Hyperbel ,  <fl'  eine 
Ellipse. 

Setzen  wir  nun 

u  —  «  =  0*,  w'  —  ßz=zb*^  u  —  y  =  c" 
y  —  «  =  a«— c*,  y  — /3  =  6»—  c*,  /3 -  «  =  a*  —  6»; 
nnd  nennen : 

p\  q*     die  Quadrate  der  Halbachsen  der  Ellipse  if, 

V   ^^         11  ^y  »  »  »  n         -^   > 

r*,— q*    „  „  „  »  1»   Hyperbel #, 

F*,  t«       „  „  „  „  „  Ellipse  #', 

so  ist 

0«  («"-«)      ._6'(«"-^) 
>*  —    a._c»    '*-    ö'-c»   • 
daher  dnrch  Elimination  von  ii" : 

•  />  —  Ti-ns — ZiT  •  r  =  1 ; 


^-  i«  P,  q  sind  Coordinaten  eines  Punktes  der  Hyperbel ,  deren  Halbachsen  : 

sind.    Ebenso  findet  man  aus : 

"^  a* — c*  ^  ft* — c* 

^•*'F,q  sind  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ellipse,  deren  Halbachsen- 
x^adrate  denen  der  Hyperbel,  absolut  genommen,  gleich  sind. 

Dies  sind  die  beiden  von  Monge  in  der  ersten  Projectionsebene  ^e- 
*»^»nchteii  Hülfßcurven.    (Taf.  III.  Fig.  1).   Es  sei 
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und  es  werde  die  Ellipse  PQy  sowie  die  Hyperbel  PT^  gezeichnet.  Mit  den 
Coordinaten  eines  beliebigen  Ellipsenpunktes  M  als  Halbachsen  constmire 
eine  Hyperbel  $i ;  mit  denen  eines  Hjperbelpunktes  fA  als  Halbachsen  con- 
strnire  eine  Ellipse  K^  betrachte  diese  Curven  als  Spuren  zweier  vertikalen 
Cylinder  und  stelle  die  Durchschnitte  derselben  mit  dem  EUipsoid  dar :  Die 
vertikalen  Projectionen  dieser  Curven  sind  Ellipsen ,  zwischen  deren  Halb- 
achsen folgende  Relationen  stattfinden : 

Mit   Rücksicht   darauf,   dass    u"  —  y,   ii'" — y  und  |3  —  y    negativ 
sind,  sei: 

0«  («"-«)         .„c'O'-«") 


a'(ir  — g)  ■_  c»(y  — m'") 


so  folgt: 


«•-»•  .,-.  +  j±4,.^=,=,,^=iL,,-+j!=4..H, 


fl«(at_e«)     ^      '    c«(a«  — c«)  *  —  a*  (a*  —  c«) '^     '    c'(a«  — c«) 

d.  i.  (p ,  r) ,  (p',  r)  sind  Coordinaten  von  Punkten  derselben  Ellipse  in  der 
vertikalen  Projectionsebene. 

Schliesslich  will  ich  die  sechs  Halbachsen  der  Flächen  2)  und  3),  welche 
im  Punkte  r,  i),  3  der  Fläche  1)  sich  rechtwinkelig  schneiden,  durch  Aus- 
drücke darstellen,  mit  Hülfe  deren  man  auch  das  Problem  lösen  kann: 
„  Wenn  drei  conjugirte  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades  gegeben 
sind,  die  Hauptachsen  zu  finden/* 

Die  Ricbtungscoefficienten  der  drei  Normalen  der  Flächen  l),  2),  3)  im 
Punkte  r,  9,  3  seien:  (V,  |*',  v) ,  (il",  |*",  v") ,  (V",  f\  v"),  so  ist: 

A'(m'— «)  =  r.jr,  r(ti"-«)  =  r.1J,  A'" («'"  —  «)  =  r.# 

v(t/'-y)=3.jr,   v"(ir-y)=3.1J,  v"(u"-y)=3.# 

Die  Bedeutung  von  JT  zu  finden,  multiplicire  man  die  in  der  ersten  Verti- 
calreihe  stehenden  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  r,  9,  3  und  bilde: 

\«  —  a     M  —  p     M  —  y/ 

daher 

#=r'r+^"',  +  v"'j. 

Dies  sind  die  Abstände  der  Berührungsebenen  der  drei  confokalen  Flächen 
vom  Punkte  r,  if,j  von  dem  gemeinsameu  MvUe\^\x\\kt. 
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Ebenso  ist: 

Aus  den  in  horizontaler  Reihe  stehenden  Gleichungen  I)  folgt  demnach : 


u  — o       u   — a       u    — »a 


u  — y       u   ^^  y       u    — y 

„Im  Mittelpunkte  der  zuerst  gedachten  Flächen  1),  2),  3)  schneiden 
sich  diese  {ß)  rechtwinkelig ,  und  zwar  sind  in  diesem  Punkte  die  Haupt- 
achsen jener  Normalen  für  diese,  und  ihre  neun  Halbachsen  sind  in  anderer 
Ordnung  denen  des  ersten  Systems  gleich/* 

Aus  1),  2),  3)  ergiebt  sich  für  den  Punkt  r,  9,  i,  und  aus  {B)  für  ^^%^: 

(u -«)(»"-«)  (u"'-«)       y,_(»'-«)(«-^)(«'-y) 

(«-^)(«-y)  ^  ~      («'-«••)(«•-«"•) 

,._("'-/?)(""-ffi("'"-f?)     ,a,_(""-«)K'-^)(""-y) 

Weiter  hat  man : 

,.,_  t».y  _(„'-/?)(u'-y)(«"-a)  («"•-«) 
-  («'  -  «)«  -  («  _  ^)  («  -  y)  («"  _  «')  («'"  -  «')' 

.._  9*-y  _  (u-y)(u-a){u"-ß){u"-ß) 
^  ~iu-ß)'-{ß-y)iß-a)(u"-u)iu"-uy 

..        V.y         {u-u){u-ß)(tr-y){u"-y) 

"  ~F^^'~(r -«)(/-/»)(«" -«')(«'"-«') 

U.  S.  f. 

9  9  ft 

Wenn  man  im  Ellipsoid  -; h    >^    ^  +  -^ =  1    einen  Diametral- 

^         u  —  o       u  —  ß       u  —  y 

«chnitt  parallel  zur  Berührungsebene  im  Punkte  r,  9,  3  legt,  und  die  Halb- 

«chsen  desselben  />i",  I>i"  nennt,  so  hat  man,  weil  diese  zu  Richtungscoef- 

ficienten  (A",  fi\  v"),  (X'",  i*'",  v")  haben  (wie  ich  a.  a.  O.  bewiesen) : 

Aber: 

^«lUcbHn  f,  Mathematik  a.  P/iy«ik.   IL  ^^ 


«\» 
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\"t  "S  *'t 


(»/'  -  ß)  (u-  -  y)  («"•  -  g)        ,        («"  -  r)  (""  -  ")  ("'"  -  P) 

-  («_^)  («-y)  («•-«")  («"-u")  "^  iß-rUß-')  («'-«")(«•"-«") 

(u"-«)(«"-/?)(u'"-y) 

"^  (y- «)  (y -/»)("'—")(«"- «'■)■ 

(^y)  (""-ff  (""-y)  ("•"-?) + (r-«)  (""-r)  (»."-«)(»'"-#)  4(«-ff(»'"-«>)(»"-ft(i.'"-y) 

(^  -  y)  (y  -«)(«— «  («'  -  «")  («'"  -  "") 

[«(/?•-/)  +  <>(/-«')  +  y('''-y)](""— 0_      ' 

Ebenso 


u  —  an  —  ß       u  — y        u  — u 
Folglich : 

D,   *  =  u  — u 

1 )  /),"•  =  («'  —  o)  -  («"  — «)  =  0»  —  (m"  -  a) ,  m"  —  o  =  «»  —  />,"», 

Bbenso : 

2)  m"  —  /J  =  6»  —  D,'^ 

3)  •."-y=o»-i),^ 

4)  D,"'«  =  («•  -  «)  -  (•/"  -«)  =  «»-  (u'"  -  «),  m'"  -  «  =  o»  -  ;).•"*; 


?) 

./"    |S — fr»    ^),''^ 

6) 

«1 

1/ 

'        y  —  r«        /*,"'«. 

l>ie  Formeln : 

i"» 

M       

a 

+ 

M     —  ß         U     —  y         M— II 

*••• 

># 



+ 

"•1                    •••*                     ■ 

f#    — a  u    —  p         H    — y        u  — w 


ff    —  a  «    —  p  M     —  V  M    M 

1  't  •*  ■ 

L  lA  V  I 

+  — I- -U = 


1/     —  a        u    —  p         M    —  y        M     —  if 

lassen  erkennen,  dass  die  Diametralschnitte  der  Fliehen  l),  2),  3).  welche 
besiehlich  den  Berührungsebenen  dieser  Flächen  im  Punkte  r,  f,  3  parallel 
sind,  paarweise  gleiche  Achsen  haben,  nnd  dass  die  Quadrate  dieser  Halb- 
achsen, wie  schon  Chasles  herTorhebt,  den  Quadraten  der  Excentricitaten 
der  Hauptschnitte  der  Flächen  (Z?)  gleich  sind: 

„Ziehen  wir  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Flächen  l\  5^,  3)  drei 
Gerade  L\  V\  V\  deren  Richtungscoefficienten  {l\  ^',  r),  \k'\  ft\  r"), 
{k"\  fA"\  ¥")  sind,  so  liegen  auf  Z'  awei  Durchmesser  der  Flächen  2),  3), 
ir<»7r?i€»  imaginär  sind.  —  />,/*  — i>„/»  seien  ihre  Quadrate,  so  ist: 
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Auf  Z     liegen  zwei  Durchmesser  der  Flächen  l),  3),  deren  Quadrate  />/'*, 
—  D,,,"^  seien ,  so  ist : 

Bf  "  =  w  — u  ,  Dfff  '  =  w  — u    . 
Auf  Z'"  liegen  zwei  Durchmesser  der  Flächen  l),  2),  deren  Quadrate  />/"", 

Uff 


Hieran  knüpfen  sich  leicht  nachstehende  Folgerungen : 

1)  Die  Dnrchschnittslinie  eines  Ellipsoids  nnd  einer  concentrischen 
Kugel  wird  ans  dem  gemeinsamen  Mittelpunkt  durch  einen  Kegel  zweiten 
Grades  projicirt.  Die  zu  den  Seiten  dieses  Kegels  conjugirten  Diametral- 
Ebenen  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  das  Ellipsoid  in 
einer  Krümmungslinie  schneidet,  und  zwar  in  einer  Linie  schwächster  oder 
stärkster  Krümmung,  jenachdem  der  Radius  jener  Kugel  kleiner  oder 
grösser  als  die  mittlere  Halbachse  des  Ellipsoids  ist. 

2)  Die  beiden  Kegel,  welche  sich  so  entsprechen,  dass  die  Berübrungs- 
ebenen  des  einen  conjugirte  Diametralebenen  für  die  Seiten  des  anderen 
sind ,  mögen  conjugirte  Kegel  heissen* 

Um  die  beiden  Krümmungslinien  zu  erhalten.,  welche  in  einem  gege. 
benen  Punkte  eines  Ellipsoids  sich  schneiden,  lege  man  einen  Diametral- 
schnitt parallel  der  Berührungsebene  in  diesem  Punkte,  beschreibe  um  den 
Mittelpunkt  des  Diametralschnitts  mit  der  grossen  und  kleinen  Halbachse 
desselben  zwei  Kugelflächen  und  projicire  aus  demselben  Punkte  die  Dnrch- 
schnittslinien  der  Kugeln  mit  dem  Ellipsoid:  dann  erhält  man  zwei  Kegel 
sweiten  Grades,  deren  conjugirte  das  Ellipsoid  in  den  verlangten  Linien 
schneiden. 

3)  Es  giebt  ein  ganz  elementares  Verfahren,  die  l^rümmungen  der  Nor- 
malschnitte in  einem  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  finden ,  wie 
in  der  Kürze  für  das  Ellipsoid  gezeigt  werden  soll.  In  einem  Punkte  des 
Ellipsoids  ziehe  eine  Tangente  /,  lege  durch  diese  einen  Normalschnitt  und 
einen  Diametralschnitt,  bezeichne  mit  q  den  Krümmungshalbmesser  des 
.ersten,  mit  q  den  des  letzteren,  mit  o>  den  Winkel  der  schneidenden  Ebenen, 
mit/)'  die  Hälfte  des  mit  /  parallelen  Durchmessers  des  Ellipsoids,  mit  s 
den  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Fläche  von  ty  mit  ^  den  Abstand  des- 
selben Punktes  von  der  durch  /  gelegten  Berührungsebene  der  Fläche ,  so 
ist  bekanntlich : 

,         />'• 

^  s 

Und  nach  dem  Satze  von  Meunier: 

9=^ 


COS  CO 
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Aber  offenbar  ist:  f  =  CO,  „.also: 

(f'.s  _D'* 

Mit  Hülfe  dieses  Aasdmcks  bat  man  folgenden  Satz : 

4)  Die  Krümmungen,  welche  das  Ellipsoid  an  verschiedenen  Stellen 
einer  bestimmten  Krümmungslinie  in  darauf  senkrechter  Richtung  darbietet, 
sind  dem  Abstand  der  betreffenden  Berührungsebene  vom  Mittelpunkt  der 
Fläche  gerade  proportional. 

5)  Wenn 

a'«  ^  6'«  ^  c'«  ~    '        «"•  ^  6"'  ^  c"* 
die  beiden  Hyperboloide  darstellen ,  welche  im  Punkte  x,  y^  z  das  Ellipsoid 

rechtwinkelig  durchschneiden,  und  wenn  ^  den  Abstand  des  gemeinsamen 
Mittelpunktes  der  drei  Flächen  von  der  Berührungsebene  im  Punkte  Xy  y,  z 
am  Ellipsoid  bedeutet,  so  hat  man  für  die  Werthe  der  Hauptkrümmungen 
in  diesem  Punkte : 

?    _    Jf    _    (3r 


und: 


^    _   ^ 


oder  auch : 


rt«— a"«       6«— 6"«       c*— c 


a  ,b  ,c 


,"t» 


und 


a  .  b  .  c 


XII. 
Ueber  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Bohren. 

Von  Emil  Kahl, 

Lieutenant  der  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  und  Chemie  an  der 

königl.  Kriegsschi^le  in  Dresden. 


JLlie  Luft,  welche  sich  in  Röhren  befindet,  kann  bekanntlich  auf  mehrerlei 
Art  in  tönende  Schwingungen  versetzt  werden.    Bisweilen  bedingt  die  Me- 
thode, welche  man  zur  Erregung  der  Schwingungen  anwendet,  eine  fort- 
währende Lufterneuerung,   wie   z.  B.  das  Anblasen   der   Zungenpfeifen, 
während  andererseits  eine  solche  z.  £.  bei  der  Resonanz  von  Luftsäulen 
nicht  stattfindet.     Ich  wefde  mich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  nur 
auf  diejenigen  Fälle  beschränken ,  in  welchen  die  tönende  Luftsäule  eine 
Verschiebung  im  Ganzen  nicht  zu  erleiden  hat,  d.  i.  also  auf  die  Schwing- 
ungen ,  in  welche  die  in  Röhren  enthaltene  Luft  beim  Anblasen  nach  Art 
der  Orgelpfeifen  versetzt  wird  und  auf  die  Resonanz  der  Luftsäulen.    Ob- 
wohl die  ausgezeichnetsten  Mathematiker  diesem  Gegenstande  ihre  Auf- 
merksamkeit gewidmet  und  geschickte  Experimentatoren  Untersuchungen 
fiber  denselben  angestellt  haben,  so  ist  man  dennoch  zu  einer  völlig  befrie- 
digenden Theorie  der  Luftschwingungen  noch  nicht  gelangt.  Demohngeach- 
tet  verdienen  die  bisher  für  die  Theorie  gewonnenen  Resultate  Beachtung, 
indem  die  Theorie  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  nicht  einer  völligen  Umgestal- 
tung, sondern  nur  einer  weiteren  Entwickelung  zu  bedürfen  scheint,  um 
sur  vollständigen  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  zu  führen.   In  der 
vorliegenden  Abhandlung  gebe  ich  den  Inhalt  der  vorzüglichsten  theore- 
tischen Versuche  wieder,  worunter  auch  die  neuesten  Arbeiten  von  Duha- 
mel und  Qu  et  mit  inbegriffen  sind,  und  vergleiche  die  erhaltenen  Resul- 
tate mit  den  Ergebnissen  der  besten  experimentellen  Untersuchungen.  Ich 
hoffe,  dass  es  mir  auf  diese  Weise  gelingen  möge,  Einsicht  in  die  Entwicke- 
lang der  Theorie  zu  gewähren  und  den  Standpunkt  zu  zeigen,  auf  welchem 
sich  dieselbe  jetzt  befindet. 

Der  theoretischen  Behandlung  des  Problemes  der  Schwingungen  von 
Luftsäulen  stehen,  wie  bekannt,  bedeutende  Schwierigkeiten  entgegen. 
Dieselben  rühren  theils  davon  her,  dass  man  wegen  ungenügender  Kennt- 
niss  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Gase  oft  zu  willkürlichen  An- 
nahmen über  das  Verhalten  derselben  gcnöttiigt  mti  ^  W^q^Wä ^ft^\v^ci^\\.  ^Sä- 
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selben  auf  der  verwickelten  Form  der  mathematischen  Ausdrücke ,  zu  wel- 
chen die  Anwendung  der  Rechnung  auf  die  bekannten  und  hypothetischen 
Eigenschaften  luftförmiger  Körper  führt.  Die  Theorie  der  Luftschwingun- 
gen in  Röhren  steht  in  innigem  Zusammenhange  mit  folgender  Aufgabe, 
welche  zugleich  die  allgemeinste  aerodynamische  Aufgabe  ist,  zu  deren 
Lösung  jnan  noch  einigermassen  Mittel  und  Wege  kennt : 

In  einem  Räume ,  dessen  Dimensionen  gegeben  sind ,  befindet  sich  ein 
Gas,  dessen  Dichtigkeit  D  im  Gleichgewichtszustande  für  jede  Stelle  im 
Räume  gegeben  ist.  Dem  Gase  werden  an  bestimmten  Stellen  und  zu  be- 
stimmten Zeiten  bekannte  Geschwindigkeiten  und  Dichtigkeiten  ertheilt. 
Es  ist  zu  bestimmen ,  wie  gross  zu  irgend  welcher  Zeit  an  jeder  Stelle  des 
gaserfüllten  Raumes  die  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  des  Gases  sei. 

Um  die  Lösung  dieser  Aufgabe  nur  einigermassen  bewerkstelligen  zu 
können,  ist  man  genöthigt:  I)  ausser  den  bekannten  physikalischen  Eigen- 
schaften  der  Gase  noch  die   hypothetische  Eigenschaft  derselben  in   die 
Rechnung  einzuführen,  dass  der  Druck   auch  in  bewegten  Gasen  nach 
allen  Richtungen  mit  gleicher  Stärke  fortgepflanzt  werde,   so  wie  2)  die 
willkürliche  Voraussetzung  zu  machen,  dass  die  Molecüle  des  Gases  gegen 
einander  keinerlei  Anziehungen  oder  Abstossungen  ausüben  ausser  denen, 
welche   das  Mariotte^scfae  und  Gay   Lussac* sehe  Gesetz  impliciren, 
ferner  3)  anzunehmen,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Gastheilchen  stets  so 
klein  bleibe ,  dass  man  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  jedes  derselben 
gegen  das  Quadrat  der  Schallgeschwindigkeit  (ca.  1050  preuss.  Fnss)  ver- 
nachlässigen dürfe  und  endlich  muss  man  4)   die  Voraussetzung  -machen, 
dass  die  Zunahmen  der  Dichtigkeit,  welche  durch  den  Bewegungszustand 
an  einzelnen  Stellen  herbeigeführt  werden,  ebenfalls  so  klein  sind,  dass  ihr 
Quadrat  gegen  das  Quadrat  der  Schallgeschwindigkeit  vernachlässigt  wer- 
den darf. 

Gewöhnlich  bereitet  man  die  besprochene  Aufgabe  unter  Zugrunde- 
legung eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes  zur  Lösung  vor  and  be- 
stimmt zunächst  die  nach  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  geschätzten 
Componenten  u\  v\  n>  der  Geschwindigkeit  t^,  welche  an  der  Stelle  or,  y,  z 
am  Ende' der  Zeit  i  stattfindet.  Anstatt  der  Dichtigkeit  D^ ,  welche  das  Gas 
gleichzeitig  an  demselben  Orte  besitzt,  bestimmt  man  die  Verdichtung  Si 
welche  mit  />,  durch  die  Beziehung  zusammenhängt : 

wobei  D  die  anfängliche  Dichtigkeit  an  der  Stelle  ar,  y,  z  bedeutet.     Man 
gelangt  so  zu  den  bekannten  Gleichungen: 

.  ,        dq>  ,        dq>  ,         dtp 

^  dx'  dy  '  dz 

in  denen  q>  eine  Function  von  ^v  und  t  ist,  welche  theils  aus  der  Differen- 
zialgleichung :  ** 
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io  welcher  a  die  Schallgeschwindigkeit  bedeutet,  theils  durch  die  gegebenen 
Geschwindigkeiten  und  Verdichtungen  zu  bestimmen  ist,  welche  dem  Gase 
von  Aussen  ertheilt  wurden. 

Der  Oleichungen  I)  und  II)  hat  sich  direct  nur  Duhamel  bedient, 
Qm  an  dieselben  Untersuchungen  über  den  Schwingungszustand  der  Luft 
in  Röhren  zu  knüpfen ,  meist  hat  man  einfachere  Gleichungen  angewendet, 
welche  aus  den  vorigen  mit  Hülfe  einer  so  ziemlich  durch  die  Erfahrung 
gerechtfertigten  Annahme  erhalten  werden.  Man  stellte  sich  nämlich  vor, 
dass  die  Bewegung  der  Luft  in  prismatischen  Röhren  nur  in  einem  einzigen 
Sinne  erfolge;  nimmt  man  die  a;- Axe  der  gemeinschaftlichen  Bewegungs- 
richtuug  parallel  an ,  so  ziehen  sich  die  Gleichungen  I)  und  II)  in  folgende 
zusammen : 

TrTx  d(p  \     (l(p 

'  dx'  a*    di 

IV)  M=:=««^. 

'  di^  dx* 

Das  Integral  der  Gleichung  IV)  kann  bekanntlich  in  der  Form  dargestellt 
werden : 

V )  q>  =  F,{x  +  at)  +  f,(x  —  at), 

wobei  F,  und  /",  willkürliche  Functionen  sind,  welche  aus  den  Verdichtun- 
'  gen  und  Geschwindigkeiten  zu  bestimmen  sind,  welche  der  Luft  behufs  der 
Einleitung  und  Erhaltung  der  Schwingungsbewegung  ertheilt  wurden. 

Den  Inhalt  der  vorzüglicheren  theoretischen  Arbeiten  über  die  Schwing- 
Qngsbewegung  der  Luft  in  Röhren  werde  ich  in  zwei  Abtheilungen  wieder- 
geben ,  enthaltend : 

J.  Die  Untersuchungen,  bei  welchen  von  den  einfacheren  Gleichun- 
gen III)  u.  IV)  ausgegangen  worden  ist  und  welche  sich  nur  auf  cjlindriscbe 
Bohren  beziehen; 

B,  Die  Untersuchungen  DuhameTs  über  die  Luftschwingungen  in 
cylindrischen,  conischen  Röhren  etc.,  bei  welchen  derselbe  sich  der  Gleichun- 
gen I)  und  II)  bedient  hat. 

Am  Schlüsse  der  Abhandlung  werde  ich  Gelegenheit  nehmen ,  einige 
vortreffliche  experimentelle  Untersuchungen  zur  Sprache  zu  bringen,  deren 
•   Erwähnung  in  den  Abthcilungen  /4.  und  B.  nicht  geschehen  konnte. 

J.  Anwendung  der  Gleichungen  III.  und  IV.  auf  die 
Untersuchung  des  Schwingungszustandos  der  Luft 

in  cylindrischen  Röhren. 

Bezeichnet  man -die  Differenzialquotienten — ~^-  und  -^J — -  der  will- 
kürlichen Functionen  in  V)  mit  f(r)  und  /*(:),  so  kann  man  nach  erfolgter 
Verbindung  von  III)  und  V)  für  v  und  as  schreiben: 
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(v=f{x-al)  +  F{x  +  at) 
^  \^as=f(x  —  at)  —  F{x  +  aiy 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  VI)  findet  man  bekanntlich  ohne  alle 
Schwierigkeit,  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichtes  der  Luft  an  einer 
Stelle  eines  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  ausgedehnten  Rohres  bewirkt, 
dass  im  Allgemeinen  von  der  Erschütterungsstelle  aus  nach  beiden  Seiten 
hin  zwei  Wellen  fortschreiten.    Die  Luft  in  dem  Rohre  (Fig.  l)  sei  ur- 

-^.  sprünglich  im  Gleichgewicht,  in 

einem  Momente,  von  welchem  an 
die  Zeit  gezählt  wird,  ertheOt  man 


A  B 

Jer  Schicht  MM'  die  Geschwin- 


digkeit  v^  und  Verdichtung  s^  Die 
Bedingung,  dass  zur  Zeit  /  =  0,  die  Geschwindigkeit' und  Verdichtung  der 
Schicht  MM'  v^  und  s^  ist,  während  die  Luft  an  allen  anderen  Stellen  des 
Rohres  sich  im  Gleichgewichte  befindet ,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  aus- 
drücken, sobald  man  MM'  als  Ooordinatenanfang  betrachtet: 

'',  =  f(P)  +  F(0) 
a»,  =  /-(0)-F(0) 


{ 


jO  =  nx)  +  F(x)\  fx>0 

\0  =  f{x)-F(x)j    '''''   \x<0. 


Diese  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  von  f(z)  und  F{z)  für  alle 
Werthe  der  Variablen  z  und  geben' 


f\z)z=F{z)  =  0,  sobald 


(z>0 
\z<0. 


Diese  Werthe  von'f(z)  und  F(z)  zeigen ,  dass  die  Gleichungen  VT),  welche 
den  Znstand  im  Rohre  für  eine  beliebige  Zeit  bestimmen,  für  negative 
Abscissen  sich  auf  folgende  zurückziehen : 

v=F(x  +  a() 
as  =  —  F(x  +  at). 

Für  positive  Abscissen  hat  man  dagegen: 

V  z=zf{x —  at) 
as  =  f(x  —  at). 

Eine  links  von  MM'  gelegene  Schicht  bleibt  in  Ruhe,  so  lange  als  x  +  at 

X 

negativ  ist,  geräth  nach  Ablauf  der  Zeit in  Bewegung,  hierauf  wird 

X  +  at  positiv  und   deshalb  r  =  5  =  0;    eine  rechts   von   MM'   gelegene 


X 


Schicht  bleibt  in  Ruhe,  so  lange,  als  <<  — ,  geräth  nach* Ablauf  der  Zeit 

a 
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/  =  —  in  Bewegung  und  kehrt  hierauf  in's  Gleichgewicht  zurück,  da  a:  —  at 

HC 

negativ  wird,  wenn  i  > — .  Von  der  Erschütterungsstelle  aus  werden  dem- 
nach nach  beiden  Seiten  hin  Theilwellen  mit  der  Geschwjndigkeit  a  des 
Schalles  in  freier  Luft  fortgepflanzt. 

Wäre  das  Bohr  nach  der  linken  Seite  hin  unendlich  weit  ausgedehnt, 
jedoch  rechts  vom  Coordinatenanfange  bei  B  begrenzt,  so  würden  die 
Gleichungen  VI)  in  Verbindung  mit  den  Angaben  über  den  Anfangszustand 
nicht  genügen ,  um  den  Bewegungszustand  im  Bohre  für  alle  späteren  Zei- 
ten zu  bestimmen.  Man  hätte  in  diesem  Falle ,  die  Entferung  des  Endes  B 
vom  Coordinatenanfang  MM'  mit  ß  bezeichnet: 

t^o  =  /'(0)  +  ^(0) 
ö*o  =  /'(0)  — ^(0) 

und ,  für  negative  x ,  sowie  0<,  x<  ß: 

0 = r(^)  +  F{x) 

0  =  f(x)  —  fIx). 

Dies  giebt  für  2  =  0 : 

/*(«)  =  i«^o  +  4a*o 

and  für  alle  von  0  verschiedene  z ,  welche  kleiner  als  ß  sind : 

Für  z  >^  bleiben  aherf(z)  und  F(z)  unbestimmt;  die  Bestimmung  darf 
nimlich  nicht  auf  die  Weise  geschehen,  dass  man,  weil  für  /  =  0  unda:>>/3 
P  ==  0  und  5  =  0,  setzt : 


{ 

e  < 

{ 


0  =  ^(0:) +  ^(.)|^^^ 


denn  ausserhalb  des  Bohres  gelten  die  Gleichungen  III),  IV),  V)  und  VI) 
nicht  mehr,  weshalb  die  letzten  beiden  Gleichungen  völlig  unstatthaft  sind. 
Um  auf  rationellem  Wege  fund  F  für  solche  z  zu  bestimmen,  welche  die 
Linge /3  übertreffen,  müsste  .man  berücksichtigen,  dass  ausserhalb  des 
^bres  nur  die  Gleichungen  I)  und  11)  gelten  können ,  in  das  Integral  der- 
selben wäre  die  Bedingung  v==a8  =  0  für  /  =  0  und  o:  > /3  einzusetzen 
^d  nachdem  man  noch  die  Bedingungen  eingeführt  hätte ,  dass  die  an  die 
^nssere  Fläche  des  Bohres  angrenzende  Luft  sich  senkrecht  gegen  die 
Bohresfläche  nicht  bewegen  kann,  aus  den  erhaltenen  Bedingungsgleichun- 
gen  f  und  F  zu  bestimmen.  Diese  directe  Bestimmung  der  noch  fehlenden 
Berthe  von  f  und  F  ist  selbst  von  den  ausgezeichnetsten  Mathematikern 
nicht  versucht  worden,  weil  sie  dieselbe  für  äusserst  schwierig  gehalten  ha- 
ben. Man  hat  vielmehr  versucht,  mit  Hülfe  einer  Hypothese  die  noch  foh- 
lenden Werthe  von  f  und  F  zu  bestimmen. 
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Die  Erfahrung  lehrt,  dass  Lufterschtitterungen,  welche  im  Innern  von 
Röhren  hervorgebracht  werden ,  sowohl  von  offenen ,  als  von  geschlossenen 
Enden  der  Röhren  aus  in  die  freie  Luft  fortgesetzt  werden.  An  offenen  En- 
den von  Röhren  wird  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  sofort  an  einen  viel 
grösseren  Querschnitt,  als  der  der  Röhre  ist,  übertragen,  daselbst  wird 
demnach  die  Verdichtung  sehr  klein  ausfallen  müssen.  Geschlossene  Röhren- 
enden können  nur  insofern  eine  Uebertragung  der  Bewegung  hervorbrin- 
gen ,  als  der  Verschluss  selbst  durch  die  Luft  von  innen  her  wenig  bewegt 
wird,  welche  Bewegung  durch  seine  äussere  Seite  der  äusseren  Luft  mitge- 
theilt  wird.  Da  die  Verschlüsse  meist  sehr  fest  sind,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit der  innerhalb  angrenzenden  Luftschicht,  welche  der  des  Verschlusses 
gleich  ist,  nur  sehr  gering  sein  können,  während  die  Verdichtung  oder 
Verdünnung  an  dieser  Stelle  noch  recht  merklich  sein  muss.  Dieser  Ansicht 
scheinen  Euler  und  Lagrange  gefolgt  zu  sein,  indem  sie  annahmen,  an 
offenen  Enden  von  Röhren  sei  jederzeit,  auch  wenn  daselbst  Bewegung 
stattfindet,  5  =  0,  während  v  nicht  0  sei;  an  geschlossenen  Enden  haben  sie 
auch,  während  daselbst  Bewegung  statt  hat,  v  =  0  für  jedes  /  gesetzt,  die 
Verdichtung  s  aber  endlich  angenommen. 

Poisson  hat  ebenfalls  berücksichtigt,  dass  die  Verdichtung  am  offenen 
Ende  einer  Röhre  nur  gering  sein  kann,  während  eine  Welle  aus  demsel- 
ben austritt  und  dass  an  geschlossenen  Enden  die  innere  Luft  nur  mit  ge- 
ringer Geschwindigkeit  bewegt  werden  kann ,  da  sie  sich  der  unbedeuten- 
-den  Bewegung  des  Verschlusses  innig  anschliessen  muss.  Er  hat  jedoch 
noch  einer  anderen  Ansicht  über  den  Zustand  an  den  Enden  der  Röhre  ge- 
huldigt.  Er  meint,  dass  eine  nach  Aussen  gerichtete  Geschwindigkeit  des 
letzten  Querschnittes  an  offenen  wie  geschlossenen  Röhrenenden  daselbst 
Verdichtung,  eine  nach  innen  gerichtete  Geschwindigkeit  Verdünnung  her- 
vorbringen müsse;  femer  macht  er  die  für  kleine  Verdichtungen  und  Ge- 
schwindigkeit sehr  wahrscheinliche  Voraussetzung,  dass  die  Geschwindig- 
keit eine  ihr  proportionale  Verdichtung  oder  Verdünnung  hervorbringe.  Er 
setzt  für  die  v  und  s  au  den  Enden  der  Röhre  die  Beziehung 

as  =  kv 
voraus,  wobei  k  ein  Factor  ist,  welcher  für  ein  und  dasselbe  Röhrenende 
constant  ist,  für  verschieden  geformte  Röhrenenden  aber  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann.  Die  geringen  Werthe  von  v  und  5,  welche  re- 
spective  an  geschlossenen  und  offenen  Röhrenenden  eintreten,  berücksich- 
tigt er  dadurch ,  dass  er  für  erstere  k  sehr  gross ,  für  letztere  k  sehr  klein 
annimmt.  Bedingt  die  Wahl  des  Coordinatensystemes,  dass  die  nach  Aussen 
gerichtete  Geschwindigkeit  mit  einem  positiven  Vorzeichen  versehen  werde, 
so  muss  k  positiv  genommen  werden ,  um  auszudrücken ,  dass  der  Impuls 
zum  Austreten  Verdichtung,  die  nach  Innen  gerichtete  Geschwindigkeit 
Verdünnung  hervorbringt;  um  letztere  Voraussetzung  hingegen  für  Röliren- 
endcn  in  der  Formel  auszudrücken,   an  welchen  eine  positive  Geschwin- 
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digkeit  eine  nach  innen  gerichtete  bedeutet,  muss  k  negativ  genommen 
werden. 

Die  Mathematiker,  welche  sich  mit  dem  Schwingungsprobleme'  be- 
schäftigt haben,  sind  sämmtlich  von  einer  der  beiden  Annahmen  ausgegan- 
gen. Welchen  Einfluss  die  eine  .oder  die  andere  auf  die  Resultate  der  Ana- 
lyse haben  könne,  zeige  ich  zunächst  an  dem  einfachen  Beispiele,  dessen 
Discnssion  bereits  begoqnen  ist  und  welches  sich  auf  den  Fall  bezieht,  in 
welchem  zur  Zeit  0  der  Coordinatenanfang  MM'  (Fig.  I.)  Verdichtung  und 
Geschwindigkeit  besass,    während  die  Luft  an  allen  übrigen   Stellen  im 
Rohre  sich  im  Oleichgewichte  befand.  Die  Gleichungen  VI)  bestimmen  den 
Ziutand  im  Rohre  dem  Früheren  gemäss,  was  die  nach   links  gehenden 
Wellen  beti^fift ,  durch  die  Formeln : 

a8=^  —  F{x  +  at). 
Die  nach  rechts  gehende  Welle  ist  solange  durch  die  Gleichungen : 

v^=i  f{x  —  at) 
as  =  f{x  —  at) 
gegeben,  als  or  —  at  zwischen  ß  und  0  enthalten  ist,  d.  h.  vom  Augenblicke 
an,  wo  die  nach  rechts  gehende  Welle  MM'  verlässt,  bis  zum  Momente 
ihrer  Ankunft  in  B. 

Zur  Bestimmung  der  weiteren  Bewegung  der  Welle  müsste  man  ent- 
weder nach  Enler  und  Lag  ränge  für  x  =  ß,  9  =  0  oder  a^  =  0,  oder 
nach  FoiBBOTk  as=^kv  setzen.  Die  doppelte  Rechnung  lässt  sich  jedoch 
indiesem  Falle  ersparen,  indem  wir  einfach  as  =  kv  setzen  und  berück- 
richtigen, dass  die  Poisson'sche  Formel  die  Annahme  von  Euler  und 
Ltgrange  repräsentirt,  sobald  man  für  geschlossene  Röhrenenden  Arrc  qo, 
fOr  offene  Röhrenenden  Ar  =  0  setzt. 

Man  hat  demnach  als  letzte  Bedingnngsgleichung  zur  Bestimmung  von 
/  und  F: 

nß-'at)-F{ß  +  at)  =  k\f(ß-at)  +  F{ß+at)U 

oder,  indem  man  z  für  at  setzt: 

VE)  F{ß+z)  =  \-'^lnß-^)- 

bt  das  Ende  B  geschlossen,  so  ist  A:  =  +  oo  oder  eine  positive  sehr  grosse 

Z»hl,  daher  — ; — -  entweder  —  1  oder  ein  von  —  1  wenig  verschiedener 
1  +  k 

echter  Bruch ;  ist  jedoch  das  Ende  B  offen,  so  ist  k  entweder  0  oder  ein  sehr 
Meiner  positiver  Bruch,  desswegen  — -r—r  entweder  +  1  oder  ein  von  -f-  1 

nur  wenig  verschiedener  echter  Bruch.   Indem  man  nun  die  Gleichungen 

VI)  zur  Bestimmung  von  v  und  s  für  die  rechts  gehende  Theilwello  und 
ß 

'  >  —  benutzt ,  findet  man  zunächst : 
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{ 


08  =  —  F{x  +  at) 

d&  X  —  at  stets  negativ,  deswegen  f{x  —  at)  stets  0  sein  mnss.  Indem  man 
in  Gleichung  VII)  x  +  ai—  ß  für  z  setzt,  erhält  man: 

F(x  +  al)  =  ^^^n^ß-x-ai) 

l fg 

und,  nachdem  man  zur  Abkürzung  b  für  —  geschrieben  hat : 

as=  —  bf{2ß  —  x—at)j  a 

wodurch  die  Bewegung  der  rechts  gehenden  Theilwelle  vollkommen  be- 
stimmt ist. 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  geben  für 

f  =  -^  und  a:  =  /?,  »  =  6  /*(0)  und  «5  =  —  bf(0), 
a 

während  die  früheren  Gleichungen  für  die  rechtsgehende  Welle  r  =  «s 
z=zf{x—at)i^x 

t  =  ^  und  x  =  ßy   v  =  as  =  f(p) 
a 

geben.  Am  Ende  B  tritt  demnach  im  Allgemeinen  eine  plötzliche  Abnahme 
der  absoluten  Werthe  der  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  ein;  von  hier 
an  kehrt  die  Welle  mit  Beibehaltung  der  veränderten  Geschwindigkeit  und 
Verdichtung  zurück ,  indem  sie  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  links  fort- 
schreitet; wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
die  Luft  an  den  Stellen  x  und  x    nach  Ablauf  der  Zeiten 

a  a 

durch  die  zurückkehrende  Welle  erschüttert  wird ,  man  hat  aber : 

a 
worin  der  Beweis  obigei"  Behauptung  liegt.  Wäre  das  Rohr  nicht  am  Ende 
/?,  sondern  am  Ende  A  begrenzt  und  nach*^  hin  unendlich  verläpgert,  so 
würde  die  nach  rechts  gehende  Theilwelle  unbehindert  fortgehen,  während 
die  nach  links  fortschreitende  Welle  v  =  —  as  ■=  F{x-{'  at)  am  Ende  ^ 
eine  Zurückwerfung  erleiden  würde.  Entspricht  dem  Ende  A  die  Abscisse 
—  a  {a  eine  positive  Längengrösse) ,  so  würde  man  für  die  nach  links  ge- 
hende Theilwelle  haben: 

für/<— ,    v  =  -^as=:F{x  +  at). 

,        «    ft^  =  —  as^s=  FLO)  und: 
für  1  —        ■  '^ 


a    (v=z  —  as^=F 

a    )v=as^^=b.F 


(0) 


CK 


für  />  -,    <'  =  6'.F(— 2«  +  al  —  j), 
a 
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1  +  Ar' 

wobei  b'  = 77  und  k'  dasselbe  für  A  bedeuten ,  was  b  und  k  für  B  be- 

1  — fc 

deuteten.    Ist  Ä  o£fen,  seist  /r'  =  0  oder  eine  kleine  negative  Grösse  und 

deswegen  ^  + 1  oder  ein  der  Einheit  nahestehender  positiver  echter  Bruch ; 

ist  A  geschlossen,  so  ist  k'  eine  grosse  negative  Zahl  oder  —  00,  daher  b' 

ein  negativer  der  Einheit  nahestehender  Bruch  oder  —  1. 

Indem  man  nun  die  bisher  aus  der  Gleichung  as^=kv  gezogenen  Fol- 
gerungen sofort  auf  ein  beiderseits  begrenztes. Kohr  anwendet  und  hierbei 
der  verschiedenen  Bedeutung  sich  erinnert,  welche  k  und  b  besitzen ,  je- 
nachdem  man  der  Hypothese  von  Euler  und  Lagrange  oder  der  von 
Poisson  folgt,  gelangt  man  zu  Folgendem; 

Wird  einer  beliebigen  Schicht  MM*  die  Geschwindigkeit  Vq  und  die 
Verdichtung  ^0  ertheilt ,  so  schreiten  von  der  Erschütterungsstcl)e  aus  nach 
A  und  B  Wellen  mit  der  Geschwindigkeit  a  des  Schalles  in  freier  Luft  fort. 
Die  Geschwindigkeit  der  nach  A  fortschreitenden  Welle  beträgt 

V  s 

t7  =  ^Vq  —  iö^o>  ^^®  Verdichtung  ist  in  derselben  s  =  —  öT'^  '^' 

In  der  nach  B  fortschreitenden  Welle  ist  die  Geschwindigkeit  und  Ver- 
dichtung : 

Beide  Wellen  erleiden  an  dem  Ende ,  nach  welchem  sie  sich  hinbewegten, 
eine  Zurttckwerfung  ohne  Verzögerung ,  worauf  sie  sich  mit  veränderter 
Oesehwindigkeit  und  Verdichtung ,  eben  so  schnell  von  ihren  betreffenden 
Enden  fortbewegen ,  als  sie  nach  denselben  sich  vorher  hinbewegten.  Je 
nach  Zagmndelegung  einer  von  beiden  Hypothesen  findet  man  für  die  Zu- 
rückwerfong  selbst  Folgendes : 


Nach  Enler  n.  Lagrange: 
An  offenen  Enden  wie  angeschlos- 
senen   Enden   bleibt   die   absolute 
Ghrösse  der  Geschwindigkeit  und  Ver- 
dichtung angeändert. 

An  offenen  Enden  bleibt  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  in  der 
Welle  bei  der  Zürückwerfung  die- 
selbe, während  sich  die  Verdichtuüg 
in  eine  gleichstarke  Verdünnung,  die 
Verdünnung  in  eine  gleichstarke 
Verdichtung  umwandelt. 

An  geschlossenen  Köhrenenden 
wechselt  die  Geschwindigkeit  die 
Richtung,  während  Verdichtung  und 
Verdünnung  dieselben  bleiben. 


Nach  Poisson: 

An  offenen,  wie  an  geschlossenen 
Enden  tritt  jederzeit  eine  geringe 
Verminderung  der  absoluten  Grösse 
der  Geschwindigkeit  und  Verdich- 
tung ein. 

An  offenen  Enden  bleibt  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  in  de;r 
Welle  dieselbe,  während  die  Ver- 
dichtung in  Verdünnung,  die  Ver- 
dünnung in  Verdichtung  umgewan- 
delt wird. 

An  geschlossenen  Röhrenenden 
wechselt  die  Geschwindigkeit  die 
Richtung,  Verdichtung  und  Verdün- 
nung werden  wenig  vermindert. 
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Nach  Euler  u.  Lagrange. 

Ist  das  Rohr  an  beiden  £nden 
offen,  so  wird  jede  Theilwelle,  nach- 
dem sie  an  Ä  nnd  B  ZnrÜckwerfnng 
erfahren  und  den  Weg  3  /  (/  die  Länge 
des  Rohres)  zurückgelegt  hat,  wieder 
in  MM*  angekommen  sein.  Li  MM' 
wird  demnach  die  ursprüngliche  Ge- 
schwindigkeit und  Verdichtung  r^und 
s^  so  oft  wiederkehren,  so  oft  die 
beiden  Theilwellen  die  Strecke  2/ 
zurückgelegt  haben ,  also  nach  Ab- 
lauf der  Zelten: 

2/       4/       6/        Inl 

,  9  •   •  • 

a         (i         a  a 

Ist  das  Rohr  am  Ende  A  offen, 
am  Ende  B  geschlossen,  so  wird  jede 
Theilwelle  den  anfanglichen  Zu- 
stand wieder  angenommen  haben, 
nachdem  sie  zweimal  an  A  und  zwei- 
mal an  B  zurückgeworfen  wurde, 
beide  Theilwellen  treffen  sich  mit 
ihrer  anfänglichen  Beschaffenheit 
so  oft  in  MM\  so  oft  sie  die  Länge 
4/  durchlaufen  haben,  die  Schicht 
MM'  befindet  sich  nach  Ablauf  der 
Zeiten 

4/       8/  4/1/ 


a 


a 


in  dem  anfänglichen  Zustande. 


I 


I 


Nach  Poisson: 

Ist  das  Rohr  an  beiden  Endei 
offen,  so  ist  b^=b\  beide  Gk^tosei 
werden  durch  denselben  positivei 
echten  Bruch  dargestellt.  Geschwhi 
digkeit  und  Verdichtung  besitzen  ii 
jeder  Theilwelle  wieder  das  anfäng 
liehe  Vorzeichen,  nachdem  jede  der 
selben  sowohl  an  A^  als  an  B  Zurück 
werfung  erlitten  hat.  Beide  Theil 
wellen  treffen  so  oft  wieder  in  ^  AI 
zusammen ,  so  oft  sie  die  Strecke  2 
durchlaufen  haben.  Nach  Ablauf: 
der  Zeiten    ist  in  ^3f': 


27 

a 

4/ 


»1 


n 


2it/ 


»> 


=6^"p^*=6***, 


'  Ist  das  Rohr  am  Ende  A  offen,  ai 
Ende  B  geschlossen,  so  erhält  di 
Geschwindigkeit  und  Verdichtung  ii 
jeder  Theilwelle  das  ursprünglich 
Vorzeichen  wieder,  sobald  jede  Well 
zweimal  an  A  und  zweimal  ttn  B  re 
flectirt  worden  ist;  beide  Theilwel 
len  treffen  sich  mit  Geschwindigkei 
ten  und  Verdichtungen  im  nämliche 
Sinne,  als  die  ursprünglichen,  so  ol 
in  MM\  als  sie  die  Strecke  4/  dnrcli 
laufen  haben. 

4fi/ 

Nach  Ablauf  der  Zeit 

a 

MM': 


ist    1 


5  =  6*" 


6'2' 


*•• 


Die  bisherigen  Untersuchungen  erstrecken  sich  nur  auf  Fälle,  in  wel 

eben  anfänglich  nur  eine  einzige  Schicht  erschüttert  worden  war,  mit  HüH 

des  Principes  der  Uebereinanderlagerung  der  Wirkungen  können  jedoc 

die  erbmhenen  ResnlttLte  mit  Leicbtigkoil  auc\\  «3if  dv^^eui^n  Fälle  ansgc 
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dehnt  werden,  in  welchen  die  anfängliche  Erschütterung  gleichzeitig  an 
mehreren  Stellen  stattfand,  oder  in  welchen  die  Luft  durch  eine  Reihe  sich 
wiederholender  Erschütterungen  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Wären  die 'Ge- 
schwindigkeiten und  Verdichtungen ,  welche  einer  heliebigen  Stelle,  ver- 
möge jeder  primären  Erschütterung  allein  zu  einer  beliebigen 
Zeit  zukämen,  v  v"  »"'  etc.,  f  s'  i'*  etc.,  so  würde  die  wirkliche  Geschwin- 
digkeit und  Verdichtung  an  •  dieser  Stelle  w  =  »'  +  y"  +  i;'-'  +  •  •  •  • 
f  =  5  +  *"  +  b"  +  .  . . .  sein ,  wie  obengenanntes  Princip  vorschreibt. 


I.  Untersuchung  über  die  tönenden  Schwingungen  in  einem 
beiderseits  offenen  Rohre  nach  der  Methode  von 

EuLER  und  Laoranoe. 

Die  Erfahrung  lehrt ,  dass  eine  Röhre  kaum  längere  Zeit  tönt ,  als  die 
tonerregende  Ursache  währt.  Letztere  ist  entweder  ein  verdichteter  Luft- 
Btrom,  welcher  quer  Über  die  Ränder  der  einen  Oeffnung  hinweggetrieben 
wird  oder  eine  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung  vor  der  Röhre  an- 
gebrachte Tonquelle ,  z.  B.  eine  tönende  Scheibe.  Im  ersten  Falle  tönt  die 
Luft  in  der  Röhre  aliein,  in  letzterem  Falle  tönt  die  Luft  in  der  Röhre  nur 
mit  und  verstärkt  dadurch  den  Ton  der  erregenden  Tonquelle.  Hiernach 
scheint  die  Untersuchung  verschieden  geführt  werden  zu  müssen,  jenach- 
dem  man  es  mit  der  einen  oder  apderen  Art  der  Tonerregung  zu  thun  ha- 
ben wilL  Die  Annahme  von  E.  und  L.  schneidet  jedoch  von  vornherein  die 
Möglichkeit  ab ,  überhaupt  eine  enregende  Ursache  von  längerer  Dauer  an- 
laoehmen.  Wie  aus  dem  Früheren  bekannt  ist,  würde  jede  Erschütterung, 
welche  an  dem  einen  Ende  der  Luft  in  der  Röhre  mitgetheilt  wird,  unaus- 
gesetzt in  der  Röhre  hin  und    hergehen   und  nach  Verlauf  der  Zeiten 

^'      ♦'           2«/  .     .,  ,.,..,  *  ,         . 

— ,  —  .... m  ihrer  ursprünglichen  Stärke  am  Ausgangspunkte  wie- 
der anlangen.  Wirkt  die  ursprüngliche  Ursache  längere  Zeit,  so  würde 
baldigst  eine  ausserordentliche  Tonverstärkung  stattfinden  müssen,  wie  sie 
▼on  der  Erfahrung  nicht  nachgewiesen  wird,  denn  die  Geschwindigkeit  und 
Verdichtungen  würden  sich  bis  zum  Uebermaass  in  der  Röhre  anhäufen, 
wodurch  noch  ausserdem  der  Fall  unserer  Analyse  sich  entzöge,  welche 
sieh  immer  nur  auf  unendlich  kleine  Schwingungen  erstrecken  kann.  Mai» 
ist  demnach  genöthigt ,  von  der  Bestimmung  der  Bewegungserscheinungen 
aus  dem  wenigstens  in  einigen  Fällen  bekannten  Verhalten  der  erregenden 
Ursache  gänzlich  abzusehen,  weswegen  es  auch  unmöglich  ist,  bei  der  Un- 
tersuchung den  Fall  des  Anblasens  der  Röhren  von  dem  der  Resonanz  zu 
unterscheiden.  Man  hat  sich  dadurch  zu  helfen  gesucht,  dass  man  die 
Voraussetzung  machte,  die  Luft  in  der  Röhre  habe  an  verschiedenen  Stel- 
len von  Aussen  her  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  erhalten,  welche  für  • 
den  Augenblick,  welchen  man  als  Anfang  der  Zeit  annimmt^  fü.t  a.ll<^ 
ScMchten  des  Rohres  durch  die  Gleichungen  rQ  =  >\)(^x^,  as^=-^\V5^  ^'^^ 
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geben  sei.  Man  untersuchte  nun,  nach  welcher  Zeit  der  Anfangszustand 
im  Rohre  wiederkehren  muss,  jenachdem  man  über  die  Natur  der  Funktion 
^  und  %  entweder  keine ,  oder  jenachdem  man  über  die  Beschaffenheit  der- 
selben besondere  einschränkende  Bestimmungen  macht.  Diese  Untersuchung 
führe  ich  in  Folgendem  so  kurz  und  anschaulich  als  möglich  durch. 

Wie  auch  »o  =  ^  (^)  ^^^  ^  ^o  =  ^  Z  (^)  beschaffen  sein  mögen ,  so  wird 

2/ 

doch  derselbe  Zustand  im  Rohre  stets  nach  Ablauf  der  Zeit  —  zurückkeh- 

a 

ren ;  denn  von  jeder  Stelle  der  ursprünglichen  Erschütterung  aus  bewegen 
sich  in  diesem  Falle  die  Theil wellen  nach  A  und  B  ebenso,  als  wäre  diese 
Stelle  anfänglich  allein  erschüttert  worden ,  sie  erleiden  an  A  und  B  Zu- 
rückwerfung und  kehren  endlich,  nachdem  sie  sich  vielfältig  durchdrungen 
haben  und  nachdem  sie  sämmtlich  die  Länge  3/  durchlaufen  haben,  gleich- 
zeitig an  die  Ausgangsstellen  zurück.  Die  Schwingungsdauer  beträgt  dem- 
nach im  Innern,  wie  an  den  Enden  der  Röhre,  von  welchen  aus  die  Mit- 

theilnng  an  die  Luft  erfolgt,  — . 

2/ 
Die  Schwingungsdauer  grösser  als  —  annehmen    zu   wollen ,    würde 

keinen  rechten  Sinn  haben;  denn  kehrte  derselbe  Bewegungszustand  im 

2«/ 
a         a 
ganze  Zahl  und  g  *<  2  /  ist ,  so  würde  doch  dem  Früheren  zufolge  auch  vor 

2/ 
und  nach  Ablauf  der  Zeit  —  derselbe  Schwingungszustand  stattfinden,  dem- 
nach würde  eine  Wiederkehr  desselben  Zustandes  auch  nach  Ablauf  der 

q      21  —  g    2g 

Zeiten  — , ,  —  etc.,  also  nach  Verlauf  von  Zeiten,  welche  kleiner 

a  a  a  ' 

als  —  sind ,  eintreten. 
a 

Ist   die   Schwingungsperiode   — ,  wobei  A<  2/,  so  findet  doch  dem 

Früheren  zufolge  auch  Wiederkehr  des  ursprünglichen  Zustandes  nach  Ab- 

2/ 
lauf  der  Zeit  —  statt ,  und  es  ist  in  gewissen  Fällen  möglich ,  dass  ausser 

k  2/ 

den  Perioden  —  und  —  noch  mehrere  Perioden  existiren,  welche  kleiner 

a  a 

als  —  sind.     Man  kann  auf  folgende  Weise  die  kleinste  Periode  suchen, 
a 

X  2/ 

welche  der  Coexistenz  der  Perioden  —  und  —  ihre  Entstehung  verdanken 

a  a 

kann.      Der   Ausdruck    für    irgend    eine    Zeit,    nach    deren    Ablauf  der 

ursprüngliche  Zustand  wieder  eingetreten  ist,  ist  im  Allgemeinen  - > 

a 


Rohre  z.  B.  nach  Ablauf  der  Zeit  — ^  H wieder ,  wobei  n  eine  positive 
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wobei  p  und  r  beliebige  positive  ganze  Zahlen  sind.  Man  kann  nnn  p  und  r 
80  wählen,  dass  den  möglichst  l(leinsten  positiven  Werth  an- 
nimmt; dieser  wird  zugleich  die  Grösse  der  kleinsten  Schwingungsdauer  an- 
geben. 

Ist  X  comraensurabel  mit  2/,  z.  B.  X  = ,  wobei  h<^n  und  h  und  n 

n 

ganze  positive  Zahlen  sind,  so  ist  der  kleinste  Werth  der  Schwingungsdauer 

— :  denn  der  Ausdruck 
na 

2/>/  — r.-5-2/ 


a  a   \  nj 


kann,  wie  man  auch  p  und  r  wählen  möge,  nie  einen  kleineren  positiven 

2/     l 
Werth   als  — . —  annehmen,  während  sich  andererseits  immer  Werthe  von 

n  n 
Ist  A  incommensurabel  mit  2/,  so  kann  es  zwischen  zwei  mit  2/  com- 
mensTirable  Grenzen  eingeschlossen  werden  und  man  kann  für  diese  die 
kleinste  Schwingungsdauer  ermitteln,  die  beiden  so  erhaltenen  Werthe  für 
die  kleinste  Schwingungsdauer  werden  einander  und  der  Null  sich  um  so 
mehr  nähern ,  je  näher  die  Grenzen  von  X  aneinander  gerückt  werden ,  die 
kleinste  Schwingungsdaucr  für  ein  incommonsurablcs  k  ist  demnach  Null, 

weswegen  ein  solches  X  unstatthaft  ist. 

2/ 
Die  Schwingungsdauer  kann  dem  Vorigen  zufolge  nur  —  betragen, 

▼obei  n  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl  sein  kann.    Unter  welchen  Ver- 

2/ 
kiltnissen  irgend  eine  der  Schwingungsperioden  —  eintrete ,  kann  auf  eine 

Veise  untersucht  werden,  welche  ich  nur  an  einem  Beispiele  zeigen,  nicht 
^er  im  Allgemeinen  durchführen  will,  da  die  Untersuchungsmethode  zwar 
J^icht  schwierig,  aber  doch  weitläufig  ist.    Die  Schwingungsdauer  beträgt 

^im  ersten  Obertone ,  für  welchen  w  =  2 ,  —  ==  - ;  ich  werde  nun  zeipren, 

a       a  ° 

2/  / 

öater  welchen  Umständen  nicht  der  Grundton  — ,    sondern    der  Ton    — 

a  a 

wm  Vorschein  kommt.    Fig.  2.  möge  ein  bei  A  und  B  offenes  Rohr  vorstel- 

köj  an  der  beliebigen  Stelle  0  in  der  Entfer-  p. 

'»ttDg  ÄO=x  vom  Coordinatenanfange  A  möge 


^>e  ursprüngliche  Geschwindigkeit  und  Verdich-  — !^^ 1^? (^ 

^^%  sein : 

2«ltBehrm  f.  Mathomtitik  a,  Physik.   H.  V^ 
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Am  Ende   der   Zeit .  —  erhält  0  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  von  zwei 

Wellen ,  welche  ihren  Ausg&ngspunkt  in  N  {AN=l  —  x)  haben.  Von  N 
gehen  zu  Anfang  zwei  Theilwellen  ab;  die  eine  mit  der  Geschwindigkeit 
und  Verdichtung  f{l  —  sc)  schreitet  nach  B  hin  fort,  dort  wird  sie  zurück- 
geworfen, wobei  ihre  Geschwindigkeit /*(/  —  x)  bleibt,  während  ihre  Ver- 
dichtung —  f{l  —  x)  wird ;  die  andere  bewegt  sich  von  N  aus  mit  der  Ge- 
schwindigkeit F(I  —  x)  und  Verdichtung  —  F{1  —  x)  nach  A  hin,  wird  dort 
zurückgeworfen  und  besitzt  hierauf  die  Geschwindigkeit  F{i — x)  und  Ver- 
dichtung F{1  —  a:);    beide  Wellen   trefiFen  am  Ende  der  Zeit  —  in  0  ein 

und  ertheilen  der  Luft  daselbst  die  Geschwindigkeit  und  Verdichtung : 

v=F(l  —  x)  +  f{l  —  x) 
as  =  F(l  —  x)  — f{l  ~  x). 

Da  die  Schwingungsdauer  —  sein  soll,  muss: 

.  v  =  F{l^x)  +  f{l—x)^i^{x)=^t{x)'\^F{x) 
as  =  F{l  —  x)—f(l—x)  =  ai{x)=f{x)--F{x), 

dies  findet  statt,  wenn  für  jedes  x\ 

f{x)  =  'F{}-x),     F(x)=f(l-x)', 

d.  i.  auch ,  wenn 

^(x)=il;Q—x) 

Die  regelmässige  Vertheilung  der  Geschwindigkeit  und  Verdichtung 
im  anfänglichen  Zustande  bedingt  übrigens  keineswegs  die  Existenz  von 
Stellen,  wo  während  der  Schwingungen  beständig  v  =  0  ist;  denn  man  fin- 
det keine  Stelle  im  Rohre,  an  welcher  während  der  Schwingungen  die  Ge- 
schwindigkeiten der  von  links  und  rechts  kommenden  Theilwellen  sich 
aufheben. 

Untersucht  man  auf  ähnlichem  Wege,  als  für  den  Ton  —  =  — ,  die  Be- 
tt      a 

k         2/ 

dingungen  des  Eintretens  der  kleineren  Schwingungsperioden  —  = ,  so 

a         na 

findet  man,  dass  anfönglich  die  Beziehungen  stattfinden  müssen: 

r2m+  I             1            r2m+  1,1 
^[ ^ X—xj=,l,^ k  +  xj 

wobei  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  o:  <  iL.    Die  erhaltenen  Beziehu'ngen 
bedingen  ebenfalls  nicht  die  Existenz  von  Schwingungsknoten. 

Vergleich  der  erhaltenen  Resultate  mit  der  Erfahrung. 
Ausser  dem  Uebelstand,  dass  die  Theorie  nicht  von  der  Erregungsart 
des  Tones  Notiz  nimmt,  lässt  sich  noch  ein  andei^x  mc.\i\,  ^^xwhalten  von  ihr: 
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sie  gtebt  eine  unendliche  Dauer  des  Tones  an,  wo  die  Erfahrung' baldiges 
Aufhören  desselben  nach  beendigter  Wirksamkeit  der  erregenden  Ursache 
nachweist. 

Um  die  von  der  Theorie  angegebene  Schwingungsdauer  mit  der  Er- 
fahrung BU  vergleichen,  wende  ich  mich  nicht  an  frühere  Versuche,  da  die- 
selben nicht  mit  hinreichender  Genauigkeit  angestellt  worden  sind.  In 
neuerer  Zeit  haben  sicli  Werthheim  und  Zamminer  das  Verdienst  er- 
worben, nicht  nur  eine  Tonerregungsmethode  angewendet  zu  haben,  welche 
sichere  Schlüsse  aus  den  Experimenten  zu  ziehen  erlaubt,  sondern  auch  die 
absoluten  Schwingungsmengen  bei  ihren  Versuchen  mit  grösster  Genauig- 
keit bestimmt  zu  haben.  Während  man  in  früherer  Zeit  zum  Anblasen  der 
Luft  in  hohlen  Räumen  meist  Mundstücke  anschraubte  und  dadurch  dem 
hohlen  Räume  noch  eine  trichterförmige  Höhlung  hinzufügte,  haben  die  bei- 
den genannten  Physiker  die  in  Röhren  enthaltene  Luft  in  Schwingungen 
versetzt,  ohne  solch  ein  fremdartiges  Element  hinzuzufügen.  Sie  wendeten 
cjlindrische ,  an  dem  einen  Ende  abgeplattete  Blechröhren  zum  Anblasen 
an ;  der  aus  denselben  austretende  bandförmige  Luftstrom  wurde  quer  über 
die  Ränder  der  Röhrenenden  geleitet,  wobei  je  nach  der  Stärke  des  An- 
blasens der  Grundton  oder  ein  Oberton  hörbar  wurde.  Die  Tonhöhe  wurde 
darch  Beobachtung  der  Saitenlängen  eines  auf  den  Ton  der  Röhre  abge- 
stimmten Monochordes  gemessen,  während  man  sich  früher  oft  begnügt  hatte, 
die  Stelle  des  Tones  in  der  Scala  zu  bestimmen. 

Dass  bei  beiderseits  offenen  Röhren  die  Obertöne  wirklich  das  einfache 
harmonische  Verhältniss  zum  Grundtone  besitzen ,  welches  die  Theorie  an- 
giebt,  hat  Zamminer'^)  bewiesen.  Er  entlockte  einem  Glasrohre  von 
9J8*^  Länge  und  22 ''^  innerem  Durchmesser  den  Grundton  und  die  ersten 
f&nf  Obertöne,  beobachtete  die  Saitenlangen  des  auf  die  Töne  eingestimm- 
ten Monochordes  und  fand  dieselben  in  völliger  Uebereinstimmung  mit  den 
Saitenlängen,  welche  er  aus  der  dem  Grundtone  entsprechenden  Saitenlänge 
berechnete ,  wie  dies  folgende  Tabelle  zeigt : 


Ton. 

Berechnete 

Beobachtete 

Differenz. 

Saitenläng'e. 

Saitenlängre. 

Qmndton 

—  — 

784 

^  — _ 

1.  Oberton 

392 

392,1 

+  0,1 

2.         „ 

261,3 

260,5 

—  0,8 

3.        „ 

196,0 

194,4 

-1,6 

4.*      „ 

156,8 

156,0 

—  0,8 

5.        „ 

130,7 

129,4 

-1,3 

Die  absolute  Schwingungsmenge  der  Töne  ist  nach  den  Beobachtungen 
▼<m  Werthheim  und  Zamminer  in  keinem   Falle   der    theoretischen 


*)  Poggend.  Annah  Bd,  97,  S.  194. 
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Schwiugnngsmenge  ganz  gleich.  Die  Abweichung  der  beobachteten  Schwing- 
uugsmenge  von  der  theoretischen  ist  um  so  grösser,  je  grösser  das  Verhält- 
niss  des  Durchmessers  zur  Länge  des  Rohres  ist.  Ich  theile  hier  eine  Ta- 
belle mit,  welche  ich  aus  den  Versuchsresultaten  Werth he im's*)  berech- 
net habe.  Statt  der  beobachteten  Schwingungsmenge  des  Grundtons  ist  in 
derselben  die  halbe  Wellenlänge  desselben  angegeben,  diese  soll  der  Röh- 
renlänge gleich  sein,  wie  aus  der  Theorie  hervorgeht,  ist  jedoch  stets 
grösser,  wie  folgende  Angaben  zeigen. 


Material  des 
Rohres. 

Durch- 
messer 

Läng-e 

99%  MI« 

Halbwelle 

des 

Tones 

Ueberschuss 
derllalbwelle 
Qber  die  Roh- 

Wf9  www* 

IMfW« 

renlänfce. 

1 

785,0 

832,4 

47,4 

500,0 

552,9 

52,9 

Gutta-Percha 

80     i 

355,0 

407,9 

52,9 

280,0 

329,2 

49,2 

157,0 

204,3 

47,3 

1000,0 

1038,5 

38,5 

»» 

60 

640,0 

680,9 

40,9 

340,0 

379,2 

39,2 

»» 

48 

1000,0 
350,0 

1030,4 
402,1 

30,4 
52,1 

11 

25 

1000,0 

1018,7 

18,7 

»» 

20 

1000,0 

1014,4 

14,4 

»» 

11 

1000,0 

1009,0 

9,0 

»» 

5 

1000,0 

1003,7 

3,7 

GIhs 

30 

906,0 

928,7   - 

22,7 

21 

307,0 

321,7 

i4,7 

20 
38- 

541,5 

553,5 

12,0 

Messing           i 

392,0 
[       076,0 
!       343,0 

403,9 
704,4 
369,4 

11,9 
28,4 
23,4 

Auch  Z  ammin  er  hat  umfängliche  Versuche  über  die  Ueberschüsse 
der  Halbwellen  über  die  Röhrenlänge  angestellt,  aus  denen  namentlich  her- 
vorgeht, dass  dieselben  nicht,  wie  Werthheim  glaubte,  dem  Durchmesser 
der  Röhren  einfach  proportional  sind. 

Um  den  Vergleich  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  vollständig  durch- 
zuführen, hätte  ich  endlich  noch  die  Schwingungsknoten  zu  berühren.  Es 
ist  bekannt,  dass  die  schwingende  Luftsäule  in  beiderseits  offenen  Röhren 
Stellen  enthält,  welche  in  jedem  Augenblicke  Vibrationsminima  sind.  Auf 
die  Existenz  von  dergleichen  Schwinguugsknoten  weist  die  Theorie  jedoch 
keine&weges  mit  Nothwendigkeit  hin,  es  würde  wiederum  einer  besonderen 
Annahme  über  den  Anfangszustand  bedürfen,  um  aus  demselben  das  Dasein 
von  Knotenstellen  zu  entwickeln. 


*)  Ann,  Mm.  phys.  troisieme  serie  <.  31,  p.  ^^0. 
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1  Untersnehang  über  die  tönenden  Schwingungen  in  einem 
cylindrischen  Rohre,  welches  an  dem  einen  Ende  offen,  am 

anderen  Ende  geschlossen  ist. 

Die  Untersuchung  kann  auch  in  diesem  Falle  nicht  von  der  beständig 
wirkenden  erregenden  Ursache  ausgehen^  man  ist  genöthigt  einen  anfäng- 
lichen Bewegungszustand  im  Rohre  als  gegeben  vorauszusetzen  und  kann 
nur  die  Beschaffenheit  desselben  untersuchen,  welche  den  Überhaupt  mög- 
lichen Schwingüngsperioden  günstig  ist.  Indem  man  es  durch  Ausschliessung 
der  erregenden  Ursache  von  der  Analyse  vermeidet,  in  Conflict  mit  der' 
Yoranssetzuhg  unendlich  kleiner  Schwingungen  zu  gerathen ,  hat  man  die 
Unannehmlichkeit,  eine  unendliche  Dauer  des  einmal  bestehenden  Bewe- 
guDgszustandes  aus  seinen  Formeln  zu  erkennen.  Ungeachtet  dieser  Uebel- 
stände  hat  man  aber  in  diesem  Falle  Ursache  zu  etwas  grösserer  Zufrie- 
denbeit  mit  der  Theorie,  da  sie  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Existenz  der  ' 
Scbwingungsknoten  hinweist. 

Der  anfängliche  Zustand  in  dem  Rohre  AB  (Fig.  I),  welches  bei  A  in 
die  freie  Luft  mündet,  bei  B  geschlossen  ist,  sei  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben (Coordinatenanfang :  A): 

aSo  =  ax{x)  =  f{x)  —F(x)  ( 

Von  jeder  Stelle  des  Rohres  aus  bewegen  sich  zwei  Theilwellen ,  die 
eine  nach  links  die  andere  nach  rechts;  nachdem  jede  derselben  zwei  Re- 
flexionen an  Ay  zwei  an  B  erlitten  und  die  Länge  4/  durchlaufen  hat,  trifft 
sie  mit  der  anderen  am  Ausgangspunkte  wieder  in  der  ursprünglichen  Form 

zusammen.    Wie  also  auch  t^  (or)  und  %  (x)  beschaffen  sein  mögen ,  so  tritt 

4/ 
doch  der  ursprüngliche  Zustand  nach  Ablauf  der  Zeit  —  wieder  ein. 

Auf  dieselbe  Weise ,  als  bei  beiderseits  offenen  Röhren  lässt  sich  nun 

'4/ 
nachweisen,  dass  die  Schwingungsdauer  nicht  grösser  als  —  sein  kann,  so 

^®  dass    eine   kleinere    Schwingungsdauer    nur    ein    Submultiplum    von 

*'  4/  4/ 

"T*  sein,  also  nur  die  Form oder  -, : — r—  haben  kann.   Aber  auch  die 

«  *  2na  (2n+I)a 

®^te  der  beiden  obengenannten  Formen  muss  noch  ausgeschlossen  werden; 

denn  wäre  die  Schwingungsdauer  - — ,  so  würde  der  Anfangszustand  doch 

2/ 
auch  nach  Ablauf  der  Zeit  —  wiederkehren.  Die  von  einer  Stelle  der  ur- 

a 

•Prtinglichen  Erschütterung  nach  beiden  Seiten  fortschreitenden  Theilwel- 

1  2/ 

^^^  treffen  sich  jedoch  am  Ende  der  Zeit  —    an    der   Ausgangsstelle    mit 

V^^dicbtnn^  und  Geschwindigkeit,  welche  don  \xxB^ivai^\^\w^  i^^\^\^  ^^v- 
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gegengesetzt  sind;  dieser  Widerspruch  zeigt,  dass  die  Schwingnngsdauer 

4/ 
nicht  mö£:lich  ist. 

Wie  man  die  Beschaffenheit  des  ursprünglichen  Zustandes  auffinden 

4/ 
kann,  welche  das  Eintreten  irgend  einer  der  Perioden  7- — ; — r- zur  Folge 
'  ^  (2ii+l)rt  ^ 

hat,  zeige  ich  auch  hier  nur  an  einem  Beispiele.    Dem  ersten  Oberton  ent- 

4/  4/ 

spricht  die  Schwingungsdauer  x~i  *ni  Ende  der  Zeit  —  erhält: 

od  od 

1)  jede  Stelle  0*1,  welche  zwischen  0  und  ^l  liegt,  eine  einmal  und  eine 
zweimal  reflectirte  Welle,  vermöge  welcher  ihre  Geschwindigkeit  und  Ver- 
dichtung ist:         ' 

«*  =  — Af/  +  ^i)  +  /'(f'-^i)  =  «x(^)=A^.)  — -^W 

2)  jede  Stelle  ^/  +  ^1,  welche  zwischen  ^l  und  f /  liegt,  von  beiden 
Seiten  zwei  einmal  reflectirte  Wellen,  daher  ist  daselbst: 

V  =  F(l-x,)  -  n^l  +  x,)  =  f{il  +  x,)  +  F  (|/  +  X,) 
as  =  F(i-  X,)  +  f{^l  +  X,)  =nil  +  X,)  ^  F{^1  +  x,y, 

3)  jede  Stelle  f /  +  ^d  welche  zwischen  |/  und  /  liegt,  eine  einmal 
und  eine  zweimal  reflectirte  Welle ,  daselbst  ist  daher : 

v  =  F(^l  —  x,)--F(x,)  =  f{p  +  x,)  +  F(%l  +  x,) 
as  =  F{^.l-x,)  +  F{x,)  =  f(p  +  X,)  +  F{li  +  X,). 

4/ 
Soll  die  Periode  wirklich  —  sein,  so  müssen  die  Beziehungen  stattfinden, 

3a 

wie  man  aus  den  letzten  6  Gleichungen  sehen  kann : 

/'(fi +  «:.)  =  -/•  (xO 


demnacli  auch 


ferner : 


demnach  auch 


Man  erkennt  übrigens  aus  den  vorigen  Gleichungen,  dass  die  Stelle 
X  =  \l  anfänglich  und  auch  während  der  Schwingungen  sich  in  Ruhe  be- 
finden muss;  anfänglich,  weil  T/;(|/  +  a-,)  =  —  t^(a;t),  was  für  ir,=|^ 
giebt:  i/;(^/)  =  —  t/;(/)r^0  und  später,  weil  die  von  beiden  Seiten  her  an 
die  Stelle  0:  =  ^/  gelangenden  Wellen  in  jedem  Augenblicke  derselben 
gleiche  und  eutgegODgesetziQ  GeschwindVgk^ilcxi  mvUVv^lVviXi. 
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4/ 
Wendet  man  die  speciell  für  die  Schwingungsdauer  —  executirte  Un- 

tersuchnngsmethode,  welche  übrigens  durch  geeignete  Zeichnungen  minder 
zeitraubend  zum  Kesultate  führt,   auf  die  übrigen  Schwingungsperioden 

-— ,—  etc.  an,  so  gelangt  man  zu  Folgendem:    Das  Zustandekommen  der 

4/ 
Periode  7- — ,     .      erfordert,  dass  sich  der  anfönerliche  Zustand  im  Rohre 
(2«  +  l)a  ° 

periodisch  wiederhole;  ilf(x)  und  %  (x)  müssen  so  oft  denselben Werth  wieder 

4/ 
annehmen ,  ais  x  um-  die  Wellenlänge  k  = 


zu  oder  abnimmt  und  so 

2/ 


2«  4-  1 
oft  mit  entgegengesetzten  Zeichen  wiederkehren,  als  x  um  iA  =  ^ — ^j—- 

za  oder  abnimmt.  Dieser  anfängliche  Zustand  bewirkt ,  dass  während  der 
Schwingungen  die  Stellen  j?  =  ^A,  a?  =  jA,  x  =  ^X  etc.  in  Ruhe  bleiben, 
während  an  den  Stellen  a:  =  jA,  x  =  ^k,  x  =  ^Ji  etc.  8  =  0  für  jedes  l  ist. 

Vergleich  der  theoretischen  und  experimentellen  Resultate. 

Auch  bei  einerseits  geschlossenen  Röhren  stimmt  das  theoretische  Ver- 
hältniss  der  Schwingungsmengen  von  Grundton  und  Obertönen  mit  dem 
beobachteten  vollkommen  überein,  wie  eine  von  Zamminer  angestellte 
Beobachtung  zeigt.  Derselbe  fand  beim  Anblasen  eines  einerseits  geschlos- 
senen Rohres  von  16,6?^  Durchmesser  und  485,4"^  Länge  für  die  Schwing- 
ungsdauer des  Grundtones  und  der  ersten  beiden  Obertöne  das  Verhält- 
niss:'  8206  :  2732  :  1639,  welches  sehr  nahe  mit  dem  berechneten: 
8206  :  2735^  :  1641,2  übereinstimmt. 


Die  Theorie  giebt  die  Wellenlänge 


4/ 


an,  sodass  das  Wellen- 


2«  +  I 

viertel  des  Grundtones  der  Röhrenlänge  gleich  sein  müsste ,  während  das- 
selbe beim  ersten,  zweiten,  dritten  Obertone  etc.  3,5,7  Mal  etc.  in  der 
Röhrenlänge  enthalten  sein  müsste.  Die  Erfahrung  weist  jedoch  nach,  dass 
das  Wellenviertel  des  Grundtones  etwas  grösser  ist,  als  die  Länge  der  Röhre, 
wie  z.  B.  aus  folgender  Tabelle  hervorgeht,  welche  Zamminer*)  aus  den 
Ergebnissen  seiner  Versuche  zusammenstellte: 


L&n^e 

Durchmesser 

Wellen- 

^-/ 

Nr. 

de»  Rohres 

des  Rohres 

viertel 

4     ' 

m  fii* 

mm. 

m  m« 

tnm» 

1 

501 

25 

517,3 

16,3 

2 

200 

10 

205,5 

5,5 

3 

300 

19,4 

310,1 

10,1 

4 

374 

24,6 

• 

. 

5 

200 

19,7 

208,8 

8,8 

6 

300 

38,8 

310,8 

10,8 

•  7 

200 

39,0 

210,5 

10,5 

8 

300 

58,8 

310,7 

16,7. 

0 

200 

58,6 

211,0 

[    vv,^ 

\ 

*;  Pogg,  Ann.  Bd,  97,  S.  189. 
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Die  Theorie  weist  die  Existenz  von  Schwingungskuoten  nach ,  d.  s. 
Stellen,  wo  die  Luft  jederzeit  sich  in  Ruhe  befinden  soll,  während  die  Er- 
fahrung nur  Orte  kleinster  Schwingung  kennt.  Was  die  Lage  der  Knoten 
anbelangt ,  so  ist  wenigstens  das  mit  grösster  Evidenz  aus  den  Experimen- 
ten bewiesen  worden,  dass  die  inneren  Abstände  der  Knoten  eine  halbe 
Wellenlänge  betragen ,  sowie  dies  auch  die  Theorie  angiebt. 

Zum  Schlüsse  erwähne  ich  noch  einige  Versuche,  welche  Zamminer 
anstellte  und  aus  denen  hervorgeht,  dass  die  Schwingungsmengen  der 
Grundtöne  von  gleichlaugen  Röhren,  welche  beiderseits  offen  und  einerseits 
gedeckt  sind,  nicht  im  Verhältniss  2:1  stehen,  wie  die  Theorie  angiebt; 
die  Resultate  der  genannten  Versuche  finden  sich  in  folgender  Tabelle : 


Beiderseits 

Einerseits 

• 

Nr 

Länere 

Darchm. 

offen, 

gedeckt. 

Verhältniss 

Welleuhälfte 

Wellenläng-e 

beider. 

in  ffi« 

mm. 

mm. 

mm. 

1 

501 

25 

1044,4 

2069,2 

1,9812 

2 

200 

10 

415,2 

822,0 

1,9797 

3 

300 

19,4 

Ö28,2 

1240,4 

1,9745 

4 

374 

24,6 

778,6 

• 

• 

5 

200 

19,7 

422,2. 

835,2 

1,9777 

6 

300 

38,8 

648,6 

1243,2 

1,0167 

7 

200 

39,0 

441,6 

842,0 

1,9067 

8 

300 

58,8 

660,0 

1266,8 

1,9021 

0 

200 

58;6 

457,8 

844,0 

1,8436 

Die  Anwendung  der  Annahme  von  Euler  und  Lagrange  auf  die 
Theorie  der  Schwingungen  von  Luftsäulen  führt  auf  eine  unendliche  Dauer 
der  Schwingungen.  Nach  Poisson's  Meinung  ist  dem  Uebelstande  durch 
Berücksichtigung  der  Reibung  der  Luft  an  den  Wänden  der  Röhre  nur  un- 
vollkommen abzuhelfen,  da  dieselbe  viel  zu  gering  sei,  als  dass  sie  das  bei- 
nahe augenblickliche  Aufliören  des  Tones  nach  beendigter  Wirkung  der 
erregenden  Ursache  veranlassen  könne.  Wie  gut  sich  dieses  jedoch  durch 
die  Hypothese  von  Poisson  erklären  lasst,  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 

Ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  der  Luft  an  einer 
Stelle  eines  beiderseits  offenen  Rohres  Vq  und  ^o,  so  ist  die  Geschwindigkeit 
und  Verdichtung  an  dieser  Stelle,  nachdem  die  Theilwcllen  die  doppelte 
Länge  des  Rohres  wmal  durchlaufen  haben: 

wie  früher  bewiesen  wurde.'  Es  bedeutet  hier  b  einen  positiven  der  Ein- 
heit nahestehenden  echten  Bruch.  Ist  der  anfängliche  Zustand  im  Rohre 
durch  die  Gleichungen : 

v,==^;U)=f(x)  +  F{x) 
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gegeben,  so  würde  derselbe  nach  Ablauf  der  Zeit  durch  die  Aus- 
drucke SU  repräsentiren  sein : 

s  =  6*"  Sq  =  b'^'*  X  (x). 

Der  Factor  6^"  wird  schon  nach  einem  kleinen  Bruchtheil  Secunde  so  klein, 
dM8  Aie  Stärke  des  Tones,  welche  man  für  gewöhnlich  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  sQtzt,  unmerklich  werden  muss.  Ein  beider- 
seits offenes  Rohr  von  der  bei  akustischen  Versuchen  oft  angewendeten 
Länge  von  ^'"  wird  bei  einer  Temperatur,  die  etwas  grösser  als  0**  ist,  in 
der  Secnnde  666  Mal  durchlaufen,  da  in  diesem  Falle  die  Schallgeschwin- 
digkeit 333*"  beträgt.    Man  hätte  also  nach  Ablauf  einer  Secunde : 

v=zb^Vf^^     s  =  b^SQ. 

Dies  würde  für  b  =  0,99  geben : 

V  =  0,00124  »0,     5  =  0,00124 .% 

und,  wenn  man  b  =  0,9  annimmt: 

0,335355  0,335355 

^ — ro~""'^"'  *—   10»  •*'*• 

Ebenso  leicht  würde  es  sein,  für  ein  einerseits  gedecktes  Rohr  da^bahlige 
Erlöschen  des  Tones  nach  dem  Aufhören  der  erregenden  Ursache  nachzu- 
weisen, wie  es  soeben  für  ein  beiderseits  offenes  Rohr  geschehen  ist. 

Die  Poiss  on'sche  Hypothese  a$  =  kv  erfordert  dem  Vorigen  zufolge, 
die  Existenz  einer  längere  Zeit  währenden  erregenden  Ursache  anzuneh- 
ii^en,  wobei  man  sich  auch  über  die  Beschaffenheit  derselben  zu  entschei- 
den, also  den  Unterschied  zwischen  Resonanz  und  Anblasen  der  Röhren  zu 
intchen  hat. 

Die  theoretischen  Versuche,  bei  denen  man  von  der  Annahme  as=  kv 
ausgegangen  ist,  beschränken  sich  bis  jetzt  auf  drei,  welche  sich  indess 
Qiir  auf  die  Resonanz  der  Röhren  beziehen.  Der  erste  derselben  rührt  von 
Poisson  her,  der  zweite,  welcher  eine  auf  Versuche  gegründete  theil- 
veise  Verbesserung  des  ersten  ist,  von  Hopkins;  den  dritten  Versuch  hat 
Qu  et  gemacht,  er  bezieht  sich  auf  einen  andern  Fall  der  Resonanz,  als  die 
Arbeit  von  Poi SSO n.  • 

3.    Untersuchung  der  Resonanz  nachPoisson'^). 

Pbisson  hat  bei  seinen  Untersuchungen  nur  einen  ganz  speciellen 
Fall  im  Sinne  gehabt ,  er  hat  dies  zwar  nicht  ausdrücklich  ausgesprochen, 
es  geht  dies  jedoch  aus  seinen  Formeln  mit  Bestimmtheit  hervor.  Poisson 
dachte  sich  die  Luft  eines  Rohres  AB  (s.  Fig.  I.)  auf  folgende  Weise  in 
Schwingungen  versetzt:  dem  Querschnitt  J  wird  durch  eine  elastische 
Platte  fortwährend  Bewegung  ertheilt,  wodurch  die  Luft  des  Querschnittes  >1, 

*)   Mem.  de  i'Arml.  Roy.  de  Fvattcv  1817.   Tom.  H,  p.^\. 
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welche  jederzeit  dieselbe  Geschwindigkeit  beSltzt,  als  die  angrenzende 
Platte,  nach  einem  gegebenen  Geschwindigkeitsgesetze  in  Bewegung  ge- 
setzt «wird ,  welches  sich  allgemein  durch  v  =  g>{l)  für  or  =  0  ausdrücken 
lässt,  wobei  g){i)  eine  gegebene  Function  der  Zeit  bedeutet.  Poisson  be- 
trachtet^ den  Anfangszustand  als  gegeben ,  indem  er  annahm,  v  und  s  seien 
für  jede  Stelle  des  Rohres  für  (  =  0  bekannt,  für  das  Ende  B  also  für  ar=/ 
setzte  er  as^=zkv  fUr  jedes  /.  Dieser  Anschauungsweise  gemäss  bot^  sich 
'  nun  Poisson  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Bewegung  im 
Rohre  dar,  unter  if;(^)  und  %{x)  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Ver- 
dichtung verstanden : 

f{l  —  at)  —  F{l  +  a()  =  k{f{l  —  at)  +  F{l+ai)y 

Aus  diesen  Gleichungen  bestimmte  P  o  i  s  s  o  n  /*(z)  und  F(z)  für  jedes  z  und 
demnach  v  und  s  für  beliebige  x  und  /,  nahm  hierauf  für  g)(t)  gewisse  pe- 
riodische Formen  an ,  verwandelte  die  genauen  Ausdrücke  für  v  und  s  iu 
Näherungsformeln  und  zog  aus  letzteren  Schlüsse  über  die  Resonanz. 

Dieser  Poisson* sehen  Methode,  v  und  s  zu  bestimmen,  ziehe  ich  eine 
andere  vor^  welche  den  physikalischen  Vorgang  im  Rohre  besser  zu  über- 
sehen gestattet,  femer  halte  ich  es  nicht  für  nöthig,  anzunehmen,  dass  die 
Luft  im  Rohre  anfanglich  in  Bewegung  ist,  weil  bei  Ausführung  eines  un- 
ter die  betrachtete  Kategorie  gehörigen  Resonanzversuches  die  Luft  zu  An- 
fange sich  im  Gleichgewicht  beiindcn  würde ,  ich  setze  also  tp  (jr)  =  0, 
j^(j!r)  =  0,  wodurch  die  Rechnung  etwas  vereinfacht  wird;  endlich  wende 
ich  nicht  die  von  Poisson  gebrauchte  Näherungsmethode  an,  da  sie  Pois- 
son zu  einigen  falschen  Schlüssen  über  die  Resonanz  geführt  hat.  Im  Fol- 
genden gebe  ich  also  die  Futwickelung  der  Ausdrücke  für  v  und  5,  wenn 
t(;(j?)  =  Ound  j^(x)  =  Oj  wie  man  sie  auch  auf  Pols son's  Wege  oder  aus 
seinen  allgemeinen  Ausdrücken  für  v  und  $  erhalten  kann ;  die  Annahmen, 
von  welchen  ich  ausgehe,  sind  denen  Poisson^s  äquivalent,  da  sie  zu 
denselben  Resultaten  führen  als  die  seinigen. 

Man  denke  sich  zuvörderst  das  Rohr  ^^  nach  B  hin  unendlich  verlän- 
gert, die  Luft  anfänglich  im  Gleichgewicht  und  die  Geschwindigkeit  des 
(Querschnittes  A  für  jede  beliebige  Zeit  durch  v  =  (p(t)  für  x  =  0  gegeben, 
d.  i.  also : 

(p(l)  =  f(~  at)  +  F(at)  für  positive  /, 
(p(t)  ^^0  =  f(x  —  ^0  +  -^(^  +  «0  ^^^  positive  x  und  negative  /. 
Man  findet  aus  diesen  Gleichungien : 
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.  F(z)  =  0  für  positive  und  negative  z 
f(z)  =  0  für  positive  z  und 


f(z):=g)l j  für  negative  z, 


sodass  die  Gleichungen  VI) ,  welche  v  und  s  für  heliehige  x  und  i  bestim- 
men ,  übergehen  in : 

as  =  f(x  —  at)  =  (p\^i  — -j- 
Diese  Ausdrücke   von  v  und  as  zeigen,    dass   an   der  Stelle  x  solange 

X  X 

Ruhe  ist ,  als  /  ^  — ,  am  Ende  der  Zeit  —  beginnt  die  Bewegung ,  am 
Ende  der  Zeit  /  ist  die  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  x  so  gross,  als  sie  zur 

X 

Zeit  / am  Ende  A  war.     Am  Ende  A  entstehen  Wellen ,  in  denen  die 

Geschwindigkeit  f{x  —  ö/)  ,  die  Verdichtung  —  f(x  —  at)  ist,  diese  pflan- 
zen sich  mit  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  nach  rechts  fort.  Wenn  nun 
das  Rohr  nach  rechts  hinaus  nicht  in^s  Unendliche  verlängert  ist ,  sondern 
bei  ^begrenzt  ist,  so  werden  diese  Wellen,  wie  früher  gezeigt  wurde, 
bei  B  eine    Zurückwerfung    erleiden,   wobei   die    Geschwindigkeit    v   in 

y        »  =  6  p,  die  Verdichtung  in übergeht,  unter  h  ein  positiver  oder 

negativer,  der  Einheit  nahestehender  echter  Bruch  verstanden ,  je  nachdem 
das  Ende  B  offen  oder  geschlossen  ist.  Die  von  B  zurückkehrenden  Wel- 
len schreiten  nach  A  hin  fort,  wo  sie  eine  abermalige  Reflexion  erleiden; 
die  Poisso naschen  Formeln  geben  nun  merkwürdiger  Weise  zu  erkennen, 
dass  diese  Reflexion  am  Ende  A^  wie  an  einer  absolut  festen  Wand  vor  sich 

geht,  so  dass  also  die  Geschwindigkeit  bv  der  nach  A  gelangenden  Welle 

» 

in — bv  verwandelt  wird,  während   die  Verdichtung derselben er- 

a 

halten  bleibt.  Diese  beiden  ebengenannten  Vorstellungen  Über  die  Zurück- 
werfung der  von  A  ausgehenden  Wellen  an  B  und  A  liegen  in  Poisson's 
Formeln  verborgen ,  denn  man  gelangt  mit  Hülfe  beider  Vorstellungen  zu 
denselben  Ausdrücken ,  als  Pols son. 

Nach  dem  Vorigen  erhält  nun  der  Querschnitt  MM'  in  der  Entfer- 
nung X  vom  Ende  A  am  Ende  der  Zeit  /  folgende  Geschwindigkeiten  und 
Verdichtungen : 

Geschw.  q>\i j 

durch  die  directe  Welle  \  .       •         x\  ' 

Verd.       -<p{i--) 
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durch  die  bei  B  reflec- 
tirte  Welle 


durch  die  bei  B  und  A 
reflectirte  Welle. 


durch  die  bei  Ä,  A^  B  re- 
flectirte Welle 


durch  die  bei  B,  A^  B,  A 
reflectirte  Welle 


Geschw.     b(p\t ■ 1 

Verd.     --.^[/— __J 

Geschw.  ^-  ^9  J  t — .  — — —  I 

v..a,    -^[,-4l 

Geschw. cp\  t 

«     L  a     A 

Geschw.      6«g,r/— ii+^1 


Verd.       + 


u.  s.  w. 


VIII) 


Die  Schicht  MM'  hat  demnach  am  Ende  der  Zeit  t  folgende  Geschwindig- 
keit und  Verdichtung : 

_»,[,_li±£]_^,[,_ü^] 

_»,[,_li±f]+tv[,_liz^] 

Die  Ausdrücke  in  Nr.  VIII)  liaben  für  ein  /,  welches  ziemlich  eine  Se- 
cunde  beträgt,  schon  einige  Hundert  Glieder,  werden  aber  deshalb  nie  un- 
endlich gross ,  denn  setzt  man  sie  ins  Unendliche  fort,  wobei  man  alle  Glie- 
der positiv  annimmt  und  für  jedes  g?  den  Maximumwerth  von  9  (/)  setzt,  so 
gehen  dieselben  in  geometrische  Progressionen  über ,  deren  Summe  endlich 
ist,  weil  6  <  I.  Die  wirklichen  Werthe  von  v  und  «**  sind  stets  kleiner  als 
die  Summe  der  unendlichen  Reihen ,  in  welche  man  sie  auf  die  angegebene 
Weise  überfuhren  kann,  folglich  sind  r  und  s  selbst  stets  endlich.  Dass 
Poisson  V  und  s  in  manchen  Fällen  unendlich  fand,  rührt  nur  davon  her, 
class  er  nicht  die  allgemeinen  Formeln  in  Nr.  VIII),  sondern  Formeln  dis- 
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catirte,  die  er  aus  denselben  durch  zu  weit  getriebene  Näherung  erhalten 
hatte,  wie  Qu  et  bereits  bemerkt  hat. 

Wir  beginnen  nun  die  Discussion  der  Gleichungen  VIII)  mit  der  An- 
nahme, dass  dem  Querschnitte  A  eine  periodisch  wiederkehrende  Geschwin- 
digkeit mitgetheilt  werde,  sodass,  wenn  X  die  Wellenlänge  des  von  der 
Platte  erzengten  Tones  ist : 

Die  Gleichungen  VIII)  zeigen ,  dass  v  und  s  aus  Theilen  bestehen ,  von  de- 

•      X 
nen  ein  jeder  nach  Verlauf  der  Zeit  —  denselben  Werth  wieder  annimmt ; 

a  ' 

die  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  in  der  Röhre  und  an  den  Enden  der- 
selben halten  also  dieselbe  Periode  inne,  als  die  Geschwindigkeit  der  Platte ; 
die  Luft  in  der  Röhre  tönt  jederzeit  mit,  wenn  die  Platte  in  Bewegung  ge- 
setzt wird,  und  es  findet  somit  stets  eine  Resonanz  der  Röhre  statt,  in  wel- 
chem Verhältnisse  auch  /  und  A  stehen  mögen.  Dieses  auffällige  Resultat 
wird  übrigens  erklärlich,  sobald  man  sich  erinnert,  dass  die  elastische  Platte 
den  Querschnitt  A  nach  einem  gegebenen  Geschwindigkeitsgesetze  in  Be- 
wegung setzt,  die  Geschwindigkeit  (p(l)  wird  dem  Querschnitte  A  ertheilt, 
wie  sehr  auch  die  reflectirten  Wellen,  welche  von  B  nach  A  gelangen,  durch 
ihre  Verdichtung  sich  der  Bewegung  der  Platte  entgegensetzen.  Poisson 
hat  durch  seine  Annahme  über  die  Bewegung  der  Platte  also  eigentlich  aus- 
gesprochen, dass  der  Widerstand  der  reflectirten  Wellen  im  Rohre  stets 
dorch  die  Kraft  überwunden  werde,  welche  die  Platte  in  Bewegung  setzt. 
Bei  Ausführung  eines  Resonanzversuches  ist  dies  nicht  immer  möglich ,  die 
Schwingungen  der  Platte  werden  in  diesem  Falle  meist  durch  den  Violin- 
bogen erhalten,  dessen  Wirkung  zu  schwach  ist,  um  grosse  Widerstände  zu 
tiberwinden.  Die  Erfahrung  zeigt,-dass  unter  gewissen  Umständen  die  Luft 
in  Röhren  mittönt,  während  in  andern  Fällen  eine  Resonanz  nicht  statt- 
findet. Die  Gleichungen  VIII),  welche  zwar  unter  allen  Umständen  das 
li^intreten  der  Resonanz  angeben ,  können  übrigens  auch  dienen ,  diejenigen 
Fälle  zu  bestimmen ,  in  welchen  mit  Wahrscheinlichkeit  die  Resonanz  am 
leichtesten  eintritt,  sowie  die,  in  denen  sie  am  schwierigsten  herbeizuführen 
■ein  möchte.  Man  bedient  sich  hierzu  am  besten  folgender  Gleichungen, 
welche  V  und  8  für  x  =  0  und  x  =  l  angeben , 

+  6^(^-7)- +4 
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Am  leichtesten  tritt  bei  Versuchen  die  Resonanz  ein,  sobald  die  Ver- 
dichtung der  an  das  Ende  A  gelangenden  Wellen  die  Bewegung  der  Platte 
eher  fördert,  als  hemmt,  d.  i.  also,  wenn  die  Platte,  während  sie  sich  nach 
dem  Rohre  hinbewegt,  auf  möglichst  wenig  verdichtete  Luft  zu  wirken  hat, 
und ,  wenn  sie  nach  Aussen  bewegt  wird ,  unmittelbar  hinter  sich  im  Rohre 
starke  Verdichtung  zur  Unterstützung  hat.  Um  dieses  Kriterium  auf 
Gleichung  IX)  und  X)  anwenden  zu  können,  muss  man  eine  weitere  An- 
nahme über  die  Form  von  (p{t)  machen,  durch  welche  der  Verlauf  der 
Werthe  dieser  Function  etwas  näher  bestimmt  wird,  wir  machen  hier  die 
einfachste  Annahme ,  die  es  geben  kann  r 


,(„=-,[,+ £i±in]. 


indem  wir  voraussetzen ,  dass  die  Bewegung  der  Platte  mit  grösster  Regel- 
mässigkeit geschieht. 

Sind  die  Röhren  bei  B  offen,  so  ist  b  positiv,  die  rechte  Seite  der  2. 
Gleichung  in  Nr.  IX)  zeigt,  dass  die  Verdichtung  bei  A  der  Bewegung  der 
Platte  am  wenigsten  hinderlich  ist,  sobald: 


<p(0=q>(t--^y 


weil  in  diesem  Falle  «^  sehr  klein  oder  negativ ,  wenn  y>  (t)  positiv  ist,  wäh- 
rend Sg  einen  beträchtlichen  positiven  Werth  hat,  sobald  fp(t)  negativ, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  Platte  nach  Aussen  gerichtet  ist.  Hält  man 
die  eben  aufgestellte  Bedingungsgleichung  mit  der  früheren : 

zusammen,  so  ergiebt  sich 

nk  _  2nk 

~^  ~"     4     ' 

die  Verdichtung  an  A  würde  der  Bewegung  der  Platte  fortwährend  hem- 
mend entgegenwirken,  sobald 

v(0=-9>('— ^) 
ist,  woraus  sich  in  Anbetracht  der  Gleichung 

<p(0 =-<?(' ±(«  + 4)^) 

ergiebt : 

,_(2«+l)A. 
/ j-        , 

im  ersten  Falle,  in  welchem  /= ,  giebt  die  Gleichung  X) 
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2n  <4- 1 
im  «weiten  Falle,  in  welchem  /=  — - —  .Xy  erhält  man  aus  X) 

4 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  Intensität  des  am  Ende  B  an  die  Luft 
übertragenen  Tones  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  der  Luft  an  dieser 
Stelle  proportional  gesetzt  zu  werden  pflegt ,  so  kann  man  das  Vorige  zu- 
sammenfassen, wie  folgt:  ein  hei  B  offenes  Rohr  hindert  die  Bewegung  der 
Platte  am  wenigsten,  wenn  seine  Länge  ein  gerades  Multiplum  des  Wellen - 
Tiertels  ist,  wohei  jedoch  auch  die  Kesonanz  am  schwächsten  ist;  ein  bei 
B  offenes  Rohr  hindert  die  Bewegung  der  Platte  am  meisten ,  sobald  seine 
Länge  ein  ungerades  Multiplum  des  Wellenviertels  ist.  Man  würde  ebenso 
nachweisen  können ,  dass  die  Bewegung  der  elastischen  Platte  um  so  mehr 

Widerstand  erfährt,  jemehr   sich   /   einem   ungeraden  Multiplum   von  — 

4 

nähert,  wobei  in  demselben  Maasse  die  Resonanz  zunimmt  etc. 

Ist  das  Rohr  am  Ende  B  geschlossen,  so  ist  b  negativ,  man  würde  für 
diesen  Fall  aus  den  Gleichungen  IX)  und  X)  nachweisen  können ,  dass  die 
Schwingungen  der  Platte  bei  A  um  so  weniger  gehindert  werden,  je  mehr 

sich  /  einem  ungeraden  Multiplum  von  — -  nähert,  wobei  übrigens  zu- 
gleich die  Stärke  der  Resonanz  abnimmt;  die  Schwingungen  der  Platte  bei 
A  werden  um  so  mehr  gehemmt  und  die  Resonanz  wird  um  so  stärker ,  je 

näher  /  einem  geraden  Multiplum  von  y  steht. 
Die  Voraussetzungen 

welche  über  die  Function  <p  gemacht  wurden ,  bedingen  die  Existenz  von 
Schwingungsknoten  im  Rohre ,  sobald  dessen  Länge  nicht  zu  unbedeutend 
ist  Jeder  Querschnitt  des  Rohres  erhält  seine  Geschwindigkeit  durch  eine 
^irecte,  einmal,  zweimal  reflectirte  Welle  etc.;  an  Stellen,  wo  die  einmal 
reflectirte  Welle  die  Geschwindigkeit  der  directen  Welle ,  die  dreimal  re- 
flectirte Welle  die  Geschwindigkeit  der  zweimal  reflectirten  Welle  u.  s.  w. 
^^  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  möglichst  aufhebt,  findet  jederzeit  ein 
Minimum  von  Bewegung  statt.  Dies  tritt  bei  Röhren ,  welche  bei  B  oflfen 
"^d,  an  Stellen  ein,  wo 

'-7  =  ' 7-  +  (''  +  *)t 

^««m  es  ist  in  diesem  Falle : 
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^('-7)=-('-^) ' 

U.   8.  W. 

und  die  Nachbarglieder  von  y,  Gleichung  VIII),  heben  sich  in  jedem  Augen- 
blicke so  ziemlich  auf.    Obige  Bedingungsgleich ang  giebt  aber: 

2n+  l  l 

l  —  ar  = , 

4        a 

d.  h.  die  Knotenstellen  besitzen  uYiter  einander  die  Entfernung  einer  gera- 
den Anzahl  von  Viertelwellenlängen,  während  der  dem  offenen  Ende  zu- 
nächst liegende  Knoten  um  eine  Vietelwellenlänge  von  demselben  ent- 
fernt ist. 

Sind  die  Eöhren  bei  B  geschlossen,  so  wird  b  in  Gleichung  VIII)  ne- 
gativ, V  wird  daher  an  den  Stellen  zu  jeder  Zeit  Minimum,  an  welchen: 


Hieraus  findet  man 


X        ^       21  — X    ,       k 

t =  t [-n  — 

a  a  a 


«  ,        2nX 


2  4 

(1.  h.  die  Entfernung  der  Schwingungsknoten  unter  sich  und  vom  geschlos- 
senen Ende  B  ist  einer  geraden  Anzahl  von  Viertelwellenlängen  gleich. 

Dies  sind  die  Resultate,  welche  aus  den  allgemeinen  Formeln  Pois- 
son's  unter  Einführung  der  Bedingung  hervorgehen,  dass  die  Luft  im 
Rohre  anfänglich  sich  im  Gleicligewichte  befindet.  Ich  hatte  diese  Ergeb- 
nisse gern  auf  einem  strengeren  Wege  abgeleitet,  allein  die  Allgemeinheit 
der  Ausdrücke  widerstand  mednen  Versuchen,  ausserdem  hielt  ich  es  für 
weniger  nothwendig,  bedeutende  Anstrengungen  zur  Auffindung  einer  bes- 
seren Herleitung  der  Resultate  zu  machen ,  weil  dieser  besondere  Fall  der 
Resonanz  ganz  so,  wie  ihn  Poisson  vor  Augen  hatte,  nicht  in  Ausführung 
gebracht  werden  kann  und  weil  endlich  aus  Hopkin's  Versuchen  hervor- 
geht,  dass  Poisson's  Annahmen  über  den  Zustand  am  Ende  der  Röhren 
jedenfalls  einer  Correction  bedürfen. 

Vergleich  der  erhaltenen  Resultate  mit  der  Erfahrung. 

Als  Poisson's  Untersuchungen  bekannt  wurden,  kannte  man  die  Re- 
sonanz in  beiderseits  offenen  oder  einerseits  geschlossenen  Röhren  nur  in 
denjenigen  Fällen,  in  welchen  die  Tonquelle  sich  zwar  in  der  Nähe  der 
Röhre  befand ,  jedoch  nicht  unmittelbar  auf  den  Querschnitt  A  der  Röhre, 
sondern  nur  mittelbar  durch  zwischenliogende  Luftschichten  auf  denselben 
wirkte.  Man  wusste,  dass  in  solchen  Fällen  die  beste  Resonanz  für  die 
Normaltonreihe  der  Röhren  eintritt,  d.  h.  dass  ein  beiderseits  ofifenes  Rohr 
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2/ 
die  beste  Resonanz  für  die  Tonreihe  A  =  — ,   ein   einerseits  geschlossenes 

4/        . 
Rohr  für  die  Tonreihe  - — -r-—  giebt.    Mit  diesen  Erfahrungen  stehen  aller- 
dings Poisson 's  Besnltate  in  der  von  ihm  aasgesprochenen  Form  insofern 
im  Widerspruche,  als  ein  am  Ende  B  offenes  Rohr  nach  seiner  Behandlung 
wie  ein  einerseits  geschlossenes  zu  betrachten  ist,  da  er  an  der  Platte  die 

Reflexion  wie  an  einer  absolut  festen  Wand  annahm ,  er  sprach  aber  einem 

4/ 
solchen  Rohre  die  Resonanz  für  die  Tonreihe  - — : —  geradezu  ab.    Hop- 

kins*)  hat  sich  nun  das  Verdienst  erworben,  den  Widerspruch  zu  lösen, 
indem  er  den  Fall,  welchen  Poisson  analytisch  behandelte,  möglichst 
durch  das  Experiment  zu  verwirklichen  suchte. 

Zur  Hervorbringung  des  Tones  benutzte  er  eine  Scheibe  gewöhnlichen 
Fensterglases,  welche  in  horizontaler  Lage  durch  eine  Zange  festgehalten 
wurde ;  die  Scheibe  wurde  durch  Streichen  ihres  Randes  mit  dem  Violin- 
bogen zum  Tönen  gebracht  und  hierauf  eine  cylindrische  Röhre  —  ihre 
Axe  senkrecht  —  über  die  Scheibe  gebracht  und  in  einem  Halter  festge- 
klemmt. Die  Röhre  wurde  ttber  einem  Schwingungssegment  der  Platte  fest- 
gehalten, d.  h.  über  einer  Stelle  derselben,  deren  Theile  sich  gleichzeitig 
in  gleichem  Sinne  bewegen.  Um  die  Communication  der  innem  und  äussern 
Luft  KU  hindern,  wurde  die  Röhre  der  Glasscheibe  so  nahe  gebracht,  als 
68  geschehen  konnte ,  ohne  die  Schwingungen  der  letzteren  zu  stören  und 
hierauf  ein  Tropfen  Flüssigkeit  auf  das  Schwingungssegment  gegossen, 
welcher  durch  seine  Adhäsion  an  den  Rändern  der  Röhre  und  an  der  Scheibe 
den  Zwischenraum  zwischen  beiden  auch  während  der  Schwingungen  voll- 
ständig  ausfüllte. 

Hopkins  fand  bei  seinen  Versuchen,  dass  die  Luft  in  der  Röhre  fast 
bei  jeder  Länge  derselben  mitschwingt  und  den  Ton  der  Platte  annimmt, 
er  fand  in  Uebereinstimmung  mit  der  Theorie,  dass  die  Schwingungen  der 
Glasscheibe  am  wenigsten  durch  die  Gegenwart  eines  bei  B  geschlossenen 

Rohres  gestört  werden,  sobald  /  = il  ist.  Je  mehr  sich /von  diesem 

4 

Werthe  entfernt,  desto  mehr  werden  die  Schwingungen  der  Scheibe  gehin- 

dert  und  desto  stärker  wird   die  Resonanz ,  bis  endlich ,  wenn  /  =  -7—) 

4 

die  Scheibe  durch  den  Violinbogen  kaum  mehr  in  Bewegung  zu  setzen  ist. 
Bei  Röhren,  welche  am  Ende  B  offen  sind,  stimmen  Theorie  und  Erfahrung 
weniger  vollkommen  überein,  Hopkins  Resultate  lassen  sich  in  diesem 
Falle  auf  folgende  Weise  ausdrücken:  Ist  C  eine  zwischen  0  und  ^k  ent- 
haltene Grösse,  so  ist  die  Röhrenlänge,  bei  welcher  sich  die  Scheibe  am 


*)  Poggend.  Ann.  Bd.  XLIV.  S.  603. 
Ztlttehrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  II.  18 
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leichtesten  in  Schwingungen  versetzen  lässt,  /=  — C,  bei  dieser  Länge 

findet  auch  die   schwächste  Resonanz  statt;  je  mehr  sich  /   der   Grösse 

•^^ ^ C  nähert ,  desto  stärker  wird  die  Resonanz  und  desto  schwie- 

4 

riger  ist  die  Scheibe  in  Bewegung  zu  setzen ,  die  Resonanz  nimmt  hierbei 
so  stark  zu ,  dass  sie  schliesslich  unerträglich  wird ,  und  dass  sich  dieselbe 
Vibrationsart  der  Platte  nicht  mehr  unterhalten  lässt.  —  Die  Grösse  C  ist 
stets  zwischen  0  und  j>  X  enthalten,  ist  abhängig  von  k  und  vom  Durchmesser 
der  Röfire,  ohne  jedoch,  wie  es  scheint,  in  einer  einfachen  Beziehung  zu 
denselben  zu  stehen.  Die  Länge  C  nennt  Hopkins  die  Versetzung  der 
Schwingungsknoten,  —  aus  welchem  Grunde  —  werde  ich  weiter  unten  an- 
geben. 

Versuche  ttber  die  Lage  der  Schwingungsknoten  stellte  Hopkins  mit 
Hülfe  einer  ttber  einen  kleinen  Rahmen  gespannten  Membran  an,  deren 
Spannung  beliebig  verändert  werden  konnte.  Dieser  Apparat  wurde  an 
einem  Faden  in  das  Rohr  eingelassen,  nachdem  auf  die  Membran  einige 
Sandkörner  gebracht  worden  waren.  Die  stärkere  oder  schwächere  Bewe- 
gung der  Sandkörper  zeigte  nun ,  in  welchem  Bewegungszustande  sich  die 
Luft  an  der  betreffenden  Stelle  befand.  Hopkins  fand  zunächst  mit  Hülfe 
der  sehr  empfindlich  gemachten  Membran,  dass,  wie  auch  die  Theorie  zeigt^ 
an  keiner  Stelle  der  Röhre  während  der  Schwingungen  absolute  Ruhe  statt- 
findet. Mit  Hülfe  einer  weniger  empfindlichen  Membran  fand  er  im  Rohre 
Stellen  kleinster  Schwingung ,  welche  die  Membran  durch  XJnbeweglichkeit 
des  Sandes  anzeigte.  Die  Innern  Knotenabstände  betrugen  in  offenen,  wie 
in  geschlossenen  Röhren  immer  eine  gerade  Anzahl  halber  Wellenlängen, 
so  wie  stets  der  letzte  Knoten  vom  geschlossenen  Ende  B  einer  Röhre  \k 
entfernt  war.  Bei  offenen  Röhren  war  der  letzte  Knoten  nicht,  wie  die  Theorie 
lehrt,  eine  Viertelwellenlänge,  sondern  \X -^  C  vom  offenen  Ende  entfernt, 
wobei  C  die  bereits  weiter  oben  erwähnte  Grösse  ist,  welche  im  Allgemei- 
nen zwischen  0  und  ^k  enthalten  ist  und  von  k  und  dem  Durchmesser  des 
Rohres  abhängig  ist.  Man  sieht,  dass  C  sehr  passend  die  Versetzung  der 
Knoten  genannt  wird,  da  nur  der  Abstand  des  letzten  Knotens  vom  offenen 
Ende  nicht  mit   dem  theoretischen  übereinstimmt,   während    die   inneren 

Knotenabstände,   wie  die  Theorie  erfordert,   betragen,  und  somit  das 

ganze  Knotensystem  um  die  Länge  C  dem  offenen  Ende  der  Röhre  näher 
gerückt  erscheint.  Folgende  kleine  Tabelle  giebt  einige  der  H  o  p  k  i  n  s'schen 
Beobachtungen ,  deren  Resultate  ich  soeben  erwähnt  habe. 
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Durchmesser  der  Bohre  =  1*35  engl.  Zoll. 


Werth  von 
i  Abel  630  F. 


eog\.  Zoll 

2,044 

3,994 
4,82 


Abstand  d.  Knotens  y.  B 


berechnet 


eng-l.  Zoll 

4   11,24 

(     7,15 

9,98 

7,23 


beobachtet 


eng'l.  Zoll 

10,88 
6,78 
9,51 


Verschiebung  der 
Knoten. 


C. 


0,36 
0,37 
0,47  =z  0,06  X 


I  0,365=0, 


09X 


6,64        0,59  =  0,061 


4.  Theorie  der  Besonanz  nach  IIopkins*). 

Wie  Poisson  hat  auch  Hopkins  angenommen,  dass  die  Luft  an  dem 
einen  Ende  J  nach  dem  gegebenen  Geschwindigkeitsgesetze  Vq=(p  (/)  in 
Bewegung  gesetzt  werde ,  er  hat  demnach  für  das  Ende  A  die  Bedingungs- 
gleichung g)  (<)-= /*( —  ai)  +  F(at)  aufgestellt.  Den  Anfangszustand  im 
Rohre  betrachtet  er  ebenfalls  als  gegeben ,  sodass  man  setzen  könnte : 

^(x)=f(x)  +  F(x) 

Am  Ende  B  nimmt  die  Luft  ebenfalls  eine  periodische. Bewegung  an,  wie 
vnEnde  J,  die  Periode  des  Querschnittes  B  ist  auch  dieselbe,  als  die  Pe- 
riode des  Querschnittes  A ,  allein  die  Bewegung  bei  B  ist  gegen  die  Bewe- 
gung bei  A  nach  Hopkins  nicht  um  — ,  sondern  um f-  c,  wobei  c  eine  po- 

'^  a  a 

sitiTe  Zahl,  verzögert.  Diese  Annahme  drückt  Hopkins  durch  die 
Gleichung  ans : 

t/'i  [r—.i^]  =/•(/— «0  +  F(l  +  ai). 

Aus  den  angegebenen  Oleichungen  bestimmen  sich  nun  alle  Werthe  von  f 
und  F  und  demnach  jedes  v  und  s  für  eine  beliebige  Stelle  des  Rohres  und 
Ar  eine  beliebige  Zeit  /. 

£b  liegt  nicht  in  meiner  Absicht,  hier  nach  Hopkins'  Methode  die 
ungemeine  Bestimmung  von  v  und  s  durchzuführen ,  da  dieselbe  sehr  um* 
itiodlieh  ist  und  zu  Formeln  führt,  deren  Allgemeinheit  die  Discussion 
ausserordentlich  erschwert.  Ich  hielt  es  jedoch  für  nützlich,  hier  ebenso, 
wie  bei  den  Pois  so  naschen  Formeln  zu  untersuchen,  welche  Geschwin- 
digkeit und  Verdichtung  jeder  Querschnitt  des  Rohres  erhält,  die  einzelnen 
Wellen  auszumitteln ,  welche  demselben  Geschwindigkeit  und  Verdichtung 
ertheilen  und  namentlich  die  Reflexionsgesetze  aufzufinden,  welche  in  den 
Hopkins 'sehen  Formeln  verborgen  liegen.  Auf  diesem  Wege  erkennt 
man ,  welchen  physikalischen  Vorgang  die  Formeln  darstellen  und  erlangt 
somit  auch  ein  Urtheil  über  den  Werth  der  Theorie  selbst. 


*)  Poggend.  Ann.  Bd.  44.  S.  240. 


\^* 


260  lieber  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren. 

Ich  erhielt  genau  diejenigen  Ausdrücke,  welche  mau  aus  Hopkins 
allgemeinen  Werthen  von  v  und  s  ableiten  kann ,  wenn  man  anfängliches 
Gleichgewicht,  also  i(;  (a:)  =  0 ,  3f(j:)  =  0  annimmt,  als  ich  von  folgenden 
Voraussetzungen  ausging :  Dem  Querschnitt  A  wird  Geschwindigkeit  nach 
dem  gegebenen  Gesetze  ro  =  9>(^)  ertheilt,  dessen  Abänderung  durch  die 
Beschaffenheit  der  Kraft  vorgebengt  wird ,  welche  die  Platte  bei  A  in  Be- 
wegung setzt.  Die  Bewegung  von  A  theilt  sich  den  im  Rohre  enthaltenen 
Luftschichten  mit,  sodass  die  Geschwindigkeit  und  Verdichtung,  welche  die 
Stelle  X  am  Ende  der  Zeit  i  durch  die  directe  Welle  erhält. 


^(,_^)nndi<p(r-:^) 


sind.  Diese  Welle  erleidet  am  Ende  B  eine  vollständige  Zurückwerfung, 
ohne  ihre  Intensität  zu  ändern,  gelangt  hierauf  rückwärts  nach  A^  wo  eben- 
falls eine  vollständige  Zurückwerfung,  wie  an  einer  absolut  festen  Platte 
erfolgt  u.  s.  w.  Der  Verschluss  oder  die  Luft  bei  B  werden  durch  die  Wel- 
len ,  welche  dahin  gelangen ,  in  eine  Bewegung  von  gleicher  Periode ,  wie 

l  ^  c 
die  Bewegung  von  A^  versetzt,  welche  aber  um  die  Zeit gegen  die 

Bewegung  von  A  verzögert  erscheint,  sodass  man  zur  Zeit  im  A  t?  =  9>(/), 

in  ß  »  =  ^1  ( / )  hat,  wobei  tp,  die  noch  unbekannte  Function  der 

Zeit  bezeichnet,  welche  die  Geschwindigkeit  des  letzten  Querschnittes  bei 
B  ausdrückt.  Letztere  Geschwindigkeit  erzeugt  eine  nach  A  fortschreitende 
Welle ,  welche  der  Stelle  x  direct  die  Geschwindigkeit  und  Verdichtung 

L  a  a     J  a        L  a  a      J 

mittheilt.  Auch  diese  Welle  erleidet  an  den  Enden  vollständige  Zurück- 
werfung. —  Diese  Voraussetzungen ,  durch  welche  ich  mit  Benutzung  des 
Principes  der  Uebereinanderlagerung  der  Wirkungen  zu  Hopkins'  theo- 
retischen Formeln  gelangte,  und  welche  demgcmäss  in  letzteren  versteckt 
enthalten  sind,  dienen  gerade  nicht  zur  Empfehlung  der  Theorie  Hop- 
kins", da  sie  geradezu  Widersprüche  enthalten,  so  z.  B.  kann  man  nicht 
recht  begreifen,  wie  Wellen  vom  Ende  B  mit  resp.  unveränderter  Geschwin- 
digkeit und  Verdichtung  zurückkehren  und  dennoch  daselbst  die  Luft  oder 
die  Verschlussplatte  in  die  periodische  Geschwindigkeit  t^i(<)  versetzen 
können.  Hopkins  benutzt  nun  seine  Formeln,  um  aus  ihnen  zunächst 
nachzuweisen,  welche  Röhrenlängen  der  Resonanz  günstig  oder  ungünstig 
sind.  Die  erhaltenen  Resultate  stimmen  allerdings  mit  den  Ergebnissen 
seiner  Versuche,  allein  dies  kann  seiner  Theorie  nicht  zum  Vortheil  ge- 
reichen, da  die  Beweisführung  nicht  streng  ist;  so  z.  B.  hält  er  die  Reso- 
nanz bei  denjenigen  Röhrenlängen  für  unmöglich,  welche  seine  Ausdrücke 
für  V  und  s  sehr  gross  machen,  allein  in  diesem  Falle  kann  eine  alge- 
braische  UnmögUcbkeit  nicht  eine  phyaikalis^ihe  Unmöglichkeit  bedeuten. 
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Hierauf  nimmt  nan  allerdings  Hopkins  eine  sogenannte  Umformung 
seiner  Ausdrücke  vor,  indem  er  eine  gewisse  Beziehung  zwischen  ^i  und 
9  festsetzt,  allein,  wenn  man  die  Sache  näher  untersucht,  findet  man  eine 
totale  Veränderung  der  Voraussetzungen,  denn  man  gelangt  zu  seinen  neuen 
Formeln,  indem  man  unter  Beibehaltung  der  übrigen  Voraussetzungen  an- 
nimmt  I  dass  die  Zurückwerfung  am  Ende  B  nach  Poisson^s  Ansicht  er- 
folge, d.  h.  dass  die  Wellensystome  g>  und  if;  so  oft  sie  an  B  Zurückwerfung 
erlitten,  die  Oeschwindigkeiten  und  Verdichtungen  v  und  8  in  bv  und  —  bs 
omtauschten ,  unter  b  einen  positiven  oder  negativen  der  Einheit  ziemlich 
gleichen  Bruch  verstanden,  je  nachdem  B  offen  oder  geschlossen  ist. 

Hopkins  hat  aus  seinen  ersten  und  den  letzten  umgeformten  Aus- 
drücken Resultate  erhalten,  welche  mit  seinen  Experimenten  Übereinstim- 
men, allein  Mangel  an  Klarheit  und  Strenge  machen  seine  Theorie  unge- 
niessbar.  Auf  der  andern  Seite  ist  jedoch  nicht  zu  verkennen,  dass  in  ihr 
eine  gute  Idee  verborgen  liegt ,  welche  sich  zu  einer  getreuen  mathemati- 
schen Darstellung  der  Erscheinungen  eignet.  Es  ist  dies  die  Idee :  die  an 
das  Ende  einer  verschlossenen  Röhre  gelangenden  oder  aus  einer  offenen 
Röhre  austretenden  Wellen  versetzen  resp.  die  Verschlussplatte  selbst  oder 
die  Luft  in  einiger  Entfernung  vor  der  Köhre  in  Schwingungen.  Im  ersten 
Falle  sendet  die  Versohlussplatte  Wellen  nach  Innen  und  Aussen,  im  zwei- 
ten Falle  verhält  sich  eine  vor  der  Röhre  gelegene  Stelle  wie  eine  primitiv 
erschütterte  und  sendet  Wellen  nach  allen  Seiten  und  somit  auch  in  das 
Rohr  zurück.  Hopkins  hat  diese  Idee  auch  bei  Gelegenheit  der  Mitthei- 
lung seiner  Versuchsresultate  ausgesprochen  und  hat  dieselbe  auch  wohl  in 
seiner  Theorie  zur  Geltung  bringen  wollen. 

5.  Theorie  der  Resonanz  von  cylindrischen  Luftsäulen 

nach  QüBT*). 

Qu  et  hat  sich  mit  dem  besondern  Falle  der  Resonanz  beschäftigt,  bei 
welchem  nicht,  wie  Poisson  und  Hopkins  voraussetzten,  der  Querschnitt 
^  der  Röhre  direct  durch  eine  elastische  Platte  Geschwindigkeit  und 
Verdichtung  erhält,  sondern  bei  welchem  sich  die  Tonquellc  entfernt  von 
^^r  Röhre  befindet  und  demnach  dem  Querschnitt  4  mittelbar  Geschwin- 
digkeit und  Verdichtung  ertheilt  wird.  Quet  nimmt  an,  dass  die  bei  A 
eintretenden  Luftwellcn  daselbst  der  Luft  Geschwindigkeit  nach  dem  Go- 
wtze  mittheilen  ,  dass  für  a;  =  0,  »  =^  9)(f)  und  die  Verdichtung  an  dersel- 
ben Stelle  *  =  —  q>(t)  sei ,  welche  letztere  Beziehung  as  s=zv  immer  mit 

hinreichender  Annäherung  an  Stellen  stattfindet,  welche  sich  in  beträcht- 
"cher  Entfernung  von  der  auf  die  freie  Luft  einwirkenden  Tonquello  be- 
nnden.  Die  dem  Querschnitt  A  mitgcthcilte  Geschwindigkeit  und  Verdicli- 
*^ng  pflanzt  sich  im  Rohre  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  dem  Endo  B 

*)  JouTH.  dvü ttutthim. pures  et  appliq,  p.  Liouviile,  Tom.  XX.  V. 
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hin  fort,  sodass  der  Querschnitt  MM'  in  der  Entfernung  x  vom  Ende  A  zur 
Zeit  /  durch  die  von  Ä  ausgehende  directe  Welle  die  Geschwindigkeit  und 
Verdichtung 

."('-7)'   7''('-f-) 

erhält.  Haben  die  von  Ä  ausgehenden  Wellen  das  offene  oder  geschlossene 
Ende  B  erreicht,  so  findet  daselbst  eine  Zurückwerfung  nach  dem  Pois- 
so naschen  Gesetze  statt,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  v  und  die  Verdichtung 
9  der  Welle  wird  inhv  und  — bs  verwandelt,  die  Wellen  kehren  vom  Ende 
B  nach  Ä  hin  zurück,  wo  sie  abermals  eine  Zurückwerfung  nach  dem 
P  o  i  s  s  o  naschen  Gesetze  erleiden,  indem  die  Geschwindigkeit  und  Verdich- 
tung  bv  und  —  bs  mbcv  und  bcs  sich  verwandeln,  von  A  gehen  die  Wellen 
wieder  nach  B  etc.  etc.  So- oft  die  Wellen  an  B  zurückgeworfen  werden, 
verwandelt  sich  v  und  s  mbv  und  — 6«,  so  oft  sie  an  A  zurückgeworfen 
werden,  v  und  s  in  cv  und  — c«,  wobei  b  und  c  der  Einheit  nahe  echte 
Brüche  sind,  b  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  B  offen  oder  geschlos- 
sen ,  c  ist  stets  positiv.  Man  findet  hierauf  leicht,  dass  am  Ende  der  Zeit  t 
der  Schnitt  MM'  von  den  reflectirten  Wellen  folgende  Geschwindigkeiten 
und  Verdichtungen  erhält: 

Geschw.       bfpii j 

Verd.      -^^.___j 

Geschw.     oc(p{l j 

Verd.         -^[t —) 

l  Geschw.     b^ctpyt ) 

durch  die  an  5,  >4, 5  re-  1  \  a      J 

flectirte  Welle  |  yerd.     _i.c<p(/-ii^) 

etc.  etc. 

Die  Schicht  MM'  besitzt  daher  am  Ende  der  Zeit  i  die  totalen  Ge- 
schwindigkeiten und  Verdichtungen: 

.=,(,_f)+,„(,_^i_f),..,(,_H£±f)H...,(,_t!zf) 

Aus  dem  V^orhorgehendcn  ergiebt  sich,  dass  Qu  et  auf  eine  geschickte 
Weise  die  Theorie  der  Resonanz  mit  demEixi^eT\mftii\.N^x^le\chbar  gemacht 


durch  die  an  B  reflec- 
tirte  Welle. 


durch  die  an  ß,  A  reflec- 
tirte  Welle 
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bat  Die  Annahme,  dass  die  Luft  bei  A  durch  eine  entfernte  Tonquelle  in 
Bewegung  gesetzt  wird ,  lässt  sich  immer  realisiren ,  sie  gestattet  ausser- 
dem, ohne  neue  willkürliche  Annahmen  denEinfluss  der  reflectirten  Wellen 
auf  die  Erregungsstelle  A  in  Rechnung  zu  ziehen;  endlich  hat  Qu  et  durch 
Einführung  der  Poisso naschen  Hypothese  as^=  kv  seine  Theorie  von  vorn 
berein  geschickt  gemacht,  das  baldige  Aufhören  der  Resonanz  nach  dem 
Aufhören  des  Tones  der  Tonquelle  zu  erklären. 

Dass  die  Gleichungen  XI)  nie  unendlich  grosse  Werthe  für  v  und  s 
geben  können,  erkennt  man,  wie  bei  den  Poisson'schen  Gleichungen  VIII), 
indem  man  alle  Glieder  mit  positivem  Vorzeichen  versieht,  alle  q>  einander 
and  dem  Maximum  von  q>  gleichsetzt  und  sich  erinnert,  dass  b  und  c  echte 
Brüche  sind.  Man  kann  sich  die  Gleichungen  XI)  auch  als  unendliche 
Reihen  denken,  indem  man  berücksichtigt,  dass  die  unendliche  Fortsetzung 
der  Glieder  immer  convergente  Reihen  liefert  und  —  da  die  endliche  Reihe 
selbst  nach  kurzer  Zeit  schon  ein  paar  Hundert  Glieder  hat —  bei  weiterer 
Fortsetzung  v  und  s  nur  um  ausserordentlich  kleine  zu  vernachlässigende 
Grössen  vermehrt.  Qu  et  hat  sich  die  Glieder  bis  ins  Unendliche  fortge- 
setzt gedacht  und  dann  für  g>(l)  folgende  periodische  Function  der  Zeit 
eingesetzt : 

q){()  =  h  stn  — - — ,  <« 

wobei  h  eine  constante  Grösse  und  A  die  Wellenlänge  des  Tones  der  Ton- 
quelle  bedeutet.  Die  Gleichungen  XI)  gehen  in  diesem  Falle  in  geschlos- 
sene Ausdrücke  Über ,  welche  er  zur  Dincussion  benutzt  und  aus  denen  er 
seine  Schlüsse  über  die  Resonanz  der  Röhren  zieht.  Die  Einführung  der 
angegebenen  Substitution  in  XI)  giebt  zunächst : 

v=hun^(at—x)  +hbcsin^(at—x—^r)  +  hb*c^sm^{ai'-X''4l)+.. 

^br  2xC  27E 

+hbsm^{ai+X'2t)  +  hl}'csin  —  (al+x-il)  +  hb^(^sin  —  {at+X'-6l)+,, 

K  "  ^ 

asz==,  ksin^—  {at--  x)  +  hbc  sin^  {at—x—2t)  +  hb^c*sin-^{ai---x  --^1)+,, 

A  A  A 

™^ndet  man  hierauf  die  leicht  zu  verificirende  Formel  an : 

-*m  y  +  e  sin  (y  —  z)  +  ^  sin  (y  —  2-:)  +  (^  sin  (y  —  3z)  + 

sin  y  —  e  sin  (y  +  z) 

1  —  2ecos  z+  e* 

®^    Orhält  man  : 


264  Ueber  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren. 

sin—{at  —  x)  —  ft  c  51«  —  (o/  —  a?  +  2/) 

1 — ^bccos—- — h  o'c* 
hb\sin^{at—^l  +  x)  —  bcsinY{at  +  x)'\ 

1 — 26CC05-—  +  6*c* 

wobei  das  obere  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  aaf  &,  das  untere  auf  as 
zu  beziehen  ist.  Trennt  man  nun  in  diesen  Ausdrücken  die  Variabelen  t 
und  X ,  so  kann  man  v  und  s  in  folgende  Form  bringen : 

„/ .    .    2«a/        ^        2«aA 

xn)^  )       -  ^     { 

15  =  J7  ( i4  5iyt  — D  cos  — —  j, 


wobei : 


H  = 


1 26c  C05—; h  6'c* 


Xm)   ^  ^        /,.,..  X    .    2;ra:.,   ^„   .     .    .    2w(2/— x) 
^  ^  =  (1  +  b*c)  sm-——  +  b  (l  +  c)  stn ^^ 

^    =  (l  4-6'r)co5  — 6(1  +c)  CO* ^^ 

B  =  (l — b*c)stn 6(1  —  c)  sm ^ ^ 

Das  Resonanzvermögen  untersucht  Qu  et  auf  die  Weise,  dass  er  die  Ge- 
schwindigkeit V  am  Ende  B  bestimmt,  wobei  er  den  Ausdruck  für  dieselbe 
in  eine  für  die  Discussion  geeignete  Form  bringt.    Am  Ende  B  ist : 

^  =  (l  4-  6)  ( l  —  6c)  C05 -^ 

^=(l+6)(l  +  6c)5iVi^; 
V  kann  man  auch  schreiben : 

V  z=HyA^+  B^\-—==sin—- cos -——  l 

\]/a*+P^  ^  j/A^  +  B*  ^    J 

oder  indem  man  setzt : 

A 

:  =  COS  G 

j/A'+B* 

:  =  sin  S , 
j/A^+B" 
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wobei  man  sich  anter  S  irgend  einen  den  vorigen  Gleichungen  genügenden 
Winkelwerth  denken  ^ann : 

Die  Stärke  des  Tones,  welcher  von  B  aus  an  die  Luft  tibertragen  wird ,  ist, 
wie  man  ans  der  vorigen  Oleichang  ersehen  kann,  der  Grösse  B*(A*+  B*) 
proportional,  welche  Qu  et  deswegen  als  Maass  für  die  Stärke  der  Reso- 
nanz ansieht.  Ich  erinnere  hierbei  an  den  Umstand ,  dass  doch  auch  am 
Ende  A  Uebertragong  des  Tones  an  die  Luft  stattfindet,  welcher  zur  Ver- 
stärkung des  Tones  der  Tonquelle  beiträgt,  man  wird  indess  immer  Quet^s 
Ansicht  beipflichten  künnen ,  sobald  man  annimmt,  dass  man  sich  als  Beob- 
achter der  Resonanz  in  der  Verlängerung  des  Rohres  nach  B  hin  aufgestellt 
habe  und  dass  die  bei  A  an  die  äussere  Luft  abgegebene  Bewegung  nicht  in 
der  Richtung  ^^  fortschreite.    Wir  nahmen  also  mit  Qu  et  an,  dass  der 

Factor: 

H'{A^+B% 

worin  A  und  B  die  diesen  Grössen  für  x  =  l  zukommenden  Werthe  bedeu- 
ten, das  Maass  für  die  Stärke  der  Resonanz  sei.  Indem  wir  nun  für  A,  B, 
H  die  Werthe  einsetzen ,  erhalten  wir  für  die  Stärke  der  Resonanz,  welche 
ich  mit  R  bezeichnen  will: 

(i  +  by 


XIV)  Ä  = 


1  -^2bc.co8 |-6'c* 


Man  erkennt  aus  dieser  Formel  sofort,  dass  für  jeden  beliebigen  Ton 

Resonanz  stattfindet,  wobei  freilich  die  Formel  keine  obere  Grenze  für  l 

^giebt.  Beiderseits  offene  Röhren,  für  welche  b  =  c  und  positiv  ist,  geben 

2/  . 

die  beste  Resonanz  für  die  Töne  der  Reihe  — ;  je  mehr  sich  die  Wellen- 

n 

Ixodes  Tones  von  dieser  entfernt,  desto  schwächer  wird  die  Resonanz, 

4/ 
*ni  schwächsten  für  die  Töne  der  Reihe  k  ===  - — ; — .    Ebenso  kann  mau 

2»  +  l 

<^Qs  der  Formel  nachweisen ,  dass  bei  einem  einerseits  geschlossenen  Rohr 

1.  4/ 

Q'e  stärkste  Resonanz  für  die  Töne  der  Reihe  k  = r—  stattfindet    etc. 

2n  +  i 

Zur  Aufsuchung  der  Schwingungsknoten  und  Schwingungsbäuche  kann 
^^^  sieh  nach  dem  Vorgange  von  Qu  et  der  Gleichungen  XU)  bedienen, 
^Ächdem  man  dieselben  umgeformt  hat.    Setzt  man : 

=  cos  6,  —  =  stn  B 


}/A*  +  B^  yA^  +  B* 

A  ^  ^  ^\ß 

=co8  6^,  —  =  sin  6^, 


yA'*  +  B'*  -/A'*  +  B"* 

^*>ei  Sund  6'  irgend  welche  Winkel  bedeuten  können,  welche  den  vori- 
^  "^  Oloichungen  genügen,  6o  kann  man  auch  BcV\te\)a<iii\ 
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v  =  HyA*  +  B^.  sin  (^^  —  e) 

oder,  nachdem  man  yjy+B^  und  j/^'*  +  ^''  aus  den  Gleichungen  XIII) 
berechnet  hat: 


v  =  h 


(1  +  6)«— 46si>i«2w'       ^ 


(l—bcy  +  Ucsiny-^ 
XIV)  ' 


r-^-tt«( — ; 6  1 


as  =s  h 


t- 


--«•) 


Die  in  den  Torigen  Ausdrückep  enthaltenen  von  i  unabhängigen  Fac- 
toren  können  nie  verschwinden ,  da  sie  stets  zwischen : 

^('+^)  und  *Cl-ft) 

enthalten  sind.  Es  kann  also  im  Eohre  weder  Orte  vollkommener  Ruhe, 
noch  Stellen  ohne  Verdichtung  geben.  Bei  einem  am  Ende^  offenen  Rohre 
{b  positiv!)  werden  aber  die  Stellen  Schwingungsminima. oder  Schwingungs- 
knoten sein,  deren  Entfernung  vom  Ende  B  l  —  x  = iL  beträgt,  an 

4 

diesen  Stellen  ist  zugleich  die  Verdichtung  fortwährendMaximum.  Schwing- 
ungsbäuche, d.h.  Stellen  wo  Verdichtungsrainiraa  und  Geschwindigkeits- 

maxima  zusammenfallen,  befinden  sich  in  den  Entfernungen  /  —  x  = 

4 

vom  Ende  B.  Bei  einem  bei  B  geschlossenen  Rohre  {b  negativ !)  sind  die 
Stellen ,  wo  gleichzeitig  Schwingungsminima  und  Verdichtungsmaxima  zu- 
sammen stattfinden,  um  eine  gerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  von  B 
entfernt,  die  Schwingungsbäuche  haben  von  B  die  Entfernung  einer  unge- 
raden Anzahl  von  Viertelwellenlängen.  Die  inneren  Knotenabstände  be- 
tragen bei  beiden  Röhrenarten  eine  gerade  Anzahl  von  Viertelwellenlängen. 

Der  Vergleich  der  von  Qu  et  erhaltenen  theoretischen  Resultate  mit 
der  Erfahrung  kann  hier  nicht  in  der  Weise  geschehen,  wie  bei  den  Er- 
gebnissen Poisson's;  ich  kenne  keine  Arbeit  über  die  Resonanz,  bei  wel- 
cher die  von  Qu  et  gemachten  Voraussetzungen  ganz  erfüllt  gewesen  wären, 
ich  kann  weiter  Nichts  über  den  Gegenstand  sagen,  als  dass  die  von  Quet 
nufgefiindcnen  Gesetze  der  Resonanz  mit  dem,  was  man  aus  Erfahrung  von 
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derselben  weiss ,  nicht  im  Widersprach  stehen ,  ohne  dass  ich  gerade  eine 

directe  Bestätigung  angeben  könnte.    Beiderseits  offene  Röhren  geben  die 

2/ 
beste  Resonanz   für  die  Töne  der  Reihe  — ,  einerseits  offene  für  die  Töne 

na 

41 
-T- — ,     > — ,  so  lehrt  die  Erfahrung  (wobei  sie  sich  wohl  nicht  auf  sehr 

scharfe  Messungen  der  Schwingungsmengen  stützt)  und  so  ist  es  auch  nach 
Quet*8  Theorie.  Nach  Hopkins  übt  auf  die  Resonanz  die  Entfernung 
der  Tonquelle  von  der  Röhre  einen  bedeutenden  Einfluss  aus,  worauf  mög- 
licher Weise  bei  den  Angaben  üher  die  Resonanz  nicht  immer  Rücksicht 
genommen  worden  ist. 

Am  Schlüsse  seiner  Arbeit  vergleicht  Qnet  die  erhaltenen  Resultate 
mit  Angaben  Savart^s  Über  Töne,  welche  beim  Anblasen  von  Röhren 
erhalten  worden  waren;  ich  habe  Bedenken  getragen,  die  Theorie  Quet's 
ti£f  diese  Fälle  zu  beziehen ,  da  ich  mir  nicht  denken  konnte ,  dass  der  er- 
regende bandförmige  Luftstrom  eine  plane  Welle  erzeuge ,  welche  an  der 
Erregungsstelle  in  das  Rohr  eintritt;  ebensowenig  schien  es  mir  wahrschein- 
lich, dass  auch  für  die  Erregungsstelle  selbst  das  Gesetz  as  =  kv  gelte. 

(Fortsetzung  folgt.) 
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XXVm.  Zur  Combinationslehre.  Als  weiteres  Beispiel  einer  Anwen- 
dung der  Methode,  nach  welcher  die  beiden  Aufgaben  im  3.  Hefte  d.  Jahrg. 
AQifgelöst  worden  sind,  folge  noch  diö  Behandlung  der  von  Herrn  Dr.  Cantor 
^  2.  Hefte  des  II.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  mitgetheilten 

Aufgabe.  Es  soll  die  Anzahl  derjenigen  Permutationen  zwischen 
^«a  m  +  Ar  Elementen 

yiPit/tt/t  —  yky/cyk^  i  y*+«  —  y« 

^K^gegeben  werden,  in  denen  keine  zwei  identischen  Elemente  neben  einan- 
*  Erstehen. 

Auflösung.    Man  bezeichne  mit  {y)r  die  Summe  sämmtlicher  (als 
^^odukte  aufgefassten)  Permutationen  zwischen  den  m  +  r  Elementen  des 
r  Paaren  von  identischen  und  aus  m  —  r  einzelnen  Elementen  zusam- 
«ngesetzten  Systems 

yiyiytyt'-"yryryr+\yr^2""ym 

^^d  denke  sich  folgende  Multiplication  ausgeführt: 

{\—x,){i—x^){i—x,).,.{i—Xk)\{y)k+{y)k^\  +  {y)k-2  +  '" 

..  +  (y)«  +  (y),  +  (i^)ül; 

l^  den  aus  m  +  k  Factoren  x  und  y  zusammengQift^\.x>V.^Tv  '^ßTwo.^^^^^^^'^*^^^ 
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denke  man  sich  gewisse  Aendenmgen  vorgenommen,  welche  für  m  =5  8  und 
Ar  =5  an  dem  Beispiel  des  folgenden  aus  (^)2  stammenden  Einzelprodukts 

—  x^x^x^ .  yiytytv.y^yt  y^y^y^yi 
dargestellt  werden  sollen. 

Man  streiche  die  x  nnd  verdoppele  dafür  die  noch  nicht  doppelt  vor- 
handenen k  —  r  =  3 ,  mit  r-f-l=3bi8Ar=5  numerirten  Elemente  y ,  in- 
dem man  aber  zugleich  ihre  Nammern  der  Grösse  nach  durch  diejenigen 
der  obigen  x  ersetzt,  für  y^^  y^  und  y^y  also  an  ihrem  Orte  nun  ^1^29  ^sVs 
und  ^5^5  schreibt.  Die  Nummern  der  oben  schon  doppelt  vorhandenen  y^ 
bis  yr'i  also  hier  y^  und  y^y  ersetze  man  ebenfalls  der  Grösse  nach  durch 
diejenigen  der  oben  nicht  vorkommenden  or,  schreibe  also  y^  und  y^  für  die 
je  zwei  obigen  y^  und  ^,.  Dadurch  wird  an  die  Stelle  obiger  Form  die  fol- 
gende treten : 

—yiyiyAy^y^yzyiy^yiytytyayi' 

In  dieser  befinden  sich  nun  nicht  nur  die  je  zwei  y^ ,  ^3  und  y^  in  Folge  der 
vorgenommenen  Verdoppelungen ,  sondern  auch  die  beideä  y^  in  Folge  der 
anfänglichen  üebereinanderstellung  der  ursprünglichen  y^  beisammen,  und 
es  ist  jetzt  zu  bemerken ,  wie  diese  Form  nicht  nur  auf  dem  angezeigten 
Wege ,  sondern  auch  aus  gewissen  anderen  Gliedern  von  {y\ ,  {y\ ,  (^),, 
(^)i  und  {jy\  nebst  den  Combinationen  zur  nullten  bis  vierten  Classe  zwi- 
schen den  vier  Elementen  x^,  bis  or^  gebildet  werden  kann. 

Allgemein  aber  wird  irgend  eine  Permutation  mit  r  Paaren  bei  einan- 
der befindlicher  identischer  Elemente  mit  folgenden  Coefficienten  auftreten : 

Mit  dem  Coefficienten  +1 aus  (y)it 

„     {V)k^\ 


-(;) 


+ 


(2) ••  (^^*- 


2 


+  (— i)*" »   {y\- 


Da  nun  aber  wieder : 


'-(0+(0-(s)+-+C-.)(-')'-'+(-')^=c-')^=«' 

so  werden  alle  Permutationen  mit  beisammenstehenden  identischen  Ele- 
menten aus  der  Gesammtentwickelung  verschwinden  und  nur  die  der  ver- 
langten Art  übrig  bleiben.    Setzt  man  daher  jetzt: 


I   X^  '■    ■■  X^  —       «  .  •  —    ■  X /( 

~\yi  =  yt  =  "'~ym 


X  ^    ^^    ^^     ^ 


so  wird  einerseits  die  Summe  aller  aus  m  +  k  Faktoren  x  und  y  zusammen- 
gesetzten Einzelprodukte  in  das  Sovielfache  von  x'^^*  übergehen,  als  es 
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PennutatioDeii  der  verlangten  Art  giebt,  andererseits  giebt  es  zwischen 
^  «1  +  r  Elementen ,    worunter  r  Paare  je    zweier  gleichen,    bekanntlich 

-T^^rr-  Pennntationen,  es  geht  also  (y)r  in  ^    T^  ^   j?-+r   ^ber,   und   die 

verlangte  Anzahl  wird  dnrch  den  CoefQcienten  von.  x'^'^^  fti  der  Entwicke- 
lang des  Produkts 

(*--*)*  {^^-^  ^""*"*  +  ^""IF^ 

d.  h.  durch  folgenden  Ausdruck  angegeben : 

Stuttgart,  Prof.  Baür. 


♦  f». 


üeber  den  Terallgemeinerten  Taylor'schta  Satz.    Für  ganze 
positive  m  gilt  bekanntlich  die  Gleichung 

,  mim  —  l)(m — 9)  ^.,  > 

oder  auch  wenn  ma  =  A  gesetzt  wird ,  folglich  h  ein  Vielfaches  von  «  be- 
deutet, 

nx+H)=n.)^täm^^Jtz^4im 

1  tf         ^  1  •  iB  Cr 

.^  h(h-a)(h-^a)J'f(x)  . 

"^         TiTa  o»     "^  ••' 

diese  Formel  ist,  wie  zuerst  A.  L.  Grelle  in  seiner  Theorie  der  Fakultä- 

^^  gezeigt  hat,  einer  Erweiterung  fähig,  wobei  h  und  a  beliebige  Grössen 

sein  können,  nur  muss  man  die,  in  diesem  Falle  nicht  von  selbst  abbrechende 

Aeihe  dnrch  einen  Rest  ergänzen,   über  welchen  Grelle  gleichfalls  eine 

scbarrsinnige  Untersuchung  angestellt  hat.  Wir  nehmen  diesen  Gegenstand 

"^^^  Frieder  auf,  um  zu  zeigen,  dass  der  Eest  des  von  Grelle  verallgemeiner- 

^^  ^tajlor'schen  Satzes  auf  ganz  ähnliche  Weise  ausgedrückt  werden  kann, 

^'®C*Äach  Ampere  und  Gauchy)  der  Rest  des  gewöhnlichen Tajlor^schen 

-■^beoiremes.     Die  hierzu  nöthigen  Betrachtungen  sind  sehr  einfach   und 

■^Wi^asen  sich  unmittelbar  der  Grelle^schen  Entwickelung  an,  die  wir  dess- 

n*lb  ^eproduciren  müssen. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

**  "^^t  man  die  identische  Gleichung      » 

2)  f{x-i-h)=f{x)  +  hg>{x,h)i 
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in  dieser  werde  gleichzeitig  ^r-f-a  an  die  Stelle  Ton  Xj  sowie  h — a  für  h  ge- 
setzt, es  ist  dann 

f(x  +  h)  =^r(x+a)  +  (Ä~a)  q>  {x  +  a,  Ä- «) 

und  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen 

0  =  f(x+a)  —  f(x)  +  (Ä — a)[q>(x  +  a,  h  —  a)  —  q>{x,h)]  —  aq>ix,h). 

Kürzer  schreibt  man  diess ,  wenn  man  das  Zeichen  J  für  die  gewöhn- 
liche Differenz  einer  Funktion,  nnd  das  Zeichen  #  für  die  besondere  Art 
von  Differenz  benutzt,  welche  mit  h  —  a  multiplicirt  ist;  man  hat  dann 

3)  0=  z//(a:)  +  (Ä— a),e9(a:,  «)  — «q)(a:,  Ä). 

Lässt  man  wiederum  a:  +  «  an  die  Stelle  von  x  und  gleichzeitig  h — a 
an  die  von  h  ^eten,  so  ergiebt  sich  eine  neue  Gleichung,  von  der  die  vorige 
abgezogen  werden  möge;  der  übrig  bleibende  Unterschied  ist 

{i  =  /if{x  +  a)  —  /if{x)  +  (Ä  — 2o)  [e  9  (ar+  «,  Ä  —  «)  —  e  9  (x,  h)] 

—  o  [6  9)  (o:,  A)  +  9  (x+a,  h — a)  —  fp  (a:,  Ä)] 
odfer  kürzer 

4)  0  =  /i^fix)  +  (Ä— 2a)  0«  9  (x,  Ä)  —  2a e  9  (a:,  h). 

Durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Operation  findet  sich 

5)  0  =  J^f{x)  +  (Ä— 3  a)  »q>{x,h)  —  ^u»tp  (x,  Ä), 

und  man  Übersieht  leicht,  wie  dieses  Verfahren  fortzusetzen  ist.   Stellt  man 
nun  die  vorigen  Gleichungen  in  folgender  Gestalt  zusammen 

f{x  +  h)=^f{x)  +  hq>{x,h\ 

a  1  a 

Ä     /      1.x       ^A^)  ,   Ä  — 2a^     .      .. 
Bq>  (or,  h)  =  -^ — '-  +  -— e«g>  (x,  Ä), 

ÄCt  JiVL 

©»^  (X.  Ä)  =  ^>  +  ^^V9,(a-,  A), 

6a  oa 


na  na 

so  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  sich  jede  Gleichung  in  die  vorher- 
gehende substituiren  lässt;  damit  gelangt  man  zu  folgender  identischen Ent- 
wickelung : 

h{h-a){h^^a).,.{h-^[n^\]a)^f{x) 
"  1.2.3...fi  a"      "^     *' 

worin  der  Rest  R^  durch  die  Formel 

Ä(Ä— a)(Ä  — 2a)...(Ä  — wo)  e^q>{x,h) 


7)  R  = 

^  "  1.2.3...« 


a* 


bestimmt  ist. 
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Um  den  Rest  in  möglichst  einfacher  Gestalt  darzustellen  richten  wir 
die  Aufmerksamkeit  auf  den  Ausdruck 

e- ^  (.,  Ä)  =  e.  (a£±^ziZ(^)) 

and  bemerken ,  dass 

0 
mithin 

1 


^ip{x,h)  =  ^Jf(x  +  hu) 


^  du 
0 

ist.  Hier  kann  die  mit  6"  bezeichnete  Operation  leicht  aasgeführt  werden 
und  zwar  erhält  man  zunächst 

1  1 

eq,(x,  h)  —jf  {x  +  ci+  {h  —  a)uj  du—Jf'(x+hu)  du 

0  0 

1 


oder  kürzer 


1 
•     eq>(x,h)=  jjf'(x  +  hu)  du, 


^obei  nur  zu  beachten  ist,  dass  sich  das  Zeichen  J  auf  eine  Aenderung  von 
^^ni^x=a(l — u)  bezieht,  während  h  dabei  als  Constante  gilt.  Auf 
&'eiche  Weise  findet  sich  weiter 

1 

6^q>ix^h)  =  I  J*f(x  +  hu)  du ,  u.  s.  w. 

1.3.3. ..fi  e/  a»  '  ^  ^ 

0 

^^«J-  auch 

1 
9)    A    _h{h-a)  {h^^a)  .  .  .  jh-na)   A._   .„  ^fi^^^-hu) 

"•"  1.2.3. ..fi  J  ^  ^  ^ar» 

0 

Will  man  den  Rest,  der  hier  genau  ausgedrückt  ist,  zwischen  zwei 

^^^Uzen  einschliessen ,   in   denen  keine   Integralzeichen   vorkommen ,   so 

^^^Ucht  man  sich  nur  an  den  Satz  zu  erinnern,  daB&  imm^x 
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/' 


1 
F(u)du  =  F(Q) 

gesetzt  werden  kann ,  wo  q  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Grosse  bezeich- 
net; man  hat  daher  nach  Nr.  8) 

oder  auch  entsprechend  Nr.  9) 

^h{h—u){h—^a)...  (h—na)  y^n^  +  Qh) 

^       *  1.2.3.  ..fi  ^        ^^  ^o:" 

In  dem  speciellen  Falle  «  =  0  wird  die  Gleichung  6)  zu  dem  gewöhn- 
lichen Taylor^schen  Satze 

und  weil  jetzt  auch  das  Increment  /^a;  =  (l  —  Q)a  verschwindet  ^  so  folgt 

aus  Nr.  9) 

1 

1  .2...I1  e/ 

und  aus  Nr.  11)  . 

1 .  ^ . . .  '• 

welches  die  bekannten  Kestformeln  von  Ampere  und  Cauchy  sind. 

Subtrahirt  man  f{x)  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  6),  multiplicirt 

darauf  mit  -r-nod  l^sst  endlich  h  in  Null  Übergehen,  so  gelangt  man  noch 

zu  folgender  Relation 

12)  a  r  {x)  =  \  J  f{x)  -\J'f{x)+  ^  J'  f(x)  —  . . . 

welche  den  Diflferentialquotienten  von /"(a;)  durch  die  successiven  Differenzen 
von  f{x)  ausdrückt,  wobei  o  als  Increment  von  x  fungirt.  Der  Rost  hat 
den  Werth 

1 

13)  Ä„  =  (— 1)"«   /^/"{ar)dM,     /ia:  =  a(l— w) 

0 
oder  auch 

14)  i?„  =  (— l)"azf>/"(a:),  z/a:  =  (l  — p)a. 

Die  Gleichung  12)  ist  bekannt,  die  Restbestimmung  aber  noch  nicht  ge- 
geben worden.  Schlömilch. 


Kleinere  Mittheilungen.  273 

XXX.  üeber  die  Bestimmimg  des  Krummtingshalbinessers  far  eine 
ebene  Cnnre.  Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  im  3.  Hefte  d.  J.  S.  187  zur 
Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  der  Kegelschnitte  bedient  haben, 
kann  allgemeiner  auf  jede  Curve  angewendet  werden  und  liefert  dann  die 
bekannte  Formel 

9== r, 

y 

Ist  nämlich  ein  Curvenpunkt  P  durch  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
OM=Xj  MP^=^y  bestimmt,  PN  die  zugehörige  Normale,  mithin  MN=yy 
die  Subnormale,  so  hat  man  für  das  Stück  OiV,  welches  die  Normale  auf 
der  Abscissenachse  abschneidet,  die  Formel  ON^x-^-yy.  Einer  Zu- 
nahme des  X  um  Jx  entspricht  ein  zweiter  Punkt  Pi ,  dessen  Ordinate 
y+Jy  und  für  welchen  ON^=:ON+  NN^  und  iViV,  =  J{x  +  yy)  ist; 
bezeichnen  wir  noch  mit  Js  die  Sehne  PPi^  so  haben  wir  zunächst 

^  PP,  Js 

Die  beiden  Normalen  PN  und  Pi  Nf  schneiden  sich  in  einem  Punkte  E  und 
es  kann  N^P^R  als  Transversale  des  Dreiecks  NPS  angesehen  werden, 
wobei  S  den  Durchschnitt  der  verlängerten  Sehne  PP,  mit  der  x  -  Achime 
bezeichnet ;  ans  der  bekannten  Transversalenformel  zieht  man  jetzt 

e\  NN,_NR  N,S _NP+  PR    N,S 

^^  PP,~PR'  P,S~        PR        '  PiS' 

Dnrch  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  o)  und  ß)  erhält  man  leicht  bei 
Reduktion  auf  PR 

.      NP^ 
PR=z  ' 


J{x  +  yy')        N,S 
Js  P,S 

Lassen  wir  nun  die  Punkte  P  und  P^  zusammenfallen  und  nennen  q  den 
Orenzwerth  von  PR^  so  gelangen  wir  zu  dem  Ausdrucke 

""""-PS  ' 

^~  d{x  +  yy')         NS' 
ds  PS 

Dabei  ist  aber  die  Secante  P,  PS  zur  Tangente  geworden ,  mithin  PS  senk- 

NS  ds 

recht  auf  NS  und  -—  =  sec  NSP=:  — ,  femer  iy^P  als  Normale  =y  secMPN 

ds      . 

ds     ds 
^'dx'lx 


d{x  +  yy)         ds 


ds  dx 

Zeittehrift  f.  MMthemütik  o.  Physik.   II.  ^^ 
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oder  auch,  wenn  Zähler  uml    Neuner  mit  multiplicirt wird, 


.r^y 


\dx) 


d{x  +  yy) 


-(::)■ 


dx 

Setzt  man   hierin  --—  =  v  I  +  y '  nnd  — ^ — -; —  =  \  +  yy    +  y%  so 

dx  dx 

erhält  man  die  anfangs  erwähnte  Formel.  Schlömilch. 


XXXL  üeber  die  sechs  Kreise  des  ToUstandigen  Vierecki.  Allbe- 
kannt ist  der  Satz ,  dass  die  sechs  Aehnlichkeitspnnkte  dreier  Kreise  zn  je 
dreien  in  vier  geraden  Linien  liegen ,  welche  zusammen  ein  vollständiges 
Viereck  bilden ;  es  scheint  aber  trotz  der  vielen  für  dieses  Theorem  gege- 
benen Beweise  unbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass  es  eine  rein  anschauliche 
stereometrische  Auffassung  des  Gegenstandes  giebt ,  woraus  der  Satz  selber 
sogleich  folgt.  Denken  wir  uns  in  jeder  von  drei  parallelen  Ebenen ,  die 
der  Einfachheit  wegen  horizontal  liegen  mögen,  einen  beliebigen  Kreis  ge- 
zeichnet, so  können  wir  je  zwei  solcher  Kreise  als  Parallelsl^hnitte  eines 
schiefen  Kegels  ansehen  und  zwar  wollen  wir  zunächst  voraussetzen ,  dass 
diese  Schnitte,  von  der  Spitze  des  Kegels  aus  gerechnet,  auf  derselben 
Seite  der  ganzen  Kegelfläche  liegen.  Ist  nun  Mi  der  Mittolpunkt  des  er- 
sten ,  ^/,  der  des  zweiten  Kreises  und  S^  die  Spitze  des  zu  diesen  Kreisen 
gehörigen  Kegels,  so  liegt  S^  in  der  Geraden  J/,  ^7,  und  überhaupt  sind  die 
Spitzen  S, ,  S^,  S^  der  dre>  möglichen  Kegel  in  den  entsprechenden  Gera- 
den MiM^y  M^Miy  Ml  Mij  also  in  der  durch  die  Punkte  il/,,  A/,,  M^  bestimm- 
ten Ebqne  zu  suchen.  Um  eine  zweite  Angabe  über  die  Lage  von  S^ ,  *S„ 
^3  zu  erhalten,  projiciren  wir  das  System  der  drei  Kegel  auf  eine  beliebige 
Vertikalebene.  Die  drei  um  Mi,  3/,,  M^  beschriebenen  Kreise  projiciren 
sich  als  drei  parallele  Strecken  /T/A',,  77,  A',,  /TjA'j  (Taf.  IIL  Fig.  2),  und 
die  Kegel  selber  erscheinen  als  die  drei  Dreiecke ,  welche  entstehen,  w^enn 
man  Hi  ZT,  und  A^,  A",  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  S'"  verlängert,  ebenso  /^,  H^ 
und  A^i  A^3  bis  S"  und  B^H^,  K^K,  bis  5';  die  erhaltenen  Punkte  S\  S'\  S'" 
sind  jetzt  die  Vertikalprojectionen. der  Kegelspitzen  Si,  S^,  S^.  Nach  einem 
bekannten  Satze*)  liegen  aber  S\  5",  5'"  in  einer  Geraden,  mithin  sind 
Ä, ,  Äj,  Sj  in  einer  Ebene  zu  suchen,  welche  auf  der  Ebene  der  Zeichnung 


*)  Sind  nämlich  //i  Ä'i ,  //«A'g,  //sA'g  die  Kanten  cirfcs  Parallclepipedes  nnd 
ffi  /ffBiy  A|  Ktf^3  zwei  Schnitte  desselben,  so  müssen  sich  //|  //j  und  A'i  A«  als  nicht 
parallele  Seiten  eines  ebenen  Vierecks  schneiden;  der  Durchschnitt  6'"' kann  aber, 
weil  //i  lli  in  der  einen  und  A't  A'2  in  der  anderen  Schnittebene  des  Körpers  lie^t,  nur 
da  erfolgen,  wo  sich  diese  Ebenen,  hinreichend  erweitert,  schneiden.  Dasselbe  gilt 
von  S"  und  S\  In  eine  Ebene  projicirt,  bat  man  den  Satz  nach  seiner  gewöhnlichen 
-r'assun^''. 
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senkrecht  steht  und  letztere  in  der  Geraden  S' S"  S'"  schneidet.  Da  nnn 
nach  dem  Früheren  5„  S„  S^  in  der  von  dieser  Ebene  verschiedenen  Ebene 
M^M^M^  enthalten  sein  sollen,  so  müssen  S^^  S,,  S^  auf  dem  Durchschnitte 
beider  Ebenen,  d.  h.  in  einer  Geraden  liegen.  Der  hiermit  gewonnene  ste- 
reometrisclie  Satz  erhält  sogleich  eine  Erweiterung,  wenn  man  je  zwei  der 
obigen  Kreise  als  ungleich  liegende,  d.  h.  auf  entgegengesetzten  »Seiten  der 
Kegelspitse  befindliche  Schnitte  betrachtet;  die  Deduction  bleibt  dann 
wörtlich  dieselbe  und  man  hat  daher  den  Satz : 

Drei  Kreise,  deren  Ebenen  parallel  sind,  bestimmen  ^echs 
verschiedene  Kegel;  die  Spitzen  der  letzteren  liegen  zu 
je  dreien  in  vier  Geraden  und  in  einer  Ebene. 
Aus  diesem ,  wie  es  scheint ,  nicht  bekannten  stereometrischen  Theo- 
reme folgt  der  Satz  von  den  Aehnlichkeitspunkten  dreier  Kreise  durch  Pro- 
jeetion  der  Kegel  auf  irgend  eine  horizontale  Ebene. 

Umgekehrt  lässt  sich  jedes  vollständige  Viereck  als  Complex  der  vier 
Aehnlichkeitslinien  dreier  Kreise  ansehen,  und  es  ist  sehr  leicht,  die  Kreise 
selber  zu  construiren.     Die  vier  gegebenen  Geraden  mögen  A^  B^ ,  B^  A^^  • 
A^B^^  BfA^  (Taf.  IV.  Fig.  l)  sein,  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  Cj  und 
Tj,  also  y^j -^ti  ^1^2»  ^i^t  'li^  ^'^i  Diagonalen  und  J„,  Ä,,  C^  die  Durch- 
schnitte der  letzteren.    Um  A^  beschreiben  wir  mit  beliebigem  Halbmesser 
einen  Kreis,  legen  von  Tj  aus  Tangenten  an  denselben  und  construiren  um 
B^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  welcher  jene  Tangenten  berührt;  C\  ist  jetzt 
ünsserer  Aehnlichkeitspunkt  der  um  Aq  und  B^  beschriebenen  Kreise,  und 
hieraus  würde  man  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  der  nämlichen  Kreise 
dnreh  harmonische  Theilung  der  Geraden  A^B^f\  ableiten  können.    Die^e 
harmonische  Theilung  ist  aber  schon  vorhanden,  weil  sich  die  Diagonalen 
des  vollständigen  Vierecks  harmonisch  theilen,   mithin  ist  C,  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  jener  Kreise.     Auf  gleiche  Art  leitet  man  aus  dem  um 
A^  beschriebenen  Kreise  einen  dritten  von  der  Eigenschaft  ab,  dass  B^  der 
äussere  und  B^  der  innere  Aehnlichkeitf»punkt  der  um  A^  und  C^  beschrie- 
benen Kreise  ist.     Ob  nun  die  beiden  neuen  Kreise  um  B^  und  C\  ihren 
äusseren  Aehnlichkeitspunkt  in  A^  und  den  inneren  in  A^  haben,  entscheidet 
sich  leicht;  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  muss  nämlich  ebensowohl  auf 
B^C^y  als  in  einer  Geraden  mit  C\  und  B^  liegen ,  kann  also  nur  der  Punkt 
A^  sein,  woraus  sogleich  folgt,  dass  der  mit  ^, ,  C^  und  B^  harmonisch  lie- 
gende Ponkt  A^  der  zugehörige  innere  Aehnlichkeitspunkt  ist.  —   Wir  ha- 
ben dieses  Verfahren  etwas  ausführlicher  angegeben ,  weil  es  Hir  die  prak- 
tische Zeichnung  einen  wesentlichen  Vortheil  bietet.  Zeichnet  man  nämlich 
zuerst  drei  Kreise  und  sucht  deren  Aebnlichkeitspunkte ,  so  wird  man  sel- 
ten 9a  eiaer  genauen  Zeichnung  kommen  und  namentlich  tritt  leicht  der 
Üebelstand  ein,  das«  die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  w^it  auseinan- 
der fallen;  geht  man  dagegen  von  dem  volbtändigen  Viereck  der  Aehnlich- 
aas  and  nimmt  A^  als  Mittelpunkt  des  grössten  Kreises,  so  kann 
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man  nicht  nnr  weit  genauer  zeichnen,  sondern  sich  auch  auf  einen  heliebig 
klein  gewählten  Kaum  beschränken. 

Nach  dem  Gauss^ sehen  Satze  liegen  die  Mittelpunkte  A,  B^  C  der 
drei  Diagonalen  A^  A^^  B^  i?,,  Cj  C^  in  einer  Geraden,  man  kommt  daher  leicht 
auf  den  Gedanken ^  A,  B ,  C  als  Mittelpunkte ,  A^A^j  B^ B^ ,  Cj C^  als  Durch- 
messer dreier  Kreise  zu  nehmen  und  letztere  mit  den  schon  vorhandenen 
drei  Kreisen  in  Verbindung  zu  bringen.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir 
mit  üyb^c  die  Radien  der  ursprünglichen  um  Aq,  B^^  C^  beschriebenen 
Kreise  und  setzen  a  >  6  >  c  voraus,  wodurch  die  Allgemeinheit  nicht  beein- 
trächtigt wird,  ferner  nehmen  wir  ^o^o  =  ^o>  ^o-^o  *•=  ^o»  -^0^0  =  ^0  ^^d 
bestimmen  nun  die  Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  A^ ,  A^  durch  die  bekann- 
ten Formeln 

j  K  —     ^^0^  AH—    ^»^    • 

■^\  ^0  *"""  7  »      -^t  "0  "—' 


daraus  erhalten  wir  A^A2  und  nachher,  weil  AA^  =^^A^A^  ist, 


Die  Differenz  A^B^  —  AA^  giebt  ferner  ^i^^und  durch  Verminderung   um 
B^Cq  auch  ACq  nämlich 

A  Bn  =  T2 :  ,  ACn  = 


Die  hiermit  bestimmten  Werthe  von  AA^,  A  B^^  ACq  genügen  der  Gleichung 

Ä^i^  .  ^0^0  +  ft*  .  Co^  —  c* .  ^Co  =  AB^,  /?o Co  .  C^A, 
und  aus  dieser  geht  hervor,  dass  die  um  A^  B^,  C^  beschriebenen  eine  und 
dieselbe  Potenzlinie  besitzen,  d.  h.  eollinear  sind  und  collinear  liegeft*). 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  die  collineare  Verwandtschaft  der  um  B  ^  C^^ 
A^y  sowie  der  um  C,  A^^  B^  construirtcn  Kreise  darthun,  also  folgender 
Satz  aussprechen: 


*)  Bezeichnen  wir  die  HalbmesBer  dreier  Kreise  mit  ri,  r«,  y-j,  ihre  Mittelpunkte 
mit  M\ ,  jVg,  M^  und  setzen  M\  Mt  =  *3 ,  M^  M\  =:  «»,  M^  M3  ^=  ä|  ,  so  ist  die  Potenz- 
linic  des  ersten  und  zweiten  Kreises  um  die  Strecke 

>l'  —  Tg'  +  ^3* 

von  Mt  entfernt;  in  gleicher  Weise  hat  die  Potenzlinie  des  ersten  und  dritten  Kreises 
von  Mi  die  Entfernung 

n'  —  r3«-f  ^2' 
2«  ' 

setzt  man  beide  Abstände  gleich  und  beachtet  die  Gleichung  st  —  «3  =  «,  ,   so  er- 
giebt  sich 

ri**i   —  7-2* St  +  r3*.93  =5,  JtfSi, 

Bei  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  ist  die  gemeinschaftliche  Sehne  zugleich  die  Po- 
tenzlinie; schneiden  sich  also  die  drei  Kreise  in  nur  zwei  Punkten,  so  gilt  dasselbe 
und  es  können  dann  /i,  r2,  rs  als  drei  Gerade  von  Mty  Mty  Ms  nach  einem  beliebigen 
vierten  Punkte  O  betrachtet  werden.  Dieser  specielle  Fall  wird  in  manchen  Lehr- 
büchern  der  Geometrie  als  eine  Eigenschaft  des  DreVccVa  «ov^^r^XvxV.. 
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Betrachtet  man  die  Diagonalen  eines  aus  den  Aehnlich- 
keitslinien  dreier  Kreise  gebildeten  vollständigen  Vier- 
ecks als  Durchmesser  von  drei  neuen  Kreisen,  so  ist  jeder 
der  letzteren  collinear  und  in  collinearerLage  mit  zweien 
derursprünglichen  Kreise. 
Die  Potenzlinie  der  drei  Kreise  um  -4,  B^y  C^  ist  nach  dem  Vorigen 
identisch  mit  der  Potenzlinie  der  Kreise  um  B^  und  C^ ;  auf  letzterer  liegt 
der  Punkt  0,  in  welchem  sich  die  drei  Potenzlinien  der  ursprünglichen  drei 
Kreise  um  Ä^^  B^y  Cq  schneiden.    Legt  man  also  von  0  aus  Tangenten  an 
die  vier  Kreise  um  ^,  B^,  C^  und  A,  so  sind  dfese  Tangenten  von  gleicher 
Länge.   Dieselbe  Q/Bmerkung  passt  auf  die  von  0  aus  an  die  um  A^,  Bq,  C^ 
und  B  beschriebenen  Kreise  gehenden  Tangeuten,  sowie  endlich  auf  die 
Tangenten  von  0  aus  an  die  Kreise  um  A^^  B^,  C^  und  C.     Mit  anderen 
Worten,  die  von  0   aus  an   alle  sechs  Kreise   gelegten  Tangenten   sind 
s^mmtlich  gleich.     Beachtet  man  nur  die  neuen  drei  Kreise ,  so  hat  man 
von  dem  Punkte  0  aus  drei  gleiche  Tangenten  an  denselben ,  mithin  ist  0 
auch  der  Durchschnitt  der  drei  Potenzlinien  dieser  Kreiije.     Die  Mittel-    ' 
punkte  der  letzteren  liegen  aber  in  einer  Geraden  und  es  kann  daher  die 
ebengenanute  Eigenschaft  von  0  nur  stattfinden,  wenn  die  Potenzlinien  der 
neuen  Kreise  zusammenfallen;  d.  h.: 

.Die  drei  über  den  Diagonalen  eines  vollständigen  Vier- 
ecks construirten  Kreise  sind  collinear  in  collinearer 
Lage. 
Nach  Gudermann's  Angabe  (Grundriss  der  analytischen  Sphärik, 
S.  138)  ist  dieser  Satz  von  Bodenmiller  gefunden  und  a.  a.  0.  auf  das 
sphärische  Viereck  ausgedehnt  worden.  Als  zu  beweisenden  Satz  spricht 
ihn  Gudermann  in  Crelle's  Journal  Bd.  VL  S.  213  folgendermassen  aus: 
„Beschreibt  man  über  den  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  ebenen 
Vierecks,  als  Durchmessern,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipsen,  so 
schneiden  sie  sich  zweimal  in  denselben  Punkten.^'  Die  Substitution  von 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsen  statt  der  Kreise  ist  hier  offenbar 
darch  eine  Parallelprojection  entstanden;  andererseits  bleibt  unerwähnt, 
dass  die  zwei  Durchschnitte  jener  drei  Ellipsen  auch  imaginär  werden  kön- 
nen, und  dass  in  diesem  Falle  die  ideale  Sehne,  d.  h.  die  Potenzlinie  (Col- 
lineationsachse)  an  die  Stelle  der  reellen  Sehne  tritt.  Eine  trigonometrische 
Untersuchung  über  diesen  und  einige  andere  Sätze  habe  ich  in  den  Sitzungs- 
berichten der  K.  sächs.  Gescllsch.  d.  Wissensch.  (Jahrg.  1854,  S.  4)  gege- 
ben, worauf  Herr  Prof.  Mob  ins  zwei  rein  geometrische  Beweise  des  Bo- 
denmiller* sehen  Satzes  (ebendas.  S.  87)  mittheilte,  welche  von  dem  obi- 
gen verschieden  sind.  Auch  bei  Chasles  {Tratte  de  Geometrie  supdrieurfy 
p.  2dO)  findet  man  den  Satz  mit  Uülfe  involutorischer  Gebilde  entwickelt. 

Von  allen  bisherigen  Geometern  ist  dieses  Theorem  als  eine  Eigen- 
schaft des  ebenen  voli/^tändigen  Vierecks  bcttacAiteX.  vjqxÖi^v^^  ^.vvVwV  ^^5^ 


27S  Kleinere  Mittheilungen. 

nocli  eine  andere  Seite,  wodurch  es  an  Interesse  wesentlich  gewinnt  und, 
wie  es  scheint,  erst  seine  eigentliche  Bedeutung  erhält.  Verhindet  man 
nämlich  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  a,  b,  c,  d  durch  die  sechs 
Geraden  ab^  bc,  ca^  ad^  bdy  cd  und  schneidet  letztere  durch  eine  beliel)ige 
Transversale  in  den  Punkten  C, ,  i4|,  ^j,  ii,,  ^,,  C,,  so  besteht  zwischen 
den  Strecken  der  Transversale  die  Beziehung 

welche  in  ihrer  äusseren  Gestalt  mit  der  Transversalenformel  für  das 
Dreieck  übereinstimmt.  Aus  diesem  Satze,  der  schon  bei  Pappus  {lib,  Vllj 
propos.  130)  vorkommt  und  auch  iii  Ohasles  Geschichte  der  Geometrie 
(iibers.  von  Sohncke,  S.  325  u.  3'26)  erwähnt  wird,  fiplgt  leicht,  dass  die 
über  den  Strecken  ^,  Jf ,  ^i  ^i  i  ^i  ^t  construirten  Kreise  eine  und  dieselbe 
Potenzlinie  besitzen.  Der  Bodenmi Herrsche  Satz  ist  nun  nichts  Anderes, 
als  das  stereometrische  Correlat  jenes  alten  Th^oremes;  mau  hat  ihn  dann 
folgendermassen  auszusprechen: 

Die  sechs  Geraden,  welche  vier  Punkte  im  Kaume  paar- 
weis verbinden,  schneiden  jede  Transversalebene  in  sechs 
Punkten,  welche  zu  je  dreien  in  vier  Geraden  liegen  und 
überhaupt  ein  vollständiges  Viereck  bilden  (Taf.  IV.  Fig. 2); 
dabei  mögen  diejenigen  Punkte  als  einander  zugeord- 
nete gelten,  welche  von  gegenüberliegenden  Geraden 
herrühren.  Betrachtet  mannundievonje  zwei  zugeord- 
neten Punkten  begrenzten  Strecken  als  Durchmesser  von 
Kreisen,  so  besitzen  diese  dreiKreise  eine  und  dieselbe 
Potenz  Li  nie. 

Hieraus  wird  wieder  der  Satz  des  Pappus,  wenn  man  die  vier  Punkte 
des  Raumes  in  eine  die  Transversalebene  schneidende  Ebene  fallen  lässt. 

Die  sechs  Punkte  des  Pappus  bilden  bekanntlich  eine  Involution; 
man  wird  daher  durch  den  B  o d  e  n  m  i  1 1  e  r  'sehen  Satz  veranlasst,  die  sechs 
Punkte  im  vollständigen  Viereck  als  ein  ebenes  involutorisches  Punktesy- 
stem anzusehen.  In  der  That  stimmt  dies  vollständig  mit  den  Resultaten, 
zu  welchen  Herr  Prof.  Mob  ins  auf  anderem  Wege  gelangt  ist  (Verhand- 
lungen der  K.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg.  1853,  S.  176). 

SCHLÖMILCII. 


Da  in  dem  zweiten  Hefte  des  gegenwärtigen  Jahrganges  dieser 
Zeitschrift  die  verschiedenen  Methoden  des  Rückwärtsabschneidens  mit 
dem  Messtisch  zur  Sprache  gebracht  worden  sind,  so  sei  es  erlaubt,  hier 
noch  ein  dergleichen  Verfahren  uiitzutheilen,  welches  vielleicht  noch  wenig 
bekannt  und  für  Praktiker  nicht  ohne  Interesse  sein  dürfte ,  weil  diese 
immer  clemjeui^vn  Verfahren  den  Vorzug  gebeu  vf erden ^  bei  welchem 
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1)  an  dem  nach   der  Bussole  oder  nach  dem  Augenmaass  orientirten 
Messtisch  so  wenig  als  möglich  hin  -  und  hergedreht  wird ,  und 

2)  möglichst  wenig  Bleistiftlinien  auf  das  Blatt  kommen. 

Das  gedachte  Verfahren  beruht  auf  nachstehendem ,  leicht  zu  erwei- 
senden Satze:  Wenn  man  den  in  einem  beliebigen  Punkte  aufgestellten  und 
richtig  orientirten  Messtisch  nach  und  nach  sowohl  rechts  als  links  um 
verschiedene  zwischen  0  und  90®  liegende  Winkel  6  dreht,  und  in  jeder  da- 
durch erhaltenen  Stellung  des  Messtisches  durch  Visiren  nach  denselben 
drei  Terrainpunkteu  ein  Visirliniendreieck  bildet,  so  sind  alle  diese  Dreiecke 
ähnlieh,  und  diejenigen  Seiten  derselben,  welche  nach  dem  nämlichen  Vi- 
sirpunkt  gerichtet  sind,  verhalten  sich  wie  die  Sinus  der  ihnen  entsprechen- 
den Drehungs Winkel  ö.  Auf  diesen  Satz  hat  nun  Herr  Oberst  Leonhardi 
während  der  Steuervermessnng  Sachsens,  welcher  er  vorstand ,  folgendes 
Verfahren  zur  Correction  der  Orientirung  eines  Messtisches  gegründet. 

Wenn  durch  Visiren  nach  den  drei  Punkten  A^  B  und  C  (Taf.  IV. 
Fig.  3)  das  erste  Visirliniendreieck  abc  erhalten  und  auf  die  bekannte  Weise 
ermittelt  worden  ist,  nach  welcher  Kichtung  der  Tisch  gedreht  werden  muss, 
um  denselben  in  die  Orientirung  zu  bringen,  so  führt  man  die  Drehung  in 
dieser  Richtung  so  weit  aus,  dass  ein  abermaliges  Visiren  nach  den  Punk- 
ten A ,  B  und  C  ein  Visirliniendreieck  a^  b^  c,  von  entgegengesetzter  Lage 
giebt.  Man  wählt  nun  zwei  nach  demselben  Visirpunkt  gerichtete  Seiten 
beider  Dreiecke,  z.  B.  ac  und  a^c^^  aus,  und  ist  z.  B.  Ba^^  Bc^  so  macht 
man  Br^^^BC,  at  =  a^c^^  au  parallel  tr  und  zieht  durch  den  Durchschnitts- 
punkt u  von  au  und  er  die  Orientirnngslinie  BO  des  Messtisches.  In  dieser 
Linie  liegt  der  gesuchte  Standpunkt;  man  legt  daher  das  Diopterlineal  an 
dieselbe  an,  orientirt  den  Messtisch  nach  B  und  schneidet  auf  BO  den  Stand- 
punkt durch  einen  Rückschnitt  nach  A  oder  C  ab. 

Dieses  gewiss  sehr  sinnreiche  Verfahren  lann  aber  noch  wesentlich 
vereinfacht  werden.  Zur  Erlangung  des  zweiten  Visirliniendreiecks  braucht 
man  nämlich  weder  d^n  Messtisch  zu  drehen,  noch  wirklich  nach  den  Punk- 
ten A^  B  und  C  zu  visiren,  sondern  man  erhält  dasselbe  durch  Antragung 
gleicher  Winkel  x  an  die  ersten  drei  Visirlinien.  Hierzu  kann  man  einen 
der  drei  Winkel  benutzen,  welche  das  zur  Oonstruction  von  Perpendiku- 
laren  bestimmte  Holzdreieck  darbietet.  Die  Auswahl  unter  diesen  drei 
Winkeln  aber  ist  so  zu  treffen,  dass: 

1)  das  Dreieck  »i 6j  C|   wirklich  die  entgegengesetzte  Lage  von  abc  er- 
hält (Winkel  x  nämlich  hierzu  gross  genug  ist)  \ 

2)  wenigstens  eine  Seite  dieses  Dreiecks  ganz  auf  den  Messtisch  fällt; 
8)  dass  die  Enden  dieser  Seite ,  welche  mit  Bleistift  ausgezogen  werden 

müssen,  so  viel  als  möglich  auf  noch  leere  Stellen  der  Zeichnung, 
oder  auf  die  am  Rande  des  Tisches  angeklebten  Papierdecken  des 
fertigen  Theiles  derselben  kommen. 
Lassen  sich  diese  Bedingungen  mit  dev  \\\ua\\m^  vi^i^  \<j\A\V^\\\s\^^^ 
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für  X  vereinigen ,  so  wird  die  Sache  noch  einfacher ,  wie  Fig.  4  zeigt.  Als- 
dann errichtet  man  nämlich  auf  den  Yisirlinien  Ac^  Bc  und  Cb  die  Perpen- 
dikularen  Ah^^  a^c^  und  Cb^^  und  entspricht  dem  Dreieck  abc  der  Drehungs- 
Winkel  d,  so  gehört  dem  Dreieck  a^b^c^  der  Drehungswinkel  90^ — 6  an, 

d.  h.  es  ist 

ac  bc  ab 

Fällt  also  Z-.  B.  ajCi  völlig  auf  den  Medstisch,  so  trägt  man  Bv^=^c^a^^  recht- 
winkelig auf  ersterer  Linie,  vtv=ac  auf  und  zieht  durch  ;t  die  Orienti- 
rungslinie  BO,  Ist  die  Linie  ajC,  zu  lang,  um  dieselbe  in  den  Zirkel  zu 
fassen,  so  trägt  man  sie  nach  Bv  vermittelst  eines  Blattes  Papier  über,  an 
dessen  Rändern  den  Punkten  a,  und  Tj  entsprechende  Marken  gemacht  wer- 
den ,  und  der  rechte  Winkel  "bei  r  kann  in  der  Regel  wegen  der  geringen 
Grösse  von  vw  nach  dem  Augenmaass  aufgetragen  werden,  sodass  die  ganze 
Arbeit  eine  sehr  geringe  ist.  W.  v.  R. 


Im  vorhergehenden  Heft  S.  170  der  Zeitschrift  haben  wir  eine  Zusam- 
menstellung der  Untersuchungen  der  Herren  Krönig  und  Ol  auslas  be- 
züglich der  mechanischen  Wärmetheorie  gegeben.  Im  Nachstehenden  fol- 
gen von  einer  anderen  Seite  weitere  Beiträge  üj^er  denselben  Gegenstand, 
welche  wir  unverkürzt  wiedergeben  und  nur  zu  dem  letzten  Theile  (IV.) 
derselben  uns  eine  kurze  Bemerkung  resp.  Ergänzung  erlauben.  W. 

XXXm.  Kleine  Beiträge  zur  TJndulationstlieorie  der  Wärme.  Von  Fried  r. 
Mann,  Prof.  an  der  Thurgauer  Kantonschule  in  Frauenfeld. 

I. 

1.  Das  Gesetz : 

„Die  specifischen  Wärmen  der  Grundstoffe  sind  den  Atom- 
gewichten derselben  umgekehrt  proportional" 

ist  bekanntlich  auf  empirischem  Wege  aufgefunden  worden.  Diesen  Satz 
rationell  zu  begründen,  d.  h.  ihn  aus  der  Undulationstheorie  der  Wärme 
hervorzuholen,  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Zeilen. 

2.  Bekanntlich  versteht  die  Undulationstheorie  unter  „Wärme"  nichts 
anderes  als  Aetherschwingungen  von  solcher  Langsamkeit,  dass  das  Auge 
nicht  mehr  fähig  ist,  dieselben  zu  empfinden.  Körper,  welche  diese  Aether- 
schwingungen durch  sich  hindurchziehen  lassen,  ohne  dass  ihre  eigenen 
Atome  in  Mitschwinguug  gerathen,  sind  Diathermen;  bei  allen  anderen 
Stoffen  ruft  die  Aetherschwingung  eine  Schwingung  der  Körperatome  mit 
hervor,^  Wenn  auf  diese  Weise  die  kleinsten  Körpertheilchcu  durch  deii 
schwingenden  Aether  in  Mitschwingung  versetzt  werden,  so  sagt  man:  der 

K örp  er   werde  erwärmt. 
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3.  Da  man  unter  „Tentperalur*^  den  Grad  der  Wärmewirkung  nach 
aussen  versteht,  so  muss  dieselbe  abhängig  sein  von  der  Stärke,  mit  welcher 
die  schwingenden  Atome  auf  ein  ihnen  dargebotenes  Hinderniss  stossen. 
Diese  Stossstärke  steht  aber  in  geradem  Verhältnisse: 

4t)  zur  Schnelligkeit  der  Vibration,  und 

b)  zum  Gewichte  der  stossenden  Atome. 
Bezeickuet  man  mit  v  die  Intensität  (Schnelligkeit)  des  Schwingens  und 
mit  j9  das  Gewicht  eines  schwingenden  Atoms,  so  ist  pv  offenbar  ein  Maass 
für  die  Stärke,  mit  der  dieses  Atom  nach  aussen  stösst,  also  für  die  Teiupe- 
ratar  desselben.  Da  p  für  ein  und  dasselbe  Atom  unveränderlich  ist ,  so 
kannpr  nur  grösser  werden,  wenn  v  einen  grössern  Werth  annimmt.  Ein 
Atom  in  höhere  Temperatur  versetzen,  heisst  demnach,,  da- 
für sorgen,  dass  dasselbe  in  raschere  Schwingungen  geräth. 

4.  Die  Kraftgrösse  (Kraftquantität),  welche  erforderlich  ist,  um  eine 
Masse  m  in  die  Geschwindigkeit  v  zu  versetzen,  ist  bekanntlich  gleich 
m .  r. —  Die  Frage:  „welche  Wärmemenge  muss  man  einem  Atom  bei- 
bringen, um  dasselbe  in  eine  bestimmte  Temperatur  zu  versetzen?**  lautet 
in  der  Sprache  der  Undulationstheorie  folgendermassen:  „Welche  Kraft- 
grösse ist  erforderlich,  um  ein  Atom  so  in  Schwingung  zu  versetzen,  dass 
es  mit  einer  verlangten  Stärke  nach  aussen  stösst?**  —  Ist  das  Atom  A  (des 
einen  Stoffes)  gerade  fimal  so  schwer  als  das  Atom  B  (eines  zweiten  Kör- 
pers), und  sollen  beide  Atome  in  gleich  rasche  Schwingungen  versetzt 
werden,  so  bedarf  es  offenbar  bei  A  einer  genau  nmal  so  grossen  Kraft  als 
bei  B.  Würde  aber  die  gleichgrosse  Kraftquantität  (die  nämliche  Wärme-' 
menge)  auf  beide  Atome  wirken,  so  nähme  A  eine  nm&\  langsamere 
Schwingungsweise  an  als  B.  Aber  trotz  dieser  ftmal  geringeren  Schnellig- 
keit des  Schwingens  würde  A  doch  mit  der  gleichen  Stärke  nach  aussen 
stossen  wie  Bund  zwar  wegen  seines  nmal  grösseren  Gewichtes.  So  er- 
kennen wir:  Es  bedarf  der  nämlichen  Wärmemenge,  um  je  ein 
Atom  der  verschiedensten  Stoffe  in  der  Temperatur  um 
gleichviel  zu   erhöhen. 

5.  Unter  „specifischer  Wärme"  eines  Stoffes  versteht  man  be- 
kanntlich die  Wärmemenge ,  welche  erforderlich  ist ,  um  eine  Gewichtsein- 
heit dieses  Körpers  in  seiner  Temperatur  um  einen  Grad  zu  erhöhen.   Um 
">ese  Erhöhung  zu  bewerkstelligen,  bedarf  es  offenbar  bei  demjenigen  Kör- 
per einer  g'mal  grösseren  Wärmemenge,  bei  welchem  ^'mal  so  viele  Atome 
*of  eine  Gewichtseinheit  gehen  (siehe  4.)    DiespecifischenWärmen 
•  eben  daher  in  geradem  Verhältnisse  zu  derjenigen  Anzahl 

'^    -^  tomen,  welche  eine  Gewichtseinheit  ausmachen.      Da 

®'   offenbar  die  Mengen  der  eine  Gewichtseinheit  betragenden  Atome  im 

.   ^*^*^^lirteu  Verhältnisse  zu  den  Gewichten  dieser  Atome  stehen,  so  er- 

*  **^«h  der  Satz:  Die  spocifischen  War  mon  verhalte  n  sich  um-r 

^  *^  i*  t  wie  d  i  c  A  t  o  in  tr  c  w  i  c  h  t  e. 
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1.  Nimmt  die  Kraftgrösse  (Wärmemenge),  welche  zur  Erwärmung 
einer  gegebenen  Anzahl  von  Atomen  verwendet  wird,  zu,  so  ist  der  Erfolg 
ein  zweifacher: 

.    a)  die  Atome  gerathen  in  rascherem  Schwingen,  d.  h.  die  Temperatur 
erhöht  sich; 
b)  die  Ausschreitungen  der  schwingenden  Atome  von  der  Gleichgewichts- 
lage weg  werden  immer  grösser,  d.h.  der  Körper  dehnt  sich  aus. 

2.  Ist  der  erwärmte  Körper  eine  chemische  Verbindung,  so  sind 
die  Atome  dieser  Verbindung  als  das  Schwingende  zu  betrachten.  Die 
Atome  der  Elemente  werden  aber  innerhalb  der  Atomencomplexe ,  wel- 
chen sie  angehören,  gleichfalls  schwingende  Bewegungen  ausftlhren.  Die 
Bewegungsweise  eines  einfachen  Atoms  in  einem  schwingenden  zusammen- 
gesetzten ist  aber  offenbar  vom  stofflichen  Charakter  dieses  einfachen  Atoms 
abhängig,  —  und  die  stoffliche  Verschiedenheit  der  Elementenatome  macht 
sich  in  um  so  höherem  Grade  geltend,  je  länger  der  erwärmende  Einfluss 
dauert.  Zuletzt  wird  der  letzte  bindende  Faden  reissen  und  die  Elementen- 
atome, welche  ursprünglich  Theile  eines  Ganzen  bildeten,  werden  sich  in 
einer  Weise  bewegen,  dass  keine  Spur  einer  Zusammengehörigkeit  mehr 
zu  erkennen  ist;  d.  h.  sie  werden  ihre  eigenen,  durch  ihre  stoffliche  Be- 
schaffenheit ihnen  vorgezeichneten  Wege  gehen.  —  Durch  fortgesetz- 
tes Erwärmen  werden  chemische  Verbindungen  gelockert  und 
zuletzt  gelöst. 

3.  Bei  der  Erwärmung  chemisch  zusammengesetzter  Körper  wirkt  die 
aufgebotene  Kraftgrösse  sowohl  auf  die  Schwingungen  der  zusammenge- 
setzten als  auch  der  Elemcntaratome.  Die  Bewegungsvorgänge  innerhalb 
eines  zusammengesetzten  Atoms  sind  aber  offenbar  von  Einfluss  auf  die 
Schwingungsenergie  des  Gesammtatoms.  Würde  bei  der  chemischen  Ver- 
bindung A  mit  dem  Atomgewichte  C,  zur  Temperaturerhöhung  eines  Pfun- 
des um  einen  Grad  die  Wärmemenge  P^  ausreichen,  falls  die  Elementen- 
atome starr  aneinander  gefesselt  wären :  so  wird  in  Wirklichkeit  in  Folge 
der  stattfindenden  Bewegungen  der  einfachen  Atome  die  erforderliche  Kraft- 
grösse von  Pi  verschieden,  etwa  P,  +  d^  sein.  Haben  P,,  C,  und  rf,  für 
eine  zweite  chemische  Verbindung  B  die  nämlichen  Bedeutungen,  welche 
wir  den  Zeichen  G, ,  P,  und  rf,  in  Bezug  auf  A  beilegten,  so  muss,  früheren 
Entwickelungen  gemäss  (siehe  I.^  offenbar : 

sein.    Dass  das  Dulong^sche  Gesetz  für  die  Körper  A  und  B  gelte,  dazu 
wird  gefordert,  dass 

1)  (/>,  + rf.)  •<-".  =  (A +'/,)• '-. 

sei.    Da  aber 
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wirklieb  siattfiDdet,  so  geht  die  OleicLung  1)  über  in: 

Gj  .  </j  ==  C,  .  rf,  oder  G,  :  G,  =  c/, :  d^ 

nnd  diese  Bedingung  scheint  nnn  eben  nnter  allen  chemischen 
Verbindungen  nur  bei  denjenigen  erfüllt  zu  sein,  welche  eine 
Umliche  ehemische  Constitution  besitzen,  denn  nur  für  diese  gilt,  wie 
die  Versuche  Kegnault's  darthua,  das  Dulong'sche  Gesetz. 

4.  Ein  und  derselbe  Stoff  hat  im  Zustande  grösserer  Die h- 
tigkeit  bekanntlich  eine  kleinere  speeifische  Wftrme.  Hiefür 
lassen  sich  vom  Standpunkte  der  Undulationstheorie  aus  zweierlei  Gründe 
aufbringen : 

a)  Um  ein  Pfund  eines  Körpers  in  der  Temperatur  um  einen  Grad  zu 
erhöhen ,  müssen  nicht  nur  die  Körperatome ,  sondern  auch  die  da- 
zwischen liegenden  Aetheratome  in  Schwingungen  von  gewisser  Stärke 
versetzt  werden.  Nun  gehen  zwar  von  den  Körperatomen  stets  gleich- 
viele  auf  ein  Pfund,  der  Körper  mag  mehr  oder  weniger  dicht  sein. 
Von  Aetheratoroen  aber  beherbergt  ein  Pfund  des  nftmlichen  Körpers 
höchstwahrscheinlich  eine  geringere  Anzahl,  wenn  die  Körperatome 
nfther  aneinander  stehen. 

b)  Die  Schwingungen  der  Atome  sind  bei  grösserer  Dichtigkeit  des  Kör- 
pers ineinandergreifender,  was  sofort  anschaulich  wird,  wenn 
wir  annehmen,  dass  diese  Schwingungen  von  Körperschicht  zu  Kör- 
perschicht durch  Vermittelung  des  dazwischenliegenden  Aethers  wei- 
ter getragen  werden. —  Ein  schon  um  eine  Gleichgewichtslage  schwin- 
gender Körper  (ein  Pendel  z.  B.)  übt  ja  auf  eine  ruhende  Masse,  'die 
ihm  in  den  Weg  gestellt  wird ,  auch  einen  um  so  kräftigeren  Stoss 
aus,  je  näher  an  der  Gleichgewichtslage  diese  Masse  aufgestellt  wird. 


III. 

m 

1.  AVenn  zwei  Massen,  denen  ungleiche  Wärmewirkung  nach  aussen 
sakommt,  in  Berührung  gebracht  Verden,  so  bildet  sich  nach  längerer  oder 
kürzerer  Zeit  eine  gemeinsame  Temperatur  heraus.  Der  hiebei  stattfin- 
dende Vorgang  ist  im  Sinne  der  Emanationstheorie  eine  Vertheilung  des 
vorhandenen  Wärmestoffes  über  alle  Körperatome  in  der  Weise,  dass  zu- 
letzt jedem  dieser  Atome  die  gleiche  Wärmewirkung  nach  aussen  zukommt. 
Vom  Standpunkte  der  Undulationstheorie  aus  muss  dieser  Vorgang  als  eine 
Vertheiiungsweise  der  gesammten,  das  Schwingen  herbeiführenden  Kraft- 
grosse  (Wärmemenge)  aufgefasst  werden,  welcher ^rocess  erst  dann  sein 
£nde  erreicht,  wenn  den  sämmtlichen  Atomen  beider  Massen  die  nämliche 
ätossstärke  zukommt.  — 

Zwei  Systeme  seh wingender  Atome  wirken,  wenn  sie  sich 
in  der  erforderlichen  Nähe  befinden,  in  Bezug  auf  Stoss- 
stärke  so  lango  abändornd  auf  cinauAei  ^\ii^\>\Ä  iä\\^  bwV^\cw^ 
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beider  Systeme  mit  übereinstimmender  Stärke  nach  aassen 
s  tossen*). 

2.  Es  ist  die  nämliche  Kraftgrösse  (Wärmemenge)  erforderlich,  um 
ein  Atom  des  Grandstoffes  A  auf  die  Temperatur  /  zu  bringen ,  als  um  ein 
Atom  irgend  eines  anderen  Grandstoffes  B  auf  die  nämliche  Temperatur  zu 
erheben.  Bei  gleicher  Temperatur  enthalten  die  Atome  aller  Grundstoffe 
eine  Übereinstimmende  Wärmemenge.  Es  müssen  folglich  bei  gleicher 
Temperatur  auch  diejenigen  Wärmemengen  gleich  sein,  die  in  gleich- 
viel en  Atomen  zweier  verschiedener  Grundstoffe  enthalten  sind.  Gleich- 
viele  Atome  aber  hat  man  sicher,  wenn  man  von  beiden  Grundstoffen  so 
viele  Gewichtseinheiten  nimmt,  als  durch  die  einfachen  Aequivalentzahlen 
ausgedrückt  wird. — 

Die  Temperatur  eines  einfaheu  Körpers  ist  im  Grunde 
nichts  anderes,  als  die  Wärmemenge,  die  jedes  seiner 
Atome  in  sich  trägt**). 

3.  Es  seien  A  und^  zwei  Grundstoffe,  von  denei^der  erste  a  der  zweite 
h  Atome  enthält.  Die  Temperatur  von  A  sei  t^ ,  und  /,  die  von  B,  Der  Vor- 
aussetzung gemäss^  dass  A  und  B  Grundstoffe  sind,  ist  a  .  /|  ein  Maass  für 
die  Wärmemenge  (Schwingungskraftgrösse),  welche  in  A  steckt,  und  ebenso 
kann  b.l^  als  ein  Maas  für  diejenige  Wärmemenge  gelten,  welche  in  B  ent- 
halten ist.  Die  ganze  in  A  und  B  vorhandene  Wärmemenge  muss  daher 
durch  a  .  /j  +  6  .  /^  ausgedrückt  werden.  Bringt  man  die  beiden  Körper  A 
und  ß  zur  möglichst  innigen  Berührung ,  so  entsteht  eine  Ausgleichungs- 
temperatur /g.  In  dem  nämlichen  Augenblicke  aber,  in  welchem  alle  Atome 
der  Körper  A  und  B  die  Temperatur  /,  angenommen  haben,  tragen  alle 
diese  Atome  auch  eine  übereinstimmende  Wärmemenge  in  sich ,  —  und 
diese  allen  gemeinsame  Wärmeinenge  ist  dann  eben  die  Ausgleichungstem- 
peratur /j.  Sehen  wir  nun  bei  jenem  Ausgleichungsprocess  von  jedem  Kraft- 
verlust ab,  80  haben  wir  es  lediglich  mit  der  gleichmässigen  Verthei- 
lung  der  Schwingungskraftgrösse  (Wärmemenge)  «  .  /,  +  6  .  /,  über  a  +  6 

Atome  zu  thun,  so  dass  natürlich  auf  jedes  Atom  -^ —'  'kommt.  Wir 

a  +  0 

gelangen  so  zu  der  Gleichung 

4.  Ist  Gi  das  Gewicht  von  A  und  (7,  das  eines  Atoms  von  A^  bezeichnet 
man  ferner  durch  G^  das  Gewicht  des  Körpers  B  und  durch  ^2  ^^^  eines 
seiner  Atome,   so  ist  offenbar: 

a  =  —    und  h  ^=^ 


*)  Wir  wenlcn  in  diese,  off^nliar  rein  111  c  ch  a  11  is  che  n  Vorp^ängc  spiiter  noch 
aii.sfiiliriich  eintreten. 

**)  Zunächst  ist  immvr  nur  von  freier  Wätiut  dvvi  Rede, 
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Sabstituirt  man  diese  Wertlie  in  I),  so  gewinnt  man: 

Nehmen  wir  nun  den  speciellen  Falf ,  in  welchem  A  und  B  in  stofflicher 
Hinsicht  übereinstimmen,  also  lediglich  verschiedene  Stücke  eines  und  des- 
selben Körpers  sind,  so  ist  offenbar  g^=i  g^^  also 

^^  '' gT+gT 

In  Gleichung  3)  erkennen  wir  aber  sofort  die  Formel,  die  Rieh  mann  auf 
empirischem  Wege  gefunden  hat. 


IV. 

1.  Indem  sich  die  Ausgleichungstemperatur  bildet,  muss  die  Tempe- 
rstur des  einen  Körpers  steigen,  die  des  andern  fallen.  Die  Wärmemenge, 
welche  a  Atome  von  A  abgeben,  wenn  sich  die  Temperatur  von  A  um  einen 
Grad  erniedrigt,  reicht  vollständig  aus,  um  a  Atome  von  B  in  der  Tempe- 
ratur nm  einen  Orad  zu  erhöhen.  Giebt  man  daher  von  den  Körpern  A  und 
B  gleichviele  Atome  zusammen ,  so  muss  die  Ausgleichungstemperatur  of- 
fenbar das  arithmetische  Mittel  aus  den  ursprünglichen  Temperaturen 
werden.  Gleichviele  Atome  beider  Stoffe  hat  man  aber  gewiss,  wenn  man 
die  durch  die  Aequivalentzahlen  ausgedrückten  Gewichtsmengen  zusam- 
menbringt.   So  gelangen  wir  zu  dem  Satze : 

Als  Ansgleichungstemperatur  erscheintdas  arithmetische 
Mittel  der  ursprünglichen  Temperaturen,  so  oft  man  so 
viele  Gewichtseinheiten  zweier  Grundstoffe  zusammen- 
bringt, als  die  ehem.  Aequivalentzahlem  derselben  an- 
geben. 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  wären  wir  auch  gekommen,  wenn  wir  in 
Gleichung  1)  die  Voraussetzung  6  =  a  eingeführt  hätten. 

2.  Denkt  man  sich  unter  C  eine  Mischung,  welche  aus  m  Gewichts- 
tbeilen  des  Grundstoffes  A  mit  der  Temperatur  t^  und  n  Gewichtstheilen 
des  Grundstoffes  B  mit  der  Temperatur  /,  entsprungen  ist,  und  lässt  man 
m  nnd  n  die  Aequivalentzahlen  der  Grundstoffe  A  und  B  sein,  so  muss  C 

eine  Temperatur  = annehmen.    Bezeichnet  man  mit  5,  die  speci- 

fische  Wärme  von  i4,  mit  s^  die  von  5,  so  ist  m.«, fj  die  Wärmemenge, 
welche  A  in  das  Gemisch  C  brachte,  und  n,s^i^  ist  dann  die  Wärmemenge, 
welche  B  dem  C  zur  Verfügung  stellte.  Man  kann  dann  also  sagen :  es  be- 
durfte der  Gesammtwärmemenge  m.^,  .fj  +  n.s^.l^^  um  in  m  +  w  Pfunden 

von  C  die  Temperatur    '  ^  *  hervorzurufen.  A\80  V\t^  ^\^N^**i^x£v^'a^^^'^^^ 
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welche  erforderlich  ist,  um  ein  Pfund  von  Cum  einen  Grad  in  der  Tempe- 
ratur zu  erhöhen,  durch 

(«+«). -^ 

ausgedrückt  sein.  Bezeichnen  wii^aher  die  speciüsche  Wärme  von  C  durch 
.«3,  so  ist: 

2 .  m .  «j  ^j  -)-  2 .  /t .  ^t  /^ 

Der  Voraussetzung  gem&ss  sind  aber  ^  und  B  Orundstoffe,  also  Körper, 
von  welchen  das  Dulong^sche  Gesetz  gilt;  es  ist  daher: 

Si  :Sm  =  n  :  m^  oder  n  ==  -=■ 

Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung,  so  geht  dieselbe  nach-  gehö- 
riger Vereinfachung  Über  in : 

4)  *8  =  — -j- — 

d.  h.  werden  zwei  Grundstoffe  im  Verhältnisse  ihrer  Aequi- 
valentzahlen  gemischt,  so  ist  die  specifische  Wärme  des  Ge- 
misches gleich  dem  harmonischen  Mittel  aus  den  specifi- 
schen  Wärmen  der  Gemischtheile. 

3.  Regnault  hat  auf  empirischem  Wege  für  Metalllegirungen  die 
Formel  gefunden: 

5)  s,=—^— 

Leider  steht  uns  die  Arbeit  Regnault's  in  ihrem  Detail  für  den  Augen- 
blick picht  zur  Verfygung. 

Berechnen  wir  aber  für  verschiedene  Legirungen  den  Werth  von  s^ 
das  einemafaus  Formel  4),  das  anderemal  aus  Formel  5),  so  ergiebt  sich 
entweder  vollständige ,  oder  nahezu  vollständige  Uebereinstimmung  der 
Wertlie.  — 

Beispiele.    Bei  einer  Legirung  aus  Blei  und  Wismuth  ist  (nach 

der  von  Eegnault  aufgestellten  Tabelle  der  verschiedenen  Wärmen  der 

Grundstofte) 

5,  =0,03140   und  5,  =  0,03084. 

Aus  Formel  4)  ergiebt  sich  für  diese  speciellen  Werthe: 

^3  =  0,031 12 ,  und  aus  Formel  5)  i*,  =  0,031 12. 

Nehmen  wir  Zinn  und  Blei,  so  ist: 

5i=:  0,05623   und   *,  =  0,03140, 

also  ^j  nach  Formel  4)  =:=  0,04029  und  nach  Formel  5)  =  0,04029.  — 

Handelt  es  sich  um  eine  Legirung  aus  Quecksilber  und  Silber, 

so  niusa  s^  =  0,03332  und  s^  =  0,05701  gesetzt  werden,  sodass  sich  für  s^  au» 

Formel  4)  0,04205,  aus  Formel  5)   dagegen  0,0^^V^  ^T^\^\i\.  m.  ^.  £, 
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Bedenken  wir  nun,  dass  Rcgnault  die  specifisclien  Wärmen  der  Le- 
girangen  jedenfalls  nur  nahezu  gleich  den  arithmetischen  Mitteln  aus  den 
specifischen  Wärmen  der  legirten  Metalle  fand*),  so  können  wir  behaup- 
ten 9   dasB  Formel  4)  zu  den  Einzelergebnissen  der  Versuche  ebenso  gut 
pass^,  wie  Formel  5).     Formel  4)  hat  aber  das  voraus,  dass  rationelle  Ge- 
sicim ^«punkte  zu  ihr  hinleiten.    Dass  Regnaul t  bei  dem  eingeschlagenen 
em  p  irischen  Wege  zur  Formel  5)  kommen  musste,  erklärt  sich  vollstän- 
dig    aus  dem  einfacheren  Baue  derselben. 


Die  Prüfung  der  Formeln  4)  und  5)  nach  den  bisherigen  Ergebnissen 
der  JBrfahmng  dürfte  auf  dem  zuletzt  angegebenen  Wege  zu  keinem  ent- 
scheidenden  Ziele  führen;  vielmehr  möchten  wohl  zu  einem  solchen  Zwecke 
eig^xis  daraufgerichtete  Versuche  von  besonderer  Art  nöthig  sein.  Zuvor- 
der^-ft  führt  eine  Berechnung  der  specifischen  Wärmen  von  Legirungen  (und 
aa&l&  so  auch  anderer  Zusammensetzungen)  aus  den  specifischen  Wärmen 
ibr^:^-  Bestandtheile  nach  Formel  4)  und  5)  nur  dann  zu  einem  nahezu  glei- 
che «x  Resultate,  wenn  die  Differenz  der  specifischen  Wärmen  im  Verhält- 
niss  au  ihrer  Summe  sehr  klein  ist,  wie  aus  dem  Unterschiede  des  arithme- 
tiscl^en  und  harmonischen  Mittels  beider  Wärmen  oder  aus 

2  *, +  5,        2(5,+«,) 

unvinittelbar  hervorgeht.    Fällt  also ,  wie  beim  ersten  Beispiele  für  Blei  und 
Wisinuth  der  Unterschied  der  specifischen  Wärmen  5,  und  $2  erst  in  die  4. 
Decimalstelle,  während  deren  Summe  schon  mit  der  2.  Stelle  beginnt,  so 
ist  leicht  abzunehmen ,  dass  der  Unterschied  der  Werthe  für  5, ,  jenachdem 
dies«  nach  der  Formel  4)  oder  5)  berechnet  sind,  erst  in  die  6.  Decimalstelle 
^llt,  also  innerhalb  der  für  «,  und  5,  angenommenen  Grenzen  der  Genauig- 
keit =  0  ist.    Dagegen  stellt  sich  schon  ein  wirklicher  Unterschied  inner- 
halb dieser  Grenzen  beim  zweiten  Beispiele  (Zinn  und  Blei)  ein,  wobei  die 
Bifferenz  von  5,  und  5,  schon  erheblicher  ist,  ebenso  wie  die  Summe  mit 
der  zweiten  Decimale  beginnt. 

Ausserdem  kann  man  aber  im  Voraus  erwarten ,  dass  weder  die  For- 
•  n>®l  ♦)  noch  5)  ohne  Weiteres  mit  directen  Versnchsresultaten  in  hinrei- 
chende Uebereinstimmung  gebracht  werden  kann,  und  dass  somit  eine 
grössere  oder  geringere  Annäherung  an  die  Erfahrungsdaten  nur  in  sehr  be- 
schränkter Weise  zu  weiteren  Folgerungen  berechtigt.  Denn  was  zunächst 
die  Legirungen  betrifft,  so  ist  die  in  den  meisten  Fällen  nicht  unerhebliche 
Abweichung  der  Dichtigkeit  und  des  sonstigen  Aggregationszustandes  der 
^^girung  von  der  Dichtigkeit  und  ähnlichen  Verhältnissen  der  Bestand- 
^neilo  oder  von  deren  arithmetischem  Mittel  ein  nicht  minder  beachtens- 


^_  •  *)  Denn  für  die  Lcgirung  aus  I  Atom  Blei  +  1  Atom  Zinn  liefert  der  V<»t«>w;\v 
JW4073  als  specifische  Wärme,  während  0,040t^9  das  genaue  MvlVm^WÄOsi^  ^vNX^  ^nä 
^^'^»pec,  Wärmen  von  Zinn  und  Blei  ist. 
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werther  Punkt  bei  Bestiminnng  oder  Berechnung  der  specifischen  Wärme 
eines  zusammengesetzten  Körpers,  da  ja  die  specifische  Wärme  eines  und 
desselben  Stoffes  sich  sehr  verschieden  zeigt,  jenachdem  die  Dichtigkeit 
oder  allgemeiner,  das  innere  OefÜge  desselben  variirt.  Nimmt  man  indess 
aus  den  oben  angeführten  und  anderweitigen  Gründen  die  Formel  4)  resp. 
die  vorhergehende  allgemeinere  als  richtig  an,  wenn  der  aus  der  Dichte  und 
anderen  Aggregatverhältnissen  herrührende  Einfluss  auf  die  specifische 
Wärme  des  zusammengesetzten  Körpers  ausser  Acht  gelassen  wird,  so  Hesse 
sich  vielleicht  aus  der  Differenz  der  nach  dieser  Formel  berechneten  und 
der  nach  geeigneten  Versuchen  beobachteten  specifischen  Wärme  auf  den 
durch  eingetretene  Contraction  (Dilatation)  herbeigeführten  Verlust  (Ge- 
winn) von  Wärmequantität,  d.  h.  auf  die  bei  Veränderung  von  Dichten  und 
anderen  Aggregatverhältnissen  aufgenommene  oder  ausgegebene  lebendige 
Kraft  (mechanische  Arbeit)  derjenigen  Bewegung,  welche  wir  Wärme  nen- 
nen, schliessen.  W. 


XXXIV.  Eemigong  iniMftrbig  gewordener  silberner  Gegenstände;  von 
RuD.  BöTTGER.  Silberne  Gegenstände-  aller  Art,  welche  mit  der  Zeit  so 
missfarbig  und  namentlich  durch  Schwefelwasserstoff- Exhalationen  zum 
Theil  so  angelaufen  waren,  dass  ihre  vollständige  Säuberung  und  Reinigung 
auf  keine  Weise ,  selbst  nicht  durch  den  bekannten  Sud  der  Silberarbeiter 
gelingen  wollte,  sind  von  Herrn  Böttger  auf  elektrolytischem  Wege 
in  einer  unglaublich  kurzen  Zeit  völlig  wieder  wie  neu  hergestellt  worden. 
Zu  dem  Ende  bringt  man  eine  gesättigte  Lösung  von  Borax  in  Wasser, 
oder  eine  Aetzkalilauge  von  massiger  Concentration  in  heftiges  Sieden'und 
hierin  die  in  ein  siebartig  durchlöchertes  Gefass  von  Zink  gelegten  miss- 
farbigen Gegenstände  ein.  Wie  durch  einen  Zauber  sieht  man  da  die  grauen 
und  schwarzen ,  grösstentheils  aus  einem  Anfluge  von  Schwefelsilber  be- 
stehenden Flecken  verschwinden  und  die  Gegenstände  im  schönsten  Silber- 
glanze wieder  hervortreten.  In  Ermangelung  eines  Zinksiebes  lässt  sich 
derselbe  Zweck  auch  dadurch  erreichen,  dass  man  die  in  eine  der  genann- 
ten siedenden  Flüssigkeiten  eingetauchten  Gegenstände  an  verschiedenen 
Stellen  mit  einem  Zinkstäbchen  berührt.  (Jahresbericht  des  physika- 
lischen Vereins  zu  Frankfurt  v.  1856.) 


xm. 

üeber  ein  aUgemeines  Frincip  tüi  Beihenentwickelungen. 

(Aq8  den  Sitznngpsberichten  der  K.  S.  Gespllschaft  d.  Wissensch.  zu  Leipzig. 

21.  Febr.  1857.) 

Von  O.   SCHLÖMILCH. 

Vfbschon  die  beiden  bekanntesten  Reihenformeln  —  der  Taylor*  sehe 
Satz  nnd  die  Macl au ri nasche  Sammenformel,  welche  letztere  gewöhnlich 
halbconvergente  Reihen  liefert  —  bereits  auf  sehr  verschiedene  Weisen  ab- 
geleitet worden  sind,  so  scheint  doch  unbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass 
jene  beiden  Formeln  aus  einer  und  derselben  Quelle  geschöpft  werden  kön- 
nen, die  auch  noch  mehrere  bisher  unbekannte  Reihenentwickelungen  zu 
liefern  vermaj^.  Dieses  allgemeine  Princip  beruht  auf  folgender  überaus 
einfacher  Betrachtung. 

L  Wir  bezeichnen  mit  ao,  aj,  a,, . . .  irgend  welche  nach  einem  be- 
kannten Gesetze  fortschreitende  Zahlen  (wie  z.  B.  die  Secantencoefficien- 
ten,  Bernou Hirsche  Zahlen  u.  dergl.)  mit  (m)o,  (m)|,  (m),, . ..,  die  Bino- 
mialcoefficienten  1 ,  m,  •|m(m  —  1). . . .,  mit  z  eine  beliebige  Variabele,  und 
setzen 

1)  ^(t:,  m)  =  «fo  Wo«"*  +  «I  Wi  «**^*  +  «tWt«"*-^  +  •  -• 

. . .  +  ««,-.1  (m)|»_i  z  +  ««(m)„. 

Von  der  hiermit  definirten  ganzen  rationalen  und  algebraischen  Function 
!»••  Grades  kennen  wir  ohne  Weiteres  den  Werth  ^(0,  m),  nämlich 

2)  ^(0,m)  =  ««,; 

anch  wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  Summe  der  Reihe 

«0  (»w)o  +  «I  {m)i  +  er,  (m)j  +  ...  +  ««  (m)«, 
d.  h.  der  Werth  von  t(;(l,  m)  ermittelt  und  zwar  =  ßm  sei ,  also 

3)  1^(1,  m)  =  ^«. 

Endlich  bemerken  wir,  dass  der  Function  t^C«,  m)  die  Eigenschaft 

4)  iÄ^=«^(.,«_,) 

zukommt ,  von  welcher  wir  hauptsächlich  Gebrauch  bei  Aex  ^qX^^w^^tl'^vX.- 
wickejnn^  m&cben  werden. 

Zeittehrin  f.  Mathematik  u.  Physik.  /I.  *iö 


290     Uebcr  ein  allgemeines  Princip  für  Reihenentwickelungen. 

Sei  nun  F(u)  eine  beliebige  Function  von  u  und  nur  der  einen  Be- 
dingung unterworfen,  dass  die  sämmtlicben  Functionen 

von  u  =  X  hiß  u=^X'j'h  stetig  und  endlich  bleiben ,  sei  femer 

l 

^)  ^-=    I   o\       m    /  ^{^.rn)Fi^+^){x  +  hz)dz 

0 

und  die  Aufgabe  gestellt,  den  Werth  des  vorläufig  mit  Rm  bezeichneten 
Integralausdruckes  zu  ermitteln. 

Fangen  wir  mit  dem  einfachsten   Falle  m  =  1   an,    so   ist  ^  (r,  1) 

^=aoZ  +  a„ 

1 

Ä,  =  —  Ä«  UaoZ  +  «fi)  F"  {x  +  hz)  dz 

0 

und  man  findet  daraus  durch  theilweise  Integration  sehr  leicht 

6)     R,  =  ao[F{x  +  h)  —  F(x)]—h[ß,r{x  +  h)^a,r{x)l 

wobei,  dem  Früheren  gemäss,  ao+  fi^i  =  ßt  gesetzt  worden  ist. 

Wendet  man  in  gleicher  Weise  die  partielle  Integration  auf  das  in 
Nr.  5)  vorkommende  Integral  an,  so  erhält  man 

/»  «M  ^—1 .     .      , 

l 

+    1.2.3.....  j-^'(-'"')^^''^("+^^)'^- 


I  9  <«     ^[i//(I,m)J'W(a;  +  A)  — i(;(0,w)f(")(a:)] 


d.  i.  wenn  man  sich  an  die  Gleichungen  2) ,  3)  und  4)  erinnert, 

^-' = f  T  T  *I  l^»  ^'"^  (^ + *)  - «« ^'"'  (*)]  +  Ä„  - ,. 

•         1.^.0...r71 

In  dieser  Gleichung  nehmen  wir  der  Reihe  nach  m  =  2,  3,  4  . . .  m  und  ver- 
einigen alle  Ergebnisse  durch  Addition  mit  der  Formel  6) ;  wir  gelangen  auf 
diese  Weise  zu  der  Gleichung 

n^=a,[F(x  +  h)-F{x)]-~  [ft  r(x+h)  -  «,F'(x)] 
+  ^[ßtF"ix  +  h)-a,F"{x)]-... 

Bei  umgekehrter  Anordnung  ist  dies  eineEntwickelung  von  F(x  +  k)  —  F{x) 
nach  Potenzen  von  h  mittelst  der  Difi'erentialquotienten  von  F{x  +  h)  und 
F(x),  nämlich 
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7)  a,[F{x+h)  —  F(x)] 

=  ±\ß,F'{x  +  h)-«,F'{x)]—^[ß,F"(x  +  h)-a,F"{x)]  +  ... 

wobei  Rm  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet. 

Die  vorstehende  allgemeine  Formel  enthält  alle  bisherigen  Reihenent- 
wickelangen derselben  Art  als  specielle  Fälle  in  sich;  so  liefert  sie  z.B.  für 

«0  =  ff  1  =  «4  •  •  •  =  "f"  l » 
«1  =  «j  =  «5  . . .  =  —  1, 

^(z,m)  =  («— 1)-, /3«==0 

den  Taylor 'sehen  Satz;  bei  der  Annahme*) 

«8  =  0,     1^5  =  0,  Ä7  =  0,  ... 

kommt  man  der  Hauptsache  nach  auf  die  Betrachtungen  zurück,  welche  ich 
im  1.  Jahrgange  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (S.  193)  über 
dieMaclaurin* sehe  Summenformel  angestellt  habe. 

n.  Um  den  Rest  der  Reihe  7)  in  möglichst  einfacher ,  vom  Integral- 
zeichen freier  Form  auszudrücken ,  erinnern  wir  an  den  bekannten  Satz 

ff(z)ip{z)dz  =  f{a  +  ^b)Jg>(z)dz,         l>^>0, 
a  a 

welcher  unter  der  Bedingung  gilt ,  dass  q>  (z)  von  z  =  a  hia  z  =  a  +  b  sein 
Vorseichen  nicht  wechselt.  Besitzt  nun  tf;  (z ,  m)  diese  Eigenschaft  von 
z  =:a  =  0  bis  z  =  a  +  b  =  l,  so  lässt  sich  das  obige  Theorem  unmittelbar 

anwenden  und  giebt 

l  l 

JF^'^+^^ix+hz)  t/> (z,  m)  dz  =  F<«»+»(a;  +  hd)  jt\)  (2,  m)  dz ; 

0  .  0 

man  hat  aber  weiter  nach  Nr.  4) 

1) 


mithin 

1 


0 


^)  Man  wird  zu  den  obigen  Werthen  durch  den  Versuch  geführt ,  die  Formel  7) 
so  aininrichten ,  dass  linker  Hand  dF{x)  steht  und  die  Reihe  rechts  nach  den  Diffe- 
rensen  d  F'  (x),  ^F"  (x) . . .  fortschreitet.  £8  ist  dann  «0  =  1  und  §m  =  «m  zu  setzen, 
woraus  folgt 

1  +  (m)i  «1  +  (wt)t  «t  4- ...  4-  {m)m  - 1  a«— 1=  0. 

Ffir  OT=:2,  3,  4  .. .  liefert  diese  Recursionsformel  die  oben  angegebenen  Zahlen,  de- 
ren absolute  Werthe  mit  den  Bernoulli' sehen  Zahlen  zusammenfallen. 


a 

f' 
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und  demgemäss  wird  das  Ergänzungsglied  der  Keihe  7) 

wobei  O  einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet  und  festzuhalten  ist,  dass 
«^(z,  m)  von  z  ==  0  bis'z  ==  1  keinen  Zeichenwechsel  haben  darf. 

Aber  auch  für  den  Fall ,  dass  -^  (z,  m)  von  z  =  0  bis  z  =  1  sein  Vor- 
zeichen wechseln  sollte ,  lässt  sich  Rm  auf  einen ,  immer  noch  hinreichend 
einfachen  Ausdruck  bringen.  Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  auf  den  obigen 
Satz  von  den  bebtimmten  Integralen  zurück.    Wenn  in  dem  Integrale 

a 
unter  t/;  (z)  eine  Funktion  verstanden  wird ,  die  von  z  =  a  bis  z  =  a  +  b 
keine  unendlichen  Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  immer  eine  constante  Zahl 
C  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  C — '^(z)  innerhalb  des  Integrations- 
intervalles  positiv  bleibt;  in  der  That  würde  es  hierzu  schon  hinreichen, 
wenn  man  für  C  den  grössten  positiven  Werth  nähme ,  den  ^  (z)  zwischen 
ZT=a  und  z  =  a  +  6  erreicht.  Der  früher  benutzte  Satz  kann  jetzt  fitr 
q)(z)  =  C  —  -^  (z)  in  Anspruch  genommen  werden  und  giebt 

a  a 

d.  i.  bei  Integration  der  einzelnen  Theile 

«4-6  fl  +  6  rt  +  6 

/  f{^)  tf  W  dz^zC  jf{z)  dz  —  Cbf(a  +  eb)  +  /"(a  +  ^t)  f^(z)  dz. 
a  a  a 

Hier  kann  man  das  erste  Integral  durch  bf{a  +  sb)  ausdrücken,  wo  e  einen 
positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  daher 

Ö+6  a-^-b 

ff{,z)tl;(z)dz^Cb[f{a  +  eb)—f{a  +  &b)]+f{a  +  eb)fil;{z)dz. 

a  «        '  a         • 

Dieser  verallgemeinerte  Satz  gestattet  eine  unmittelbare  Anwendung  auf 
das  Integral  i 

/  F(«»  +  i)  (o:  +  kz)^{zy  m)  dz 

0 

weil  hier  tf;(z,  fn)  der  Bedingung  genügt,  innerhalb  der  Integrationsgrenzen 
endlich  zu  bleiben ;  man  findet  auf  diesem  Wege 

+  (-  ')"■  ■■•i.3...(..+  i)  (^'"- '  -  «-+•)  ^^*"^"  (-  +  *'')• 
WO  C»  ^  1p  (zy  m)  sein  muss  für  alle  z  zwi8c\i^\\  0  \x\x^  \. 
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III.    Um  an  einem  Beispiele  zu  zeigen ,  wie  sich  aus  der  Formel  7) 
noch  manche  neue  Entwickelung  herleiten  lässt,  nehmen  wir 

Da  bekanntlich  für  \7t'>v  '^  —  \n  die  Gleichung 


+  r-^^VT-T-^^^+... 


ep  +  e-"  1.2        1.2.3.4       1.2...6 

besteht,  worin  y^,  Yi^  y«  •••  dio  sogenannten  Secantencoefficienten  bedeuten, 
so  haben  wir  in  diesem  Falle 

oder  auch ,  wie  man  leicht  findet, 
Daraus  folgt  für  2  =  1 

and  hier  ist  die  angedeutete  Differentiation  leicht  ausführbar ,  wenn  man 
die  bekannte  Formel 


? 
benutzt.   Man  erhält  nämlich 

12)  ft^  =  o,  ft^+i^(-i)«m+i; 

dabei  sind  y, ,  y,,  y^...  die  sogenannten  Tangentoncoefficienten ,  welche 
einerseits  mit  den  B er noull loschen  Zahlen  durch  die  Relation 

^"^-'"= 2^ ^"*-* 

verbunden  sind,  andererseits  mit  den  Secantencoefficienten  insofern  zusam- 
menhängen, als  beide  Arten  von  Zahlen  nach  der  gemeinschaftlichen  Re- 
cursionsformel 

Ym  —  (m\Ym-2+  (m)4y«,-4 —  ...  =  «>t  Jottc 
berechnet  werden  können ,  wenn  der  Reihe  nach  m=l,2,3,4...  genom- 
men wird.   Die  allgemeine  Gleichung  7)  giebt  jetzt  für  m  =  2it  —  1 

i3)F(x  +  h)==F{x)-^F"ix)+:^-^^F"(x)-... 

+  Vi±F'{x  +  h)-Jf^F"'{x  +  h)  +  ... 


\> 
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und  fttr  m=2n 

14)     F{x  +  h)==Fix)-^r{;c)  +  -J^^F"(x)-... 

+  ^r(x  +  A)-j^r"(a:  +  A)  +  ... 

Um  die  Reste  i?3n~i  und  R^m  ^urz  ausdriicken  zu  können,  untersu- 
chen wir  den  Gang  der  Function  ^  (z,  m)  innerhalb  des  Intervalles  z=0  bis 
z=  l.    Von 

^  (z,  2)  =  2*  —  yt  =  2«  —  1 

ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  diese  Function  von  z  =  Obisz=l  negativ 
bleibt;  weil  femer 

^'(^,3)  =  3tj;(«,2), 

80  ist  ^ '  (zy  3)  negativ ,  mithin  ^  {z,  3)  eine  abnehmende  Function ,  die  ihre 
Abnahme  mit  ^  (0, 3)  =  o,  =  0  anfängt  und  daher  negativ  bleibt.  Aus 
der  Relation 

^'(z,4)  =  4^(2,3) 

folgt  weiter,  dass  t^  (;,  4)  abnimmt;  diese  Abnahme  beginnt  mit  ^(0,4) 
=  Ot  =  +  Y4  ^^^  g®'^*  ^is  ^(J.4)  =  A  =  0,  mitbin  ist  ^(t,  4)  positiv. 
Wegen 

t/;'(z,5)  =  5t/;(r,4) 

wächst  nun  1^(2,  5)  von  -^(O,  5)  =  «5=  0  ab  und  bleibt  daher  positiv.  Die 
Fortsetzung  dieser  einfachen  Schlüsse  führt  zu  dem  allgemeinen  Resultate, 
dass  t^  (z,  4 A:  —  2)  und  1^  (r,  4 A:  —  l)  von  z  =  0  bis  z  =  1  negativ ,  dagegen 
^(z,  4 Ar)  und  -^(z,  4A:  +  l)  innerhalb  derselben  Grenzen  positiv  sind,  dass 
also  überhaupt  ijß  (z,  m)  von  z  =  0  bis  2  =  I  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 
Hiermit  ist  die  zum  Bestehen  der  Formel  8)  nothwendige  Bedingung  er- 
füllt, mithin 

Dio  Gleichungen  13)  und  14)  gestalten  sich  jetzt  wie  folgt 
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15)    Fix  +  h)  =  Fix)-^F"ix)+j^J'^{x)-... 


...  +  (—  1)— I  y»"-'*'"    '  FC—  »)  (x) 
^       '       1.2...(2n  — 2)  ^  ' 


+  Mr{x  +  h)^-^F"{x  +  h)  + 


•••+<-')"-\y(2r-i>^"-''(--+^')  ■ 

1 6)  Fix  +  A)  =  F(x)  -  ^  r\x)  +  -  J^  F'V)  -  •  ■  • 

Ist  die  bisher  beliebige  Function  F(x)  der  Art,  dass 

17)  F(-x)  =  F(x), 

so  wird  J"«*-'  (—  a:)  =  F(^'i  (x) ,  /•(»»>+•)  (O)  =  0 

nnd  die  Formel  I&)  giebt  dann  fttr  A  =  —  x,  I  —  d  =  ^i 

18)  F(0)  =  F{x)-^r'{x)  +  j^^F^^(x)-... 

•••  +  (-  ^)"-  K2rgr2>"'-"(-)  +  (-)-T^^^-<-'  (^.  -)• 
Besitzt  dagegen  F{x)  die  Eigenschaft 

19)  ^(— a:)  =  —  F{x), 

80  wird  F^'^P^  (0)  =  0  nnd  man  erhält,  wenn  erst  or  =  0  gesetzt  und  nachher 
äc  für  h  geschrieben  wird 

20)  F(x)  =  ^-^F'(x)-J^F"'(x)  +  j^^F^x)-... 

Diese,  wie  es  scheint,  nicht  bekannten  Formeln  liefern  u.  A.  elegante  Rest- 
bestimmnngen  für  die  Secanten-  nnd  Tangentenreibe.  So  giebt  die 
Oieichung  18),  wenn  F(x)  =  cos x  genommen,  nachher  mit  cos x  dividirt 
und  sin  (^i  o:)  =  6  gesetzt  wird,  wo  nun  B  eine  positive  oder  negative  die 
Einheit  nicht  übersteigende  Grösse  bezeichnet 
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1-r  j    2  "^  1.2.3.4  ^'-'"^  1.2.3...(2ii-2)"^  1 .2.3...  (2w)  coäx' 
aas  Nr.  20)  folgt  entsprechend  für  F(x)=  sin  x  and  cos  {^x)  =  Oi 

f^„-,^yi^  ,     y«^     ,  ,     y,.-ia:^^-^  y2i.  +  i  ^^""*"'       ^« 

1     ^  1.2.3^""^1.2...(2«-.l)^  1.2...  (2« +  1)  cosx' 

IV.  Nimmt  man  in  dem  allgemeinen  Theoreme 

b 

21)  an  =  (—  })''fu*q>{u)  du, 

a 

WO  9(ti)  eine  beliebige  Fanktion  von  u  bedeatet,  so  wird 

b 

22)  ^  («,  m)  =  hz  —  m)~  9  (tt)  rf w 
and 

23)  ß^  =  /(l  —  fi)«  9> («)  rfi/. 

Hier  kann  man  q>(u)  leicht  so  wählen,  dass  die  in  Nr.  21)  and  Nr.  23)  an- 
gedeateten  Integrationen  beqaem  aasftihrbar  werden  and  die  Werthe  von 
On  and  ßm  liefern;  die  Gleichang  22)  entscheidet  dann  über  das  Verhalten 
von  ^  (r,  m)  innerhalb  des  Intervalles  z  =  0  bis  «  =  1  and  giebt  die  Mittel 
zu  möglichst  einfacher  DarstelluDg  des  Bestes. 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme  a  =  — I,  6  =  +!)  9W  =  (1 — «*)*""  * , 
wo  k  irgend  eine  positive  Constante  bezeichnen  möge ;  es  ist  jetzt 

-f  1 
an  =  ( —  1)"  /  w* (1  —  w*)* - '  rfw  =  0  für  angerade  w, 


—  1 
1 


m  r(^) 


m"  (l  —  M») *- '  d«  =  — > f-pr-  für  gerade  n. 

r(*+i±i) 

Um  femer  den  Werth  von 

+  1 

—  1 
za  ermitteln ,  sabstituiren  wir  u  =  cos  S  mithin  1  —  m  =  2  sin*  \  S ,  und  er- 
halten 

ßm  =  A2  sin*  4  e)«»  sin^^-  »6^6; 

0 
ersetzen  wir  weiter  sin  ß  durch  2sin^8cos  ^S  und  führen  zuletzt  die  neue 
Variabele  ^  =  ^  ^  ein ,  so  stellt  sich  ßm  unter  die  Form 
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S^^^^>^»^>^>^^^^%^^^^^^Rii^^^^^^^^»■w^^ 


d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 


^  r{1lk  +  m) 


Der  allgemeinen  Entwickelang  in  Nr.  7)  zufolge  ist  nun  für  m  =  2/<  und 
nach  beiderseitiger  Division  mit  r(k) 

W+V) ^  ^       ^~ ^^^ ~ T  ixik+i)  ^  (*  +  *) 

+   1.2.3      r(2*  +  3)      ^    ^^  +  *^ 

räXiL    r(2*+4)    ^  ^''+*^    T(*n)      ^  ü 
+ 

1.2...(2«)L       r(2*  +  2ii)  '^    ^   ^     r(A+n  +  4)*      ^^^J 


r(*) 

Einfacher  wird  diese  Gleichung ,  wenn  man  x  =  0  und  voraussetzt ,  dass 

F(—x)  =  -^F(x) 

sei,  es  verschwinden  dann  i^(0),  F"(0),  F'^(O)  etc.     Endlich  schreiben 
wir  a;  für  A,  benutzen  in  jedem  einzelnen  Gliede  die  bekannte  Relation 

rOi+«)  =  f4(f4+ 1)  (f4  +  2) . . . .  (fi  +  n  — 1)  r(^) 

und  linker  Hand  die  Formel 

das  Besaltat  besteht  dann  in  der  Gleichung 

24)  2?ra:)  ==- r  (x)  — -^^i^ —V"  (a:)  +  i^ilil^^iil^  —  r-Y*)-.. 
-*  ^^       1       ^   -*       2* +  11.2      ^  '^(2A+1)(2A+2)1.2.3       ^  '' 

_    (k+lXk  +  i)...(k  +  in-l)    2'-'^;«» 
•••       (2&  +  l)(2A  +  2)...(2A  +  2«-l)1.2...(2«)         W  +  ^«. 


worin 


25^  o__-r(A:+4)   „ 

25)  ^-Twrä)    '"■ 

Was  nun  das  Ergänzun^sglied  betrifft,  so  ist  znnikc\iB\. 
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1 

4-1 
^  («,  2 w)  =  Hz^u)^*  (l  — ti«)*->  rftt, 
-1 

mithin  ^(z,  3/})  eine  positiv  bleibende  Funktion.   Die  Formel  8)  giebt  dem- 
gemäss 

setzt  man  hier  die  Werthe  von  /?3ii4.i  und  0211+1  ein,  so  findet  man  /^^ 
und  nachher 

^®)       ^"  -  (•iA+l)(2*  +  2)...(2*  +  ».)  1.2...(2n  +  l)  ^     *  '(*^>- 

Der  oben  aufgestellten  Bedingung  F( — x)  =  —  ^(^)  gentigt  z.  B. 
F{x)  =  sin  Xj  auch  bemerkt  man  sogleich,  dass  in  diesem  Falle  Lim  S2u  =  0 
wird  für  n  =  co  und  jedes  endliche  x ;  die  Gleichung  24)  liefert  dann  fol- 
gende Relation 


stnx 


07^   A        A:  +  12^«  (A:,H)(A:+2)(A:  +  3)      Vai'  \    . 

^   V'       2^  +  11. 2"^(2^+l){2Ä  +  2)(2^  +  3)l.2.3.4       "7*" 

\1  (2Ä  +  l)(2^  +  2)  1.2.3  ■*"(2^+J)...(2)t+4)l.2..5  -7^^*^' 
die  a  posteriori  leicht  zu  beweisen  ist.  Beiläufig  ergiebt  sich  noch ,  dass  die 
Summe  der  Reihe 

X  (^  +  l)(^  +  2)       2*a:'  (^k  + 1)...  {k+ 4)       2^0^ 

I         (2^+ J)  (2^  +  2)  1.2.3"*"(2^+l)...(2Ä+4)l.2...ö        ' 

unbeschadet  des  beliebigen  positiven  k,  für  jedes  x  verschwindet,  welches 
ein  positives  oder  negatives  Vielfache  von  n  ausmacht;  ebenso  annullirt 
sich  die  Summe  der  Reihe 

k  +  l    2x^  (k+l)(k  +  2)(k  +  S)        ^x* 


2Ä+11.2    •    (2Ä:+1)(2Ä  +  2)(2Ä  +  3)1.2.3.4 

für  jedes  x,  welches  einem  positiven  oder  negativen  ungeraden  Vielfachen 
von  ^9E  gleichkommt. 


XIV. 
Heber  das  geodätische  Vorwärts  -  EinscImeidexL 

Von   J.  J.  VOELÄNDEB, 


K.  Prenss.  Stenerrath. 


X^as  Rückwärts  -  EinBchneiden  (Fotheno  tische  Aufgabe)  ist,  insbeson- 
dere auch  hinsichtlich  seiner  Behandlung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  von  Oauss,  Gerling  und  Anderen  so  ausführlich  auseinander- 
gesetzt worden,  dass  dem  praktischen  Geometer  kein  Zweifel  über  das  da- 
bei zu  beachtende  Verfahren  zurück  geblieben  sein  kann.  Dagegen  finden 
wir  in  den  Lehrbüchern  der  Geodäsie  nur  sehr  dürftige  Fingerzeige ,  wie 
man  bei  dem  Vorwärts -Einschneiden  zu  verfahren  habe,  um  aus  den  an- 
gestellten Beobachtungen  mit  der  geringsten  Bechnungsweitläuftigkeit  die 
zuverlässigsten  Resultate  zu  erzielen.  Nun  ist  aber  das  Vorwärts-Einschnei- 
den  wegen  seiner  viel  öfteren  Anwendung  wichtiger  als  das  Rüokwärts- 
Einschneiden,  und  überdem  ist  es  grade  die  Rechnungsweitläuftigkeit, 
"v^lche  nicht  selten  die  praktischen  Geometer  von  jeder  Anwendung  der 
Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung  auf  ihre  Arbeiten  zurückschreckt.  Es  darf 
daher  vermuthet  werden,  dass  eine  nähere  Mittheiliing  über  diese  Bestim- 
mungsform den  Lesern  dieser  Blätter  nicht  unwillkommen  sein  werde. 

Bekanntlich  hat  man  sich  in  der  neueren  Zeit  bemüht,  bei  den  trigo- 
nometrischen Landesvermessungen  die  Anzahl  der  Standpunkte  möglichst 
zu  vermindern,  weil  jede  unnöthige  Anhäufung  der  letzteren  die  Kosten 
und  den  Zeitaufwand  der  Operation  bedeutend  vergrösscrt;  man  hat  bei  der 
Auswahl  der  Standpunkte  alle  Aufmerksamkeit  darauf  verwendet,  dass  sie 
eine  möglichst  umfangreiche  Aussicht  darbieten,  und  dass  möglichst  viele 
zu  bestimmende  Detailpunkte  von  ihnen  aus  gesehn  werden  können.  Diese 
Standpunkte  sind  dann  zu  einem  geschlossenen  System  von  Dreiecken  mit 
einander  verbunden,  in  diesen  alle  Winkel  gemessen  und  zu  einer  nach 
den  bekannten  Ausgleichungsmcthoden  geführten  Berechnung  benutzt.  Die 
Resultate  dieser  Berechnungen  bestehen  in  den  Längen  und  Neigungswin- 
keln der  Dreiecksseiten  und  don  Coordinaten  der  Dreieckspunkte  gegen 
eine  angenommene  Abscissen  -  Achse  oder  auch  in  den  geographischen  Län- 
gen und  Breiten  derselben. 
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Nach  früheren  Methoden  wurden  innerhalb  des  Hanptn«tzes  Dreiecke 
zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung  «so  ausgewählt,  dass  sie  zwar  mit  den 
Funkten  höherer  und  niederer  Ordnung  in  Verbindung  traten,  zugleich  aber 
auch  zu  selbstständigen  Netzen  zweiter,  dritter,  vierter  Ordnung  sich  zu- 
sammenschlössen; alle  diese  Dreieckspunkte  waren  in  der  Kegel  Stand- 
punkte ,  so  dass  in  allen  Dreiecken  die  drei  Winkel  unmittelbar  gemessen 
wurden. 

In  der  neueren  Zeit  hat  man,  wie  schon  bemerkt,  dieses  Verfahren  ffir 
zu  umständlich  gehalten,  man  hat  sich  darauf  beschränkt,  auf  jedem  Haupt- 
punkte nach  vollendeter  Messung  der  Haupt  -  Dreiecks winkel  das  Mess- 
instrument gegen  die  mit  dem  Standpunkte  in  Verbindung  stehenden  Haupt- 
punkte des  Horizonts  zu  orientiren ,  es  dann  festzustellen  und  hierauf  bei 
allmäliger  Fortbewegung  der  Alhidade  die  Bichtungen  aller  von  dem  Stand- 
punkte ans  sichtbaren,  als  Visirziele  geeigneten  Gegenstände,  z.  B.  Kirch- 
thürme,  Windmühlen,  Essen,  Frontspitzen  u.  s.  w.  zu  bestimmen.  Ergab 
nun  die  Berechnung  des  Hauptnetzes  die  Azimuthe  oder  die  Neigungswin- 
kel der  Hauptrichtungen  gegen  die  angenommene  Abscissen  -  Achse ,  so 
brauchten  ihnen  die  Unterschiede  der  abgelesenen  Alhidadenstände  auf  den 
Hanptrichtungen  und  den  untergeordneten  Punkten  nur  zuaddirt  zu  werden, 
um  sofort  die  Azimuthe  oder  Neigungswinkel  der  letzteren  zu  erifuigen. 
Dadurch  erhielt  man  also  ein  nach  Azimuthen  geordnetes  Verzeichniss  aller 
auf  jedem  Standpunkte  sichtbaren  Visirpunkte.  War  ein  solcher  Visirpunkt 
von  zwei  Standpunkten  aus,  gleichviel  ob  diese  durch  eine  Hauptdreiecks- 
seite vef bunden  waren  oder  nicht ,  in  gedachter  Art  eingeschnitten ,  so  war 
seine  Lage  bestimmt,  aber  noch  nicht  bestätigt,  war  er  von  mehr  als  zwei 
Hauptpunkten  aus  eingeschnitten,  so  war  die  Lage  desselben  mehr  als  be- 
stimmt und  folglich  Gegenstand  eines  Ausgleichungsverfahrens. 

Die  Wichtigkeit  des  Zweckes  trigonometrischer  Messungen  erfordert, 
dass  die  Lage  jedes  festzulegenden  Punktes  bestätigt  oder  verbürgt  sei.  Der 
einfachste  Fall  einer  verbürgten  Bestimmung  liegt  vor,  wenn  ein  Punkt  von 
drei  Standpunkten  aus  eingeschnitten  ist,  von  denen  wenigstens  zwei  mit, 
ihrer  Länge  nach,  bekannten  Dreiecksseiten  verbunden  sind.  In  diesem 
Falle  ist  es  zur  Ausgleichungsrechnung  nicht  einmal  erforderlich ,  die  Azi- 
muthe der  Visirlinien  nach  dem  Schnittpunkte  abzuleiten,  wir  können  die 
Rechnung  mit  den  Winkeln  zwischen  diesen  und  den  gedachten  Dreiecks- 
seiten führen. 

Hätte  man  auf  den  Standpunkten  a ,  6,  c  nach  einem  vierten  Punkte  g 

die  Winkel  bagj  kürzer  bezeichnet  a 

gemessen ,    seien    ferner    aus   der    Berechnung    der   Hauptdreiecke    be- 
kannt 
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die  Seite      ab^  kürzer  bezeichnet  m, 

der  Winkel  a 6c,      „  „  6, 

80  kann  zunächst  der  Winkel  cbg^      „  „  bcj  leicht  dnrch  Ab- 

zug, nämlich  durch  b  —  ba  gefunden  werden.  Wir  sind  nun  im  Stande,  die 
Seite  bgy  oder  kürzer  bezeichnet  z^  doppelt  zu  berechnen,  nämlich  einmal 
aus  dem  Dreieck  abg^  das  anderemal  aus  bcg.  Beide  Resultate  würden 
einander  gleich  sein,  wenn  die  Netzstücke  m,  n,  b  absolut  genau  wären,  und 
die  Messung  der  Winkel  a^  ba^  c  ohne  Fehler.  Da  aber  alle  Angaben  über 
tbatsächlicbe  Grössen  mit  Fehlern,  mögen  diese  auch  sehr  klein  sein,  be- 
haftet sind,  so  darf  die  Gleichheit  jener  Eesultate  nicht  erwartet,  es  muss 
vielmehr  angenommen  werden,  dass  zwischen  ihnen  ein  Unterschied,  den 
wir  mit  k  bezeichnen  wollen,  bemerkbar  wird,  welcher  im  Allgemeinen  um 
so  kleiner  auffällt,  je  sorgfältiger  die  Messung  des  Hauptnetzes  und  der 
Schnittwinkel  ist.  Wir  haben  also  für  den  vorliegenden  Thatbestand  die 
Gleichung : 

msina  n  sin  c 

sin  (a  +  ba)       sin  {c  +be) 

Müssen  wir  auch  zugeben,  dass  die  Fehler  der  Netzstücke  m,  fi,  b  bei  Ent- 
stehung der  Grösse  k  mitgewirkt  haben ,  so  sehen  wir  doch  im  weitem  Ver- 
folge der  Arbeit  von  ihnen  ab ,  weil  die  Berechnung  des  Hauptnetzes  defi- 
nitiv abgeschlossen  ist;  wir  behandeln  m,  n,  6  als  Constanten  und  machen 
nur  Anspruch  darauf,  unter  dieser  Beschränkung  für  z^  den  wahrschein- 
lichsten Werth  zu  ermitteln.  Unsere  Aufgabe  besteht  also  darin,  für  die 
Winkel  a ,  6« ,  c  Verbesserungen,  die  wir  mit  ciy  ßay  y  bezeichnen  wollen,  zu 
ermitteln ,  welche  in  ihrer  Zusammenwirkung  fähig  sind ,  die  Grösse  k  zu 
vernichten ,  und  zugleich  unter  allen  Gruppen  von  Verbesserungen ,  welche 
dieselbe  Fähigkeit  besitzen,  die  wahrscheinlichsten  sind. 

Nach  den  Lehren  der  Wahrsciheinlichkeitsrechnung  ist  unter  allen  Ver- 
besserungsgruppen diejenige  die  wahrscheinlichste,  welche  die  kleinste 
Quadratsumme  der  Gruppenglieder  ergiebt. 

Wie  die  Verbesserungen  «,  /5a,  y  bei  dem  Bildungsprocess  der  Grösse 
k  mitwirken,  erfahren  wir,  wenn  wir  sie  mit  den  Differenzial-Coefficientcn 
multipliciren ,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  obige  Gleichung  nach  «t,  5^,  c 
partiell  differenziren.  Bezeichnen  wir  diese  Coefficienten  mit  ^,  J?,  C,  so 
können  wir  die  Anforderungen,  die  wir  vorhin  an  a,  j3a,  y  stellten,  durch 
folgende  zwei  Gleichungen  aussprechen: 

Aa  +  Bßa+  CY==  —  k 
«ff  +  ßaßa'h  yy^=^  Minimum. 

Der  Minimalwerth  dieser  Quadratsurame  kann  nur  eintreten,  wenn  das  Dif- 
ferenzial  ihres  Ausdrucks  =  0  wird ;  zugleich  muss  aber  auch  die  Bedingung 
der  ersteren  Gleichung  erfüllt  werden.    Um  beiden  Zwecken  zu  dienen. 
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differenziren  wir  die  Gleichiuigen ,  addiren  sie  soBammen  and  setzen  die 
fVrtoren  Yon  da,  dß^^,  dy  jeden  für  sich  =0,  nachdem  jedoch  vorher  znr 
Erleichtemng  des  Eliminations  -  Geschäfts  das  Differenzial  der  ersten 
Gleichung  mit  einem  unbestimmten  Factor,  etwa  /,  multiplicirt  worden  ist. 
Wir  erhalten  dann 

a  =  ^ .  /, 

y  =C.I. 

Substituiren  wir  nun  die  an  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen  ste- 
henden Werthe  für  a,  j3«,  /  in  die  erste  der  obigen  Gleichungen,  so  erhal- 
ten wir: 

AA.l  +  BB.J+CC.I=  —  k 
oder 

i=——!L— 

AA  +  BB+CC  ' 

wonach  wir  dann  durch  Rücksubstitution  des  Zahlenwerthes  für  /  in  die 
drei  Yorstehenden  Gleichungen  auch  die  schliesslich  gesuchten  Werthe  für 
Oy  ßa,y  erlangen. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  bemerken ,  dass  die  partielle  Differensirung  der 
anfänglichen  Gleichung 

msina  nsinc 

sin  (a  +  ba)       8in{c+bc) 

nach  a^  bay  c  die  Cocfficientenwerthe 

51«  ba 


=  k 


A  =  Z^.  —: 


B  =  —  zi,.-: 


sina  .sin{a-i-ba) 

sin  {a  +  b-i'C) 


sin  (a  +  ba)  sin  (c  +  b^ 

^ sin  bc 

stn  c  .sm{^c+  be) 

ergiebt,  dass  es  aber  für  die  Zahlenrechnung  bequemer  ist,  den  gemein- 
schaftlichen Factor  z^  durch  Division  in  — k  zn  berücksichtigen,  endlich 
dass  k  ursprünglich  in  Längenmaass  gegeben  ist,  während  a,  ßa,  y  in  Bo- 
gonmaass,  gewöhnlich  in  Sekunden  ausgedrückt,  verlangt  werden,  daher  Ar 
vor  der  Ausgleichungsrechnung  mit  sin  1"  getheilt  werden  muss.  Setzen 
wir  also 

., sin  bg 

sin  a  .  sin  (^a -{- ba) 
jj' i^n  («  +  ^  +  c) 


sin  (a  +  ba) .  sin  (c  +  bg) 


sin  bc 


sin  c  ,  sin  (c  +  be) 
BO  wird  dio  otstere  der  obigen  beiden  'B"ediii^\xn^s^\ft\^\va\i^^u-. 
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weiterhin : 

A'A'  +  B'B'  +  C'C" 

endlich : 

a=A'.J 

ßa  =  B\I 

Y  =C'  .1. 

Bei  der  Einfachheit  des  Falles  können  wir  einen  noch  bequemeren  Weg 
einschlagen,  um  zu  demselben  Ziele  zu  gelangen.  Wollten  wir  nämlich 
z^  aus  den  Gleichungen 

sin  a  sin  c 


sin  (a  +  ba)  '  sin  (c  +  hc) 

mit  Hülfe  der  Logarithmen  berechnen,  so  können  wir  die  beiden  für  zi,  re- 
sultirenden  Logarithmen  unmittelbar  mit  einander  vergleichen ;  wir  werden 
dann  finden,  dass  sie  um  eine  gewisse  Zahl,  die  wir  mit  J  bezeichnen  wol- 
len ,  von  einander  abweichen ,  werden  also  haben 

log  sin  a  —  log  sin  (a  +  ft«)  —  ^og  sin  c  +  log  sin  (c  +  be)  =  J. 

Aendert  sich  aber  der  Winkel  a  um  a,  5^  um  /?«,  ^^  um  —  /?« ,  c  um  y,  und 
ist  die  aus  der  Logarithmentafel  hervorzunehmende  Aenderung 

des  log  sin  a  =  r^ 

„    log  sin  (a  +  K)  =  r^  /  für  eine  angenommene  Bogen- 
t,    log  sin  c  =  ^s  (  oinheit ,  etwa  für  1 ", 

„    log  sin  {c  +  bc)  =  r^ 

80  haben  wir  nach  dem  gewöhnlichen  Einschaltungsverfahren : 

ri«—  r,(flf  +  /5«)  — Tay  +  r/y  — /?«)  =  — ^, 

wobei  jedoch  nicht  unbeachtet  bleiben  darf,  dass  bei  steigenden  log  sin  dem 
Werthe  von  r  das  Zeichen  +  >  bei  sinkenden  dagegen  das  Zeichen  —  bei- 
gelegt werden  muss.  Die  vorstehende  Gleichung  zieht  sich  zusammen  auf 

•      (rj  —  r,)  «  —  (r,  +  0  ßa  —  (r.  —  rj  y  =  —  ^ 

und  verfällt  von  hier  an  demselben  Rechnungsverfahren,  wie  die  obige 
Gleichung : 

A'a  +  B'ßa+C'Y=  * 


z^  sin  1 
Wir  finden  nämlich: 

—  J 


J  = 


und  T 

a  =(ri  — r,)/ 

ßa  =  -(r,  +  r,)J 
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Im  Vorstehenden  ist  voransgesetzt,  das  die  drei  Winkel  a,  baj  c  mit  gleicher 
Zuverlässigkeit  gemessen  seien.  Lässt  sich  dieses  nicht  annehmen,  so  müs- 
sen die  Glieder  der  Gleichung 

ff«  +  ßaßm+  YY  ==  Minimum 

vor  der  weiteren ,  übrigens  der  obigen  ganz  gleich  bleibenden  Behandlung 
mit  den  die  Verschiedenheit  der  Zuverlässigkeit  ausdrückenden  Gewichts- 
zahlen  multiplicirt  werden.  Wäre  z.B.  mit  demselben  Instrument  derW^inkel 

a  . . . .  pi  mal 
bft . . , ,  p^  mal 
c  . . .  •  P3  mal 

gemessen,  so  würden  wir  zu  setzen  haben: 

Piaa  +Ptßaßm  +  Piyy  =  Minimum 
und  erhielten  dann: 


/== 


p.A'A'+p^B'B'+.p^C'C 

a  =^p^A\  I 
ß.==PtB\I 

r      =PiC\Jy 

wie  auch  die  ganz  analogen  Ausdrücke  in  dem  zweiten  Verfahren. 

So  einfach  die  vorstehenden  Rechnungsformen  auch  sind,  so  weiss 
ich  doch  aus  Erfahrung,  wie  leicht  sich  die  Praktiker  an  die  angeblich  da- 
mit verbundenen  Weitlänftigkeit  stossen ,  wie  leicht  sie  übersehn ,  dass  es 
ihrer  Arbeit  nur  an  der  klaren  Uebersichtlichkeit  und  an  einer  zweckmäs- 
sigen Gruppirung  der  Zahlen  fehlte;  ich  kann  ^s  daher  nicht  für  überflüssig 
halten ,  die  vorstehende  Auseinandersetzung  an  einem  der  Praxis  entnom- 
menen Kechnungsbeispiele  zu  erläutern. 

Bei  der  Triangulirung  zum  Zweck  der  Aufnahme  des  Grundsteuer- 
Katasters  in  den  westlichen  Provinzen  Preussens  wurde  auf  den  Stand- 
punkten Soesterwarte,  Stromberg  und  Harsewinkel  der  Thurm  zu  Frecken- 
horst  eingeschnitten.    Die  Berechnung  des  Netzes  hatte  ergeben*): 

log  der  Seite  Soesterwarte  -  Stromberg  =  3,5171603  in  Ruthen 
„     „       „     Stromberg  -  Harsewinkel  =  3,6790520  „       „ 

der  Winkel  Soesterwarte  -  Stromberg  -  Harsewinkel  zu  131  ^^  22'  53,23". 

Die  in  den  Horizonten  ausgeglichenen ,  bei  fast  gleicher  Kepetitionszahl 
nach  Freckenhorst  gemessenen  Winkel  waren  **) : 


*)  Vorländer'8  geographische  Bestimmungen  im  Königl.  Prenss.  Reg.  -  Bez. 
Minden,  1853,  Minden  bei  Körber  &  Freitag,  S.  Ol. 

**;  Ebendaselbst  Seite  64,  79,  82. 
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a)  Soesterwarte         =  70<>  12'    2,19"  (    ^o  ,7'    o   q"  _      11, 
*)  Stromberg  mit  a  =  76     5    26,99    P^    '^    *^^'"®    — «  +  «^« 

„    c=55    17    26,24     |  3' 2998" -c  + 6 

c)  Harsewinkel  =  70   46     3,74    >  ^^     ^^'^    -  ^  +  ^c 

a+b  +  c  ^=  272°  20'  59,16  =  s 

+                 r  —                 r 

log  sin  a            =  9,9735363,  +    7,6 ;  log  sin  c             =  9,9750598,  +    7,4 

logm                 =r  3,5 1 7 1 603  log  n                  =  3,6790520 

c/>%si/i(a  +  ft«)=:  0,2557315,  +  31,5;  cp  log  sin  (c  +  6^)  ==  0,0923639,  +  15,3 


3,7464757=— 476 
5577,965 =-0,612 


^=3,7464281  — 

Ar  =5577,353  —       ' 

log  k       =  9,78675«  —  10 
cplog  z        =  6,25358    —  10 
cp  log  sin  l"  =  5,31443 
log  k"  =  1,3547b 

1.  Methode  der  Zahlendifferenzen. 

+  -.  - 

•  log  sin  h^  =9,98707;  log  sin  s  =9,99963«;       log  sin  b^  =9,91490 

ep  log  ep  log  cp  log 

(«ii«.#w(a-f6a))=0,282l9;  (#ii»(g-hMnii(c+ftg))=  0,348 10   ;  (*tiic.#in(<:+^c))=  0,1 1730    . 

logB'      =  0,34773 ;  log  C*      =  0,03220« 


log  A'      =0,26926; 


logAA    =0,53852; 
A'A'  =+3,456 


logB'B'  =0,69546; 
J9'^' =  +  4,960 

=  9,576 
log       =Ä  0,98118 
log  W  =  1,35476 
log  I    =  0,37358 


log  C  C  =  0,06440 
rC  =  +  1,160 


lo^>4'.  7  =  0,64284; 
a  =  +  4,393 


%  C ./ =  0,40578» 
y  =  —  2,546 


logB'.I  =0,72131; 
ßa^  +  5,264 

2.  Methode  der  logarithmischen  Differenzen. 

7,6flf  +  31,6  («+  ßa)  —  7,4y  —  15,3  {y—ßa)  =  +  476, 
oder:  39,1«  +  46,8/3^  —  22,7  y  =  +  476  log  J  =  2,67761 

Quadrate)  1528,81+2190,24  +     515,29     =  +  4234,34  log     =  3,62679 

«  =  +  4,395 ;  j5«  =  +  5,260 ;  y  =  —  2,551  log  I  z=  9,05082 

/  =0,1124 
Demnach  ist  die  Verbesserung  der  gemessenen  Winkel : 

«')  TOMS'    2,19 "  + 4,39"  =70»  12' 6,58"  |.__ 

ft.")  76     5    26,99    +5,26    =76     5  32,25    M*^    "  ^'^    -(«+*-) 

V)  5j)    17    26,24    —6,26    =65    17  20,98    )  9^,7  -f.'j.h\ 

c')  70   46     3,74    -2,55    =70    46    1,19    I '^     ^    ^^"  =(c+b.\ 

«-f-*  +  c=a72   ai    1,00  =  8.    • 

lelltthrin  r.  Mathtmuik  a.  Phy«ik.   II.  ^'^ 
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Berechnen  wir  nun  die  Seite  Stromberg  -  Freckenborst  mit  den  verbesser- 
ten Winkeln,  so  erhalten  wir: 

log  sin  a  =9,9735396;       '     log  sine  =9,9760578 

logm  =3,5171603  log  n  =0,6790520 

cp  log  sin  (a  -f  6^')  =  0,2557619;       cp  log  sin  {c  +  b^)  =0,0923519 

log  Zi  =  3,7464618  =  3,7464017 

Zb  =  5577,786  =  5577,785 

Die  verbesserten  Winkel  ergeben  nnn  auch  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  übrigen  Stücke  der  Figur.  Ist  ein  Punkt  von  mehr  als  drei, 
durch  Dreiecksseiten  mit  einander  verbundenen  Standpunkten  eingeschnit- 
ten ,  so  ändert  sich  das  Verfahren  nicht  wesentlich ,  nur  nimmt  der  Umfang 
der  Arbeit  mit  jedem  hinzukommenden  Standpunkte  um  eine  Bedingungs- 
gleichung zu;  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  (die  Minimalgleichung  unge- 
rechnet) ist  also  bei  n  Standpunkten  n  —  2,  und  statt  dass  wir  vorhin  das 
Correlat  /  der  einen  Bedingungsgleichung  durch  eine  leichte  Division  be- 
rechnen konnten,  müssen  wir  die  Correlate  /,  //,  ///  u.  s.  w.  aus  n  — 2 
Normal  -  Gleichungen  durch  Elimination  entwickeln.  Es  ist  unnöthig ,  das 
Verfahren  in  einem  Falle  dieser  Art  ausführlicher  auseinander  zu  setzen, 
weil  sich  später  Gelegenheit  ergeben  wird,  das  Ausgleichungsgeschäft  bei 
einer  hinreichend  vergleichbaren  Aufgabe  auf  mehr  als  eine  Bedingungs- 
gleichung auszudehnen. 

Der  complicirte^e  Fall  des  Vorwärts-Einschneidens  liegt  uns  vor,  wenn 
die  Standpunkte  nicht  durch  Dreiecksseiten  unmittelbar  mit  einander  ver- 
bundou  sind ,  wenn  ihre  Lage  gegen  eine  dem  ganzen  Netze  gemeinschaft- 
liche Abscissen- Achse  gegeben  ist.  Wir  können  dann  die  Entfernung  des 
Schnittpunktes  von  dem  Standpunkte  nicht  mehr  einfach  durch  Auflösung 
eines  Dreiecks  berechnen ,  sondern  müssen  uns  nach  einem  Verfahren  um- 
sehen, aus  den  Coordinaten  zweier  Standpunkte  und  den.durch  Beobach- 
tung ermittelten  Azimuthen  oder  Neigungswinkeln  nach  einem  dritten  Punkte 
dessen  Entfernung  von  den  Standpunkten  zu  entwickeln. 

Nehmen  wir  an,  der  erste  der  Standpunkte  sei  mit  I ,  der  zweite  mit  2 
bezeichnet,  der  Schnittpunkt  mit  0,  der  erstere  sei  durch  die  rechtwinkeli- 
gen Coordinaten  a*,  und  y, ,  der  zweite  durch  cc^  und  y,  gegeben ,  auf  dem 
ersteren  habe  man  durch  Anschlussmessungen  das  Azimuth  oder  den  Nei- 
gungswinkel a,  nach  dem  dritten  Punkte,  auf  dem  zweiten  den  gleichnami- 
gen Winkel  a,  erhalten;  wir  suchen  die  Coordinaten  des  dritten  Punktes  Xq 
und  t/Q  und  dessen  Entfernungen  r,  und  r,  von  den  beiden  Standpunkten. 

Augenscheinlich  ist: 

Xq  =  a\  -f-  z,  .  cos  a,  =  »r,  +  Cj  cos  a^ 
yo  =  yi  +  ^i  '  *»>»  (U  =  //2  +  *2  sin  n^ 

und  w/r  finden  so  fort  durch  Elimination: 


z, 


^i 


Von  J.  J.  Vorländer.  307 

_  (^2  — ^i)  s'fi  «1  —  (y2— yQ  cos  Oj 

sin  (ff, —  «,) 
_  (x^  —  Xj)  sina^  —  (j/i  —  yt)  cosa^ 


sin  («2  —  «i) 

Ist  der  Schnittpunkt  ancb  von  einem  dritten  Standpunkte  aus  bezielt  wor- 
den, dessen  Coordinaten  nnd  Azimuth  x,,  ^, ,  a^  sind,  so  kann  irgend  eine 
der  drei  Entfernungen  z, ,  z, ,  z,  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gefunden 

werden,  z.  B. 

(a:,  —  Xj)  sin  Oj  —  (t/j—yj)  cosa^ 

stn  («3  —  a,) 

Z]|  T  " 

sin  (flj  —  a,) 
Beide  Werthe  werden  wegen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  nicht 
absolut  genau  mit  einander  übereinstimmen,   es  wird  ein  Unterschied  k 
zwischen  ihnen  liegen. 

Wäre  der  Punkt  0  von  4  Standpunkten  aus  eingeschnitten,  so  hät- 
ten wir: 

^  _  (^i—^t)  sin  a^  —  {y^—yx)  cos  a, 

*4 — :: — 7 ^ 

Stn  {a^  —  a,) 

_  {x^  --  ar,)  sin  a^  —  (y^  —  y^)  cos  o, 

Stn  («4  —  a^) 

(Xi—x^)  sin  a,  —  (y^ — y^)  cos  a^^ 

*4 "7—7 T 

stn{a^  —  flf,) 
Vergleichen  wir  diese  drei  Werthe  mit  einander,  so  finden  wir : 

(0:4  —  Xj)  sin flt  —  (j/A  —  yi)  cos  fli  _^  (x^-'X^)  sin  a^  — (1^4— yt)  cos  a^  __ 

sin  («4  —  a,)  sin  {a^ —  a^)  **  * 

(^4 — ^t)  ^<w  g^  —  (y4  —  y,)  ro^  g,       (3:4  —  x^)  sin  «,  —  (y^  —  y,)  go^  «3  _  ^ 

m  (04  —  «,)  Ätn  («4  —  fls)  *•'•*" 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  geben  deutlich  genug  zu  erkennen,  wie  die 
Bechnnngsformen  ausfallen  werden ,  wenn  ein  Punkt  von  mehr  als  vier 
Standpunkten  eingeschnitten  wurde.  Wir  können  uns  also  bei  Darlegung 
des  Ausgleichungsverfahrens  auf  sie  beschränken. 

Da  die  Coordinaten  x  und  y  als  konstante  Grössen  gegeben  sind ,  so 
kann  es  sich  nur  darum  handeln ,  für  die  gemessenen  Winkel  ai ,  a, ,  a, ,  a^ 
solche  Verbesserungen  zu  ermitteln,  welche  die  Grössen  A:|,,.4,  Ar,  3  4  aufhe- 
ben und  eine  möglichst  kleine  Quadratsumme  ergeben. 

Indem  wir  zu  diesem  Zwecke  die  vorstehenden  Gleichungen  differenzi- 
ren,  können  wir  den  Di£Perenzial-Coefficienten  eine  einfachere  Form  da- 
durch verschaffen,  dass  wir  die  Entfernungen  des  Schnittpunktes  von  den 
Standpunkten  also  z^,  z^,  z^^  z^  in  den  Gliedern  der  Entwickelung  als  Fac- 
toren  einführen.  Wollten  wir  z.  B.  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen 
differenziren,  indem  wir  a,  für  rfa, ,  a^  für  döj»  f's  ^^  da^,  «4  für  r/ö^  zur  Ab- 
kürzung setzen,  ao  würden  wir  zunäcbst  CTYiaVlen*. 
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ta'4— :r|)  cos  a^  +  {y^—yi)  sina^  (3:4  —  0:1)  sin  a^  —  (^4— y,)  cos  a^ 

sin  («4  —  flj)  '  sin  («4  —  öj) 

5in  («4  —  «i) 

_  (a^4 — a-»)  co^  q«  +  (^4— yt)  ^»w  «t     _  (^4— ^t)  ^»^  ^'t  —  (yj—yi)  cosot 

sin  («4  —  ö,)  '   *  «n  («4  —  o,) 

co^  (fl4  —  g,)  «N_o 

X   .  /^ — -T  C«4  —  «i;  —  "• 

stn  (a^  —  Qf) 

Nun  ist  aber  der  erste  Faktor  des  zweiten,  wie  auch  der  des  vierten  Glie 
des  =^4;   ferner  ist 


/(a'4~a',)  cos  fl|  +  (^4  —  i/t)  sin  q,  coy  (04  —  fl|)\      __       ^i-g| 

\  m  («4  —  fl,)  *  *  Wfi  («4  —  a,)/    *       «w  (fl4  —  «i) 


und 


_^  /fa  —  a-t)  gQ^  fl«  +  (y^—yt)  sin  fl,  C05(fl4  —  fl,)\      __  _        M'gt 

\  sin  (04  —  a,)  T   4  •  ^.^  ^^^  —  ^^^y    t  ^j-,, ^^^ __  ^^j 

ich 

/cos(a^  —  o,)       CO«  («4 — a,)\ sin  (a^ — «i) 

*  V^f«  («4  —  fl,)       «>i  («4  —  fli)/    *  *  *  »^f/i  (04 — fl,)  st/i  (04—0,)  *   * ' 


endlich 

z 
also : 


2, .  «>i  («4  —  «,)  a,  —  z, .  sin  («4 —  «i)  »t  +  ^4  •  ^^'^  (^  —  ^1)  <'4 n 

*m  («4  —  «i)  *m  («4  —  fl,) 

Wenn  wir  also  jetzt  den  Buchstaben  a, ,  t/,,  «3,  »4  die  Bedeutung  end- 
lich kleiner  Verbesserungen  beilegen,  so  erhalten  wir  sofort  die  Bedingungs- 
gleichungen dieser  Verbesserungen ,  nämlich  : 

r,  sin  (a^  —  «,)  .er,  —  ?,  sin  (a^  —  a,)  .  «,  +  ^4  sin  (er,  —  «1)  •  «4 

*m  («4  —  «i)  .^»w  (^4  —  ö,) 


^l.t.4' 


stn  I 


Zj  ^m  (04  —  flfj)  .  «r,  —  Zj  ^fw  («4  —  a,)  .  a,  +  24  «i/i  («3  —  «t)  •  «4 

5f>>(a4  —  iit)  *wi  (04  —  08) 

'  '  *  «m  I 

Bezeichnen  wir  die  Coefficienten  der  ersten  Gleichung  mit  iw,  die  der  zwei- 
ten mit  «,  und  legen  wir  ihnen  die  entsprechenden  Nummern  bei,  benennen 
wir  ferner  die  Zahlenwerthe  der  Gleichungen  mit  Ar»,  und  k„ ,  fügen  wir  end- 
lich die  Fehlerquadratensumme  bei ,  so  erhalten  wir : 

m,  ofi  —  m^tt^  +  m^a^  =  —  k^ 

+  w,  er,  —  w,  ofj  +  W4<jr^  =  —  Ar„ 
ajOfi  +  er,  of,  +  0^3  «'s  +  a4a4=  Minimum. 

Differenziren  wir  die  drei  Gleichungen,  multipliciren  die  Differenziale  der 
beiden  ersteren  mit  vorläufig  unbestimmten  Faktoren ,  die  erste  mit  /,  die 
zweite  mit  77,  addiren  dann  und  setzen  die  Coefficienten  von  ^cfj,  rfa,,  e/cfj, 
äcr^  jeden  für  sich  =0,  so  finden  wir: 
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«2  =  —  m^.I  +  n^.II 

«8  =  —  Ws  •  I^ 

a^=  +  m^,l+n^.ll 

und  durch  Sabstitution  dieser  Werthe  für  ai ,  a, ,  a^^  a^  in  die  beiden  ersten 

der  obigen  Gleichungen : 

(m,  iWi  +  w,m,  +  m4iW4) .  /  —  (w, «,  —  ^n^n^  .7/=  —  Ar^ 
—  (rn^n^  —  m^n^),I+  (w,w,  +  «s^j  +  «4^14). //=  —  Ar„, 

woraus  dann  die  Werthe  für  I  und  //  durch  Elimination  zu  entwickeln  sind, 
um  durch  deren  Substitution  in  die  unmittelbar  vorhergehenden  vier  Gleichun- 
gen die  ZaDlenwerthe  für  aj ,  er,,  er,,  a^  zu  erlangen. 

Aus  der  einleitenden  Rechnung  ist  nur  die  Entfernung  2^  bekannt  ge- 
worden, wir  bedürfen  aber  ausserdem  zu  der  vorstehenden  Entwickelung 
auch  die  Entfernungen  Z| ,  z,  >  ^s*  ^^  genügt,  wenn  sie  nur  annähernd  genau 
bekannt  sind.  Wenn  der  Geometer  sie  nicht  schon  anderweitig  besitzt,  so 
kann  er  sie  mit  Hülfe  der  obigen  Ausdrücke  leicht  berechnen.  Bei  ihrer 
Bearbeitung  erhielt  er  schon: 

''  \stn  («4  —  a,)/  \stn  («4 —  0,)/       "^  \^i;j  (a^ —  a,)/       "^  \sm  («4—  0,)/ 

es  macht  also  wenig  Mühe,  auch  noch  zu  berechnen: 

X4  —  iT,  ^4  —  yi 

stfi  (04  —  «i)  5f/l  («4  —  Ö,) 

^4  —  a^t  ^4  —  yt 

'  —  sin  «4 : — .  cos  f/4 , 


sin  («4  ~  rtj)  *  *«"  («4 —  «a) 

^\  —  '^8  yA  —  y% 

Sm  «4 : — ; r-  .  cos  «4. 


sin  («4  —  a,)  -sin  («4  —  </,) 

Aus  den  erschienenen  Abhandlungen  über  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  ist  bekannt,  dass  es  zur  Lösung  jeder  Aufgabe  zwei  der  Form 
nach  verschiedene  Wege  giebt,  den  Bedingungsweg  und  den  Vermittlungs- 
weg. Die  Behandlung  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe  auf  dem  ersteren 
Wege  ist  im  Vorstehenden  gezeigt  worden.  Es  bleibt  nur  noch  das  Ver- 
fahren nachzuweisen,  welches  auf  dem  Vermittelungswege  zu  demselben 
Ziele  führt. 

Auf  dem  Vermittelungswege  verfolgt  der  Rechner  den  Zweck,  aus  den 
gegebenen  Thatsachen  gewisse  Endresultate  abzuleiten  und  für  sie  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  zu  entwickeln.  Die  letzteren  erstrebt  er  jedoch 
nicht  unmittelbar.  Zunächst  nämlich  sucht  er  sich  für  jene  Resultate  nur 
Näherungswerthe  zu  verschaffen,  dann  benutzt  er  diese,  um  die  Grösse  der 
gemessenen  Gegenstände  zu  berechnen,  hierauf  \ßt^W\c\v\.  ^\  ^\^  ^^0«^- 
nvLugBTesnltate  mit  den  durch  Messung  gefundenen  An^aXieTL  wxv^n^^^^^jA^*^ 
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endlich  die  bei  dieser  Vergleichnng  zum  Vorschein  kommenden  Differenzen 
zur  Entwickelung  der  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  der  gedachten 
Näherungswerthe ,  wie  endlich  auch  der  durch  Messung  gefundenen  That- 
Sachen. 

Zu  jenen  Endresultaten  wählen  wir  um  so  zweckmässiger  die  Coordi- 
naten  des  Schnittpunktes,  als  auch  die  Standpunkte  durch  Coordinaten  ge- 
geben sind.  Besitzen  wir  nicht  schon  auf  anderem  Wege  Näherungswerthe 
für  jene  Coordinaten ,  so  können  wir  sie  mit  Hülfe  einer  nach  den  obigen 
Formeln  gefundenen  Entfernung  des  Schnittpunktes  von  einem  Standpunkte 
leicht  berechnen. 

Sind  nun  die  genäherten  Coordinaten,  die  wir  mit  x^  und  y^  J)ezeichnen 
mögen ,  auf  die  eine  oder  die  andere  Art  bekannt  geworden ,  so  erhalten 
wir  für  die  Unterschiede  zwischen  den  Resultaten  der  Messung  und  der 
Rechnung  unter  Beibehaltung  der  auf  dem  Bedingungswege  gebrauchten 
Bezeichnung : 

«1  —  arc  lang =  k^ 

Xq         Xf 

a,  —  arc  fang  y^~y*  =  k^ 


Xq 

^1 

Vo 

y% 

^0 

—  ^1 

Vo 

yi 

^0 

^a 

yo 

—  y4 

ö,  —  arc  tafig  ^ ^  =  Ar, 

«4  —  arc  lang =  k^ 

Xq  X^ 

Differenziren  wir  diese  Ausdrücke  und  setzen  dann  an  die  Stelle  der  Dif- 

ferenziale  rf«,  dx^  und  dy^  die  endlich  kleinen  Verbesserungen  «,  r  und  9, 

verwandeln  die  Coefficienten  der  beiden  letzteren  durch  Division  mit  sin  l" 

1               cos^ 
in  Sekunden  und  setzen  -5  für  7 r^,  so  erhalten  wir; 


-^  +  ^^T-T^U  +  f^i 


?,'.«>!  l"  z,*.  sinl 

yo-yt  ^  .  ^0  — ^«  „  ,  . 


yp  —  ys  ,  I  ^0  —  ^8     ,  . 

Zi^.sml  Zj'.sml    ^ 

yo  —  yj     .  Xq  —  x^ 

z/.stn\  z^*,sm\ 

Zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  die  Coefficienten  von  r  mit  m,  jene  von  9 
mit  M,  sodann  erheben  wir  beide  Seiten  der  Gleichungen  zum  Quadrat  und 
erhalten 

„^ «,  =:  (—  m,  r  +  «I  n  +  Ä-,)» 

ofj  a,  --  ( —  WjC  +  w,  ij  +  k^y 

c^3a3  =  (~  ^«3^+  "3  9  +  ^'3)' 
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Könute  den  Neigungswinkeln  aj ,  at»  ^ai  ^4  nicht  gleiche  Zuverlässigkeit 

beigemessen  werden,  so  müsste  nun  jede  der  letzteren  Gleichungen  mit  der 

ihr  sukommenden  Gewichtszahl  multiplicirt  werden. 

Die  Gleichungen  sind  nun  zusammen  zu  addiren.    An  der  linken  Seite 

des  Gleichheitszeichens  erscheint  die  Summe  der  Quadrate  der  gesuchten 

Verbesserungen  für  die  Neigungswinkel,  die  wir  kürzlich  mit  Sl  bezeichnen 

und  die  nach  dem  oben  ausgesprochenen  Grundsatze  ein  Minimum  werden 

j  o 
soll.     Damit   dieses  geschehe,    haben   wir   die  Ausdrücke   -- — =Ound 

— —  =  0  zu  entwickeln.    Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  nach  dem  üblichen 

Gebrauche : 

''^i  ^1  +  ^2  ^1  "f"  ^8  ^3  4"  ^4 '''4  ^^H"* ''*] 
mi«^  +  nigWg  +  m,W3  +  m^n^    „    [mti] 

«iWi  +  w»w,  +  w,«,  +  W4W4    „    [nn] 

mjA:,  +  m,A:,  +  mjÄ^a  +  ^4^4    »»    [^^] 
«iAti  +  «,Ar,  +  «,A:,  +  n^k^    „    [nk] 

und  finden  dann  durch  Differenzirung  der  an  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens stehenden  quadratischen  Glieder  nach  dt  und  dt) : 

[m  m]t  —  [m  «]  9  +  [m  k]  =  0 
•         —  {mn\  r  +  [nw]  9  +  [nk\  =  0. 

Dieser  Bildungsprocess  lässt  sich  leicht  in  Worten  aussprechen  und.  dem 
Gedächtniss  einprägen.  Die  rechte  Seite  jeder  der  die  Verbesserungen  a^^ 
ff,,  a, ,  04  ausdrückenden  Gleichungen  wird  nämlich  zuerst  mit  ihrem  Coef- 
ficienten  m  multiplicirt  und  die  Produkte  werden  addirt,  alsdann  wird  ebenso 
mit  den  Coefficienten  n  verfahren,  endlich  wird  jede  der  beiden  Summen 
=  0  gesetzt.  Die  Elimination  dieser,  gewöhnlich  mit  dem  Namen  ,, Normal- 
gleichungen ^^  benannten  Ausdrücke  ergiebt  die  Verbesserungen  r  und  9  der 
genäherten  Coordinaten  x^  und  y^ ,  endlich  die  Substitution  der  Werthe  von 
r  und  9  in  die  obengedachten  Verbesserungsgleichungen  die  Verbesserungen 

•  In  diesem  complicirteren  Falle  des  Vorwärts -Einschneidens  ist  bei  der 
praktischen  Anwendung  die  zweckmässige  Stellung  der  Zahlen  zur  Verhü- 
tung jeder  unnöthigen  Weitläuftigkeit  noch  wichtiger,  als  in  dem  vorher 
behandelten  Falle.  Der  Leser  wird  daher  entschuldigen,  auch  hier  die  ent- 
wickelten Formeln  an  einem  praktischen  Beispiele  erläutert  zu  sehen. 

In  den  oben  angezeigten  geographischen  „Bestimmungen  im  Königl. 
Preuss.  Regienxngs  -  Bezirk  Minden"  wurden  die  Dreieckspunkte  Witte- 
kindsstein ,  Idathurm  und  Heilige  Buche  durch  rechtwinkelige  Coordinaten 
gegen  eine  dem  Meridian  des  Kölner  Domchors  parallel  liegende  Abscissen- 
achse  bestimmt.  Ein  vierter  Punkt  Papenbrink  (Schaumbnrg-Lippe'scher 
Platz)  fand  seine  gleichartige  Bestimmung  gelegenllich  der  Vermessung 
der  Landesgrenze  zwischen  Preussen  und  KutUc&ftQTi. 
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Auf  diesen  rier  Punkten  wurden  später  Anscblusswinkel  zur  Bestim- 
mung der  Lage  eines  massiven  Thurms ,  den  der  Freiherr  v .  V  i  n  k  e  auf 
einem  in  der  Nähe  seines  Gutes  Ostenwalde  gelegenen  Berge  hatte  errich- 
ten lassen,  gemessen,  und  darans  die  Azimuthe  der  Gesichtslinien  von  je- 
nen vier  Standpunkten  nach  diesem  Schnittpunkte  abgeleitet.  Die  Winkel 
wurden  mit  verschiedenen  Instrumenten  gemessen;  auch  sind  nicht  die 
einzelnen  Ablesungen,  sondern  nnr  die  Endresultate  der  Beobachtungen 
mitgetheilt.  Es  mangelt  daher  jedes  Hülfsmittel,  um  eine  etwa  vorhandene 
Verschiedenheit  ihrer  Zuverlässigkeit  zu  bestimmen  und  bleibt  nur  übrig, 
sie  als  gleich  zuverlässig  in  die  Rechnung  einzuführen. 

Die  gegebenen  Coordinaten  der  Standpunkte  sind: 

y  X 

1.  Papenbrink  +  37949,60,  +  38317,46  in  preussischen  Ruthen 

2.  Idathurm  +  38452,84,  +  39110,81  „  „  „ 

3.  Wittekindsstein  +  3M)65,27,  +  38999,69  „  „  „ 

4.  Heilige  Buche    +  32077,77,  +  35917,14  „  „  „      - 

und  die  auf  ihnen  nach  demThurme  bei  Ostenwalde  gemessenen  Azimuthai- 
richtungen :  •  . ;  • 

a,  =270^13'  18,4"  ' 

a,  =  266    46    59,7  ^     . 

ö,=  266    17   39,7 

a^  =  289   49    48,5 

I.    Ausgleichung  auf  dem  Bedingungswege. 

«^  —  rt,  =  19°  36'  30,1 "  «,  —  flr,  =  356°  32'  41,3 
a^  —  ög==23  3  48,8  «,  —  a<  =  359  31  40,0 
a^ — öa  =  23   32     8,8 


x^  —  a?!        —  2400,32 

^4— Vi— 5871,83 

x^  —  ;r,  — —3193,67 

y4~  —  yt  —  6375,07 

x^  —  x^  — —  3082,55 

^4  _  —  y,  —  2977,50 

+ 

(     Ioq(x^ — X,)    =3,38 

log  sin  Oj  =  9,9999967„       log  cos  «,  =  7,5877975 


^  1     log  (x^  —  Xi)    =  3,380269I„       log  (y^  —  y,)    =  3,7687735« 
*  ^cp  log  sin  (04— ö,)  =  0,4741922    cp  log  sin  («4— Oj)  =  0,4741922 


3,8544580  1,8307632 

%  — +  7152,502  +  67,727  =  7220,229  \    -•. 

^  I     %  (^4  —  ^t)    =  3,5042900«  log  [y^  —  y,)    =  3,8044849«                   i  J^ 

'  \cp  log  sin  («4  —  «,)  =  0,4069888  cp  log  sin  {a^  —  a,)  =  0,4069888                     f  || 

log  sin  (tt            =9,9993081«  log  cos  a^           =8,7513084«                   [s? 

3,9105869  2,9627821                     1- 

V,  =  -f  8139,298  _  917,872  =  7221,426  /  I 
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^  I     iog  {x^  —-x^)    =  3,4889101«       log  {y^  —  y»)    =  3,4738518« 
*'  hp  log  sin  {a^  -  a^)  =  0,398677'J    cp  log  sin  (a^ — a^)  =^  0,398677  2 
log  sin  a^  =9,9990911«       log  cos  a^  =8,8104376« 


3,8866784 
■24  =  +  7703,828 


2,682%66 
—  481,911  =7221,417  ).|, 


II 

8  ' 

o 


log  sin  a^  =  9,97345«  log  cos  a^  =  9,53051 


+  5,  3,82791  zu  +6728,4  3,77348  zu  +  5935,8 
+  *,  3,88473  „  +  766ö,8  3,74198  „  +  p520,5 
+  «,   3,86104  „  +  7261,8  3,40304  „  +  2529,5 


12664.2  =  2, 

13189.3  =  2, 
9791,3  =  Zs 


iogk^.t,^  =0,07809«   %A:,.8.4 

log  sin  (a^''ai)^=  9,5258 1      log  sin  («4  —  a,) 
log  sin{a^^ a^)  =  9,59301 
cplogsinl"     =5,31443 


log  sin  {a^ — «,) 
cp  log  sin  1 " 


=  7,95424 
=  9,59301 
=  9,60132 
=  5,31443 


4,51134' 
^^  =  + 32459,4; 


2,46300 
Ar«  =  —  290,4 

log  2,  =4,10258;  log  2,  =: 4,12022 ;  log  23  =3,99084;  log  24  =3,85859 

logiin 
logtin 


tag  sin  log  sin 

(«4-fl,)  =  9,59301 ;  («4^,)  =9,52581 

/og^sin  log  sin 

(04-^3)  =  9,60132 ;  (a^t^)  =  9,59301 ;  (as-Mt)  = 


8,78092« 
7,91602« 


i)/o^m  =3,69559 
n)iogn= 


3,64603« 
3,72154 


3,58385« 


2,63951« 
1,77461« 


%  mm =7,39]  18 

7,29206 

5,27902 

logm,n= 

7,36757« 

4,41412 

log  n,n  — 

7,44308 
+  19591000 

7,16770 

3,54922 

m.m=+246l4000 

+  1 90000  =+4439S00O 

m.ii= 

—  23311000 

+     26000 23286000 

n,n=z 

+  27738000 

+  14713000 

+       4000 -  +  42455000 

443950007—  23285000//=  +  32459,4 


—  23285000  /  +  42455000  //  =  —     290,4 

7,64733           7,36708«     —       4,51134 
9,71975«         7,08683                 4,23109« 

4,11008 

+  12213000//—  —  17025,1 

12885,0 

30242000//—  +  16734,7 

+  453444 

7,48061 
log  II 


4,22361 
6,74300; 


4,65652 
log  1=7,00919 


logm.I  0,70478 
log  n.  II 


n 


0,65522« 
0,46459 

—  4,521 

+  2,915 

IT/ =  + 5,(^7"     <r,  =  + 1,606 


+  5,067 


0,32685, 


—  2,123 


«# 


9,64870« 
8,51761« 

—  0,445" 


i> 


Cli 


=  —  %m'*      ci^=— ^A'\^'* 
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2.    Ausgleichung  auf  dem  Vermittelungsw-ege. 

Zunächst  hahen  wir-  die  vermittelnden  Nähernngswerthe  für  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  Ostenwalde  zu  suchen. 

Wir  hatten  oben :     log  sin  a^  =  9,97345;  log  cos  «4  =  9,53051 

log  z^       =  3,85859„ =  3,85859 


3,83204 

—  6782,66 

y,=32077,77 


3,38910 

+  2449,63 

0:4  =  35917,14 


yo=+25285,ll         a:o  =  +  38366,77 


Wir  haben  sonach : 


y  X 

+  25285,11,  +38366,77; 


0)  Ostenwaide 

1)  Papenbrink        +  37949,60,  +  38317,46;  0  —  1  =  —  12664,49,  +     49,31 

2)  Idathurm  +  38452,84,  +  39110,81 ;  0  —  2  =  —  13167,73,*  —  744,04 

3)  Wittekindsstein +35055,27,  +38999,69;  0-^3  =  —  9770,16,—  632,92 

4)  Heilige  Buche  +32077,77,  +35917,14;  0  —  4  =  —  6792,66,  +2449,63 


Fehler  k  = 

Gemessen  a 
Berechnet  a 


12  3  4 

—  4,701"  +2,274'  +3,078"  —2,300" 

270 .  13 .  18,400  266 .  45 .  59,700  266 .  17 .  39,700  289 .  49 .  48,500 
270 .  13 .  23, 101  256 .  45 .  57,426  266 .  17 .  36,62ä  289 .  49 .  50,800 

yo  —  y 


=  arc  lang 


X, 


log  lang  a 

H  {yo  -  y) 

iog{xQ — x) 
log  cos  a 

logz 

log  zz 
log  sin  1 " 

log  z  z  sin  1 " 


=  2,4096527        1,2479145        1,1885528       0,4429393  =  log 


—  jr^^^o  —  y 


4,I025877„ 

1,6929350 

7,59083 

4,10210 

8,20420 

4,68557  _  10 
2,88977 


4,1195108» 
2,87I5963„ 
8,75 138„ 

4,12022 

8,24044 

4,68557„io 
2,92601 


zz  sin  1 

X 


=  1,21281  1,19350 


zz  stn  1 
logk 

log  m  m 
log  m  n 
log  n  n 
log  m  k 


X 


8,80316 
0,672 19„ 


9,94559„ 
0,35679 


3,989901 6„ 
2,8013488„ 
8,81058« 

3,99076 

7,98152 
4,68557_  10 
2,66709 

1,32281 

0,13426„ 
0,48827 


3,8320398»  j     Anfan«      4. 

4,3891005 
9,53051 


X 

(Anfang 
der         j 


X 


Rechaans 


\ 


Xf 


3,85859      =  log  ^ 

cos  a 

7,71719 
4,68557_  ,0 
2,40276 

1,42928   =  log  m 


X 


0,98634 
0,36549„ 


=  log  n 


2,42562 
0,01597 
7,60632 
1 ,88500« 
9,47535« 


2,38700 

l,lä909« 

9,89118 

1,55029 

0,30238„ 


2,64562 

1,45707« 

0,26852 

1,81108 

0,62253« 


2,85856 

2,41662 

1,97268 

1,79477„ 

1,35183« 
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mm  =  +  266,48  +  243,78  +  444,20  +  722,04  =  +  1676,50 
mn=+  J,04—  13,77—  28,65+260,39  =  +  219,01 
iiM=+  0,00+  0,78+  1,86+  93,91  =  +  96,55 
m/f  =  —  76,736  +  35,505  +  64,726  —  62,341  =  —  38,846 
wA:   =—  0,299—   2,006—   4,193  —  22,482  =  —    28,980 


1676,50r  + 219,01 9  = 

=  —  38,846 

• 

- 

219,01  r  + 

96,559  = 

=  —  28,980 

1,88682« 

3,22440 , 

2,34046, 

1,58935«; 

^ 

9,11606 

1,45652 

0,70541m 

• 

+  28,61 

—  5,075 

—  77,058 

+  67,94 

—  23,905 

+  38,212 

1,83213 

1,37849„ 

1,58220 

logi^z 

=  9,54636«;  log 

t  =  8,35780 

9  = 

=—0,352 

r  = +0,023 

log 

r 

=  8,35780 ; 

%9  = 

:  9,54636« 

log 

m, 

=  1,21281 

log  w,  = 

8,80316  —10; 

9,57061 , 

8,34952« 

n 

m, 

—  1,19350 

„  «,= 

9,94559«— 10; 

9,55130, 

9,49195 

n 

m. 

=  1,32281 

„  «8  = 

:  0,13426«; 

9,68061, 

9,68062 

)t 

»14 

=  1,42928 

„  «4  = 

:  0,9b634 ; 

9,78708 , 

0,53270« 

—  k 

a,  =  +  4,701  +  0,372  —  0,022  =  +  5,051 

a,  =  —  2,274  +  0,356  +  0,310  =  —  1 ,608 

a,  =  —  3,078  +  0,479  +  0,479  =  —  2, 120 

«4  =  +  2,300  +  0,612  —  3,408  =  —  0,496 


der  VermitteluDg 
+  5,051" 

—  j,608 

—  2,120 

—  0,496 


Wir  finden  also  auf  dem  Wege 

der  Bedingung 
a,  =  +  5,067" 
at  =  —  1,606 
a,  =  — 2,123 
a4  =  —  0,478 

Die  Verbesserung  der  gemessenen  Azimuthe  ist  demnach : 

1.  Papenbrink         =  270«  13'  18,4"  +  5,06"  =270«  13'  23,46  " 

2.  Idatburm  =  266   45  59,7     —  1,61    =  266   46  58,09 

3.  Wittekindsstein  =  266    17  39,7    —2,12    =265    17  37,58 
4..  Heilige  Buche    =  289   49  48,5    —  0,48    =  289   49  48,02. 

Die  Verbesserung  der  Näherungswerthe  der  Coordinaten : 

0,  Thurm  zu  Ostenwalde  25285,11,     38366,77 

—  0,352      +0,023 
25284,758,   38366,793 
Wollen  wir  endlich  noch  die  wahrscheinlichsten  Fehler  dieser  Resul- 
tate berecfanen,  so  haben  wir: 
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a,*  =  35,6036  toy— =  1,21643 

«,•=  ym\  Itoy— =0,60621 

7 

o,*=  4,4944  toyO,674ö  =  9,82898 


04*  =  0,2304  log  r„  =  0,437l9 

Ä  =  32,9205  „  r«  =  2,736". 

Es  bt  also  der  wahrscheinlichste  Fehler  eines  der  vier  Neigungswinkel 
=  2,736".  ^ 

Wollen  wir  mit  Hülfe  dieser  Zahl  auch  die  wahrscheinlichen  Fehler 
der  verbesserten  Coordinaten  finden ,  so  haben  wir  sä  berechnen : 

log  [m  m]  =  3,22440 
log  [nn\  =  1,98475 

5,20915,  Zahl  =  161864 
[mny=r:    45745 


5,06490  116119 


—  %[««]  =  3,08015     :     2=1,54007 

—  log[mm]=  1,84050     :     2  =  0,92025 

%rg  =  0,43719 

logr,  =8,89712,  r,  =  0,079  Ruthen 
log  r,  =  9,51694,  r,  =  0,329       „ 

Wir  erhalten  daher  schliesslich  die  Coordinaten  des  Thurnies  zu  Osten- 
walde : 

Die  Ordinate  25284,758  mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler  0,329, 
„     Abscisse  38366,793     „      „  „  „        0,079. 

Dass  die  Unsicherheit  des  Schnittes  am  stärksten  bei  der  Ordinate  hervor- 
tritt, erklärt  sich  ans  der  beinahe  senkrechten  Lage  der  vier  Schnittlinien 
gegen  die  Absei ssenacluie ,  und  dass  sie  so  beträchtlich  ist,  hat  seinen 
Grund  in  der  Kleinheit  der  drei  parallactischen  Winkel  04  —  «j,  a^  —  «,, 
Ö4  —  «3,  von  denen  keiner  24  Grad  erreicht. 

Der  Umfang  der  Arbeit  ist  auf  den  beiden  Kechnungswegen  bei  vier 
Standpunkten  fast  gleich,  bei  drei  Standpunkten  auf  dem  Bedingungswege 
etwas  geringer  als  auf  dem  Vermittelungswege.  Mit  jedem  Standpunkte 
vermehrt  sich  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen.  Da  nun  das  Geschäft 
der  Elimination  ungefähr  mit  dem  Quadrat  der  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungcn  wächst,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  fünf  und  mehr  Standpunkten 
der  Bedingungsweg  bei  jener  Vergleichung  in  Nachtheil  kömmt,  weil  auf 
dem  Vermittlungswege  immer  nur  zwei  unbekannte  Grössen  zu  eliminiren 
sind ,  und  das  Vorbereitungsgeschäft  ebenso  wie  bei  dem  Bedingungswege 
immer  nur  im  arithmetischen  Verhältniss  mit  der  Anzahl  der  Standpunkte 
WHchift,  Minden,  den  30.  April  1857. 


XV. 

I.  ^  üeber  die  zweckmässigste  Combiiiation  einer  gegebenen 

Angfthl  galvanischer  Elemente ,  um  bei  gegebenem  Schliess- 

imgsbogen  die  grösste  Wirkung  zu  erhalten« 

IL  Ableitung  des  Laplace' sehen  Ausdrucks  der  astrono- 
mischen Be&action« 

Von  Dr.  Ed.  Lottneb, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  Realschule  zu  Lippstadt. 


L 

Bekanntlich  erhält  man  das  Maximum  der  Wirkung  einer  aus  mehreren 
Ketten  bestehenden  galvanischen  Säule,  wenn  man  dieselben  so  gruppirt, 
dass  der  Leitungswiderstand  innerhalb  und  ausserhalb  der  Kette  einander 
gleich  wird  (Müller,  Lehrbuch  der  Physik,  4.  AuH.  Bd.  11.  S.  I9l).  Beim 
Beweise  dieses  Gesetzes  wird  nicht  mit  der  nothwendigen  Allgemeinheit  zu 
Werke  gegangen.  Gewöhnlich  wird  JEingenommen ,  dass  man  eine  Anzahl 
von  p  einfachen  galvanischen  Elementen  zu  einer  Säule  von  n  Ketten,  von 
denen  jede  m  einfache  Elemente  umfasst  (sodass  tnn  ==j9)  combiniren  kann, 
und  hierauf  die  Richtigkeit  des  oben  angeführten  Satzes  vermittelst  des 
Ohm 'sehen  Gesetzes  mathematisch  erwiesen.  Diese  Gruppirung  ist  aber 
nicht  die  einzig  mögliche.  Denn  man  könnte  die  p  Elemente  so  ordnen,  dass 
it,  Ketten,  eine  jede  m,  Elemente  enthaltend,  mit  n,  Ketten,  eine  jede  m, 
Elemente  enthaltend  u.  s.  w.  verbunden  würden ,  wo  die  m  und  n  die  Be- 
dingung zu  erfüllen  hätten : 

l)  mi«i  +OT,«,  +m,«,  + =jp. 

Man  habe  z.  B.  8  einfache  Becher.  Bei  dem  gewöhnlichen  Beweise 
nimmt  man  an ,  dass  diese  combinirt  werden  könnten 

zu  einer  Säule  mit  8  1  fachen  Ketten, 

mit  4  2  fachen       „ 
mit  2  4  fachen       ,, 
mit  1  8  fachen       „ 
Es  wäre  aber  jedenfalls  möglich,  dass  die  Gruppirung -geschähe 

zu  einer  Säule  mit  1  2  fachen  Kette 
verbunden  mit  einer  Säule  mit  2  äfae\\öivl^ei\X.«ti  ^\.^- 
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Die  Anzahl  der  GmppiniDg  hängt  dann  davon  ab,  auf  wieviel  verschiedene 
Arten  sich  8  in  eine  Summe  von  Prodncten  za  3  Factoren,  die  ganze  Zahlen 
sind ,  zerlegen  lässt. 

In  Folgendem  soll  gezeigt  werden,  dass  die  erste  Art  der  Combination 
das  Maximum  der  Stromstärke  und  die  oben  angefahrte  Gleichheit  des  we- 
sentlichen und  ausserwesentlichen  Widerstandes  giebt. 

Es  sei  E  die  electromotorische  Kraft  eines  Elementes,  L  der  Leitungs- 
widerstand in  demselben,  l  der  im  Schliessungsbogen.  Dann  ist  die  electro- 
motorische Kraft  von  rii  Elementen  =  ra,  E^  von  ii,  Elementen  :=  ra,  ^  u.  s.  w. 
Der  Leitung^widerstand  bei  einer  Säule  von  n^  Elementen  wird  fii  L ,  wenn 

n  Im 
aber  die  Oberfläche  m,  mal  vergrössert  ist  =  — ^ — ,  ebenso  bei  den  übrigen. 

VI 

Man  hat  abo  für  die  Intensität  /  der  ganzen  Säule  nach  dem  Ohm*  scben 
Gesetze 

2)  j  _       (^1  +  Wt  +  w,  +  . . .)  X 


\wij       m^        iiij  / 


Dieser  Ausdruck  muss  durch  die  Wahl  der  m  und  n  mit  Hinzuziehung  der 
Bedingungsgleichung  1)  zu  einem  Maximum  gemacht  werden.  Bezeichnet 
man  mit  ii  einen  unbestimmten  Factor,  so  ist  nach  dem  Verfahren  das  Maxi- 
mum und  Minimum  einer  Function  mehrerer  Variabein,  die  Bedingungs- 
gleichungen zu  erfüllen  haben,  zu  bestimmen 


U^^  +  A  J 


m 
Die  Differentiation  nach  einem  beliebigen  tig  und  m,  ergiebt : 

3)     y —i- £+j.(»i,rfm,+m,rf»,)=o. 

Da  drig  und  dm,  gänzlich  von  einander  unabhängig  sind,  so  zerfallt  diese 
Gleichung  in  folgende  zwei : 

m  m, 

E+  yLrh,  =  0, 


m/ 


LE 

+  fi«,  =  0. 


Eliminirt  man  fi  aus  diesen  Gleichungen,  so  hebt  sich  zugleich  w,,  £  und 
dor  qnndratische  Xenner  weg  und  man  erhält 
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» ^  '^^^ 


5)  m,  = 


m 


Die  Veränderung  des  Index  $  bringt  keine  Aendemng  anf  der  rechten  Seite 
der  Oleichnng  hervor;  man  sieht  also,  dass  allem  einander  gleich  sein 
müssen.  Es  sei  nun  Zn  =  iV,  sodass  man  eine  Säule  von  iV  Ketten  hat,  de- 
ren jede  m  Elemente  enthält.    Dann  ist 

2;—  =  —,    p=zNm,    m  =  --— ,  A= 

mm  LN  m 

m 

LN 

Die  Grösse drückt  aber  den  Leitungswiderstand  in  einer  Säule  aus,  die 

m 

aus  N  Ketten  zu  je  m  Elementen  besteht.   Folglich  ist  bewiesen,  dass  I.  die 

p  =  mN  Elemente  zu  einer  Säule  von  N  Ketten  zu  je  m  Elementen  com- 

binirt  werden  und  2.  dass  die  Widerstände  in  und  ausserhalb  der  Kette 

einander  gleich  sein  müssen ,  damit  die  Intensität  ihr  Maximum 

NE  mE 


J  = 


2ZiV  2Z 


m 
erreiche.    I^t  der  ausserwesentliche  Widerstand  X  gegeben ,  so  ist 


N^j/' 


L 


zu  setsen,  wenn  /sein  Msximam  -;rl/  7-7  erlangen  soll. 


1  r  Lx 


II. 

Ableitung. des  LAPLACB^schen  Ausdrucks  der  atmosphärischen 
Kefraction  aus  dem  Gesetze  der  Brechung  und  der  Abnahme 

der  Dichtigkeit  der  Luft  mit  der  Höhe. 

Auf  den  Untersuchungen  Euler'^  über  die  atmosphärische  Refraction, 
die  er  in  den  MSmoires  de  Berlin  für  1754  mittheilte,  fussen  die  Arbeiten  von 
Lagrange,Laplace  und  Bosse  1.  Euler  hat  die  Differentialgleichung 
der  Refraction  abgeleitet  unter  der  Annahme ,  dass  die  Atmosphäre  aus 
concentrischen  Schichten  von  veränderlicher  Dichtigkeit  bestände ,  die  den 
ihnen  sehr  nahe  kommenden  Lichtstrahl  in  einer  Richtung  anzögen ,  die, 
wie  bei  allen  Molecularwirkungen ,  normal  gegen  ihre  Oberfläche  ist.  Er 
legte  also  seiner  Betrachtungsweise  des  Lichtes  die  Emanationshypothese 
zu  Grunde,  die  seitdem  und  zwar  mit  Recht  durch  die  Undulationsthcorie 
verdrängt  worden  ist.  Ausserdem  macht  er  die  willkürliche  Annahme,  dass 
die  anziehende  Kraft  der  Dichtigkeit  proportional  ist.  Es  wäre  deshalb 
wünschenswerth  y  den  analytischen  Ausdruck  der  B.ftitac.Vvoxi ^  \^t  n^\i\^'^ 


320  Ableitung  des  Laplace'schen  Ausdrucks  etc. 

place  in  der  vollkominensten  Form  in  dem  4.  Bande  der  Mecanique  Celeste 
gegeben,  und  auf  Orund  dessen  die  vorzüglichen  Tafeln  von  Bessel  be- 
rechnet worden  sind ,  nur  mit  Hülfe  der  durch  Beobachtung  feststehenden 
Gesetze  der  Optik  und  der  Abnahme  der  Dichtigkeit  der  Luft  mit  der  Höhe 
abzuleiten.  Im  Folgenden  ist  dies  ausgeführt,  indem  nur  nachstehende  Ge- 
setze zur  Entwickelung  benutzt  worden  sind : 

1.  Das  Verhältniss  des  Sinus  des.  Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Brechungs- 
winkeis  ist  constant. 

2.  Die  brechende  Kraft  ist  bei  allen  Gasen  der  Dichtigkeit  proportional 
(nach  Biet  und  A r  ag o).. 

3.  Abgesehen  von  der  Veränderung  der  Temperatur,  nimmt  die  Dichtig- 
keit der  Luft  in  geometrischer  Progression  ab ,  wenn  die  Höhen 
arithmetisch  wachsen. 

Man  denke  sich  die  Atmosphäre  in  unendlich  dünne  Schichten  von 
constanter  Dichtigkeit  getheilt,  sodass  der  Weg  des  Lichtstrahls  innerhalb 
einer  solchen  Schicht  als  gerade  Linie  betrachtet  werden  kann.  Unter  dieser 
Voraussetzung  sei  NCD  der  Weg  eines  Lichtstrahls  innerhalb  der  Schich- 
ten LC  und  CB  ^  in  welchen  bezüglich  die  Dichtigkeiten  9+^9  ^i^d  q  statt- 
finden mögen.   Ferner  sei 

die  Entfernung  DM  vom  Mittelpunkte  der  Erde  =  r 

der  Einfallswinkel  des  Lichtstrahls  LCN=  a, 

der  Brechungswinkel  DCB  =  /?, 

der13rechungsexponent  zwischen  den  Mitteln  von  der  Dichtigkeit  Q  +  dg 

und  Q  =  w, 
der  Contingenzwinkel  der  Refractionscurve  LCF=^dm^ 
das  Bogenelement  derselben  =  ds, 
der  Krümmungsradius  =  P. 
der  Polarwinkel  der  Curve  HMD  ==  g>.    (Taf.  V.  Fig.  1.)  • 

Man  erhält  alsdann  folgende  Gleichungen: 

1)  sin  a  ^=n  sin  ß^ 

2)  a—  ß=dm, 

3)  dca  ^^  — . 

Für  den  Krümmungsradius  kann  man  mit  Vortheil  den  Ausdruck  benutzen, 
der  vom  Professor  Schellbach  im  45.  Bande  des  Cr  eile 'sehen  Journals 
S.  265  gegeben  worden  ist.    Er  lautet 

ds 

Bezeichnet  man  nun  die  Differentialquotienten  von  r  und  (p,  nach  dem  Bo- 
g-en  s  genommen  f  mit  r  und  9',  so  erhält  mau  aus  3) 
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4)  dm  = r-' 

rr 

Aas  1)  ergiebt  sich,  wenn  man  a  =  ß  +  dm  setzt, 

sin(ß+  d(o)  =  8inß  +  cosßdm^=n  sin  ß 

5)  dm  =  {n  —  l)ig  ß. 

Da  aber  aus  dem  Dreiecke  DCB 

^    ^       DB         da     'rq>  , 

SO  folgt  ans  4) 

(n  —  1)  r*g)' =  if.r*g)' 

6)  n  —  l'=d.logr*<p. 

Es  muss  nnn  noch  die  unendlich  kleine  Grösse  n — 1  in  Function  von  r  aus- 
gedrückt werden.  Zu  dem  Ende  sei  m  der  Brechungsexponent  zwischen 
dem  leeren  Räume  und  der  Luft  von  der  Dichtigkeit  ^,  m  +  dm  der 
Brechungsexponent  zwischen  dem  leeren  Räume  und  der  Luft  von  der  Dich- 
tigkeit Q  +  dQ.  Dann  ist  der  Brechungsexponent  n  zwischen  Luft  von  der 
Dichtigheit  Q  +  dq  und  q  nach  den  Elementen  der  Optik 

m  dm  dm 

n  =  — ;; — - — ,  n — l  s=s — - —  = 1 

m+  dm  m  +  dm  m 

wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ordnung  vernach- 
lässigt. 

Nach  den  Versuchen  von  Biot  und  Arago  ist  die  brechende  Kraft, 
d.  h.  die  Grösse  »* —  1  bei  allen  Gasen  der  Dichtigkeit  proportional,  d.  h. 

m«  =  c^+l, 

wo  c  eine  durch  die  Beobachtung  zu  bestimmende  Constante  ist.  Man  er- 
hält also 


dm 


7)  n  —  1  = =  —  d,logm==--  d.logycQ+  1. 

m 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  6)  und  durch  Integration  wird  erhalten 

8)  .^^=r«^'. 

Um  die  Integrationsconstante  k  zu  erhalten,  bemerke  man,  dass  an  der 
Oberfläche  der  Erde  die  Dichtigkeit  q^  und  r  =  R  =s  dem  Erdradius  ist. 

Femer  wird  ©o'  =  ( -^ )  =  "^  cos D' JA  =  -^sin  r,  wo  z  die  scheinbare  Ze- 

\ds/o       R  R 

nithdistanz  bezeichnet 

Man  hat  also 

8«)  k  ^Rsin  z  j/c^p  +  I, 

die  zu  integrirende  Gleichung  lautet  demnach 


9)  r«9,'=Ä«>,zx/^^^' 
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Zur  Erleichterung  der  Rechnung  soll  aber  zunächst  der  Buchstabe  k  beibe- 
halten werden. 


Da 


ist,  so  wird 


ds r^YcQ  +  l 

dtp  k 


dr  -i/r*(co  +  l) 


d{p 

die  Gleichung  der  Refractionscurve  ist  also : 

dr 


9a)  -  <p-'q>o=±J  ' 


Um  die  gesammte  Refraction  zu  erhalten,  hat  man  nur  nöthig  die  Gleichung 

4)  zu  integriren.    Die  darin  vorkommenden  Differenziale  lassen  sich  leicht 

ausdrücken , 

dr        dr  dw        1  l  j-^. r— -r rr 

ds       d<pds        rycQ  +  1         ^^         ' 

dm  =  - 


dr 
"dl 


also 


d(o  = 


d.    .        —  j/cQ  +  l 


j/r^{cQ+l)  —  k^  {cQ+i)yr*{cQ+\)-k* 

Durch  Einsetzung  der  Constante  k  wird  erhalten: 

"^        {CQ  +  1)  ]/r*{cQ  +  \)-{cQ,+  l)R'sin'~z 

Der  Bruch  —  wird  sich  nur  sehr  wenig  von  der  Einheit  entfernen.    Setzt 
r 

man  also 

R 

r 

so  wird  V  eine  sehr  kleine  Grösse  sein.   Dividirt  man  im  Zähler  und  Nenner 
in  1)  mit  r,  so  ergiebt  sich  nach  Einführung  des  Werthes  von  v 


^e,  +  l)j/^I^[~^: 


die  Integration  erstreckt  sich  von  ^  ==  ^q  bis  ^  =  Q.    Diesen  Werthen  von 

Q  werden  sehr  kleine  Werthe  von  v  entsprechen,  da  die  Dichtigkeit  der  At- 

mosphäre  in  beträchtlichen  Entfernungen  von  der  Erdoberfläche  0  wird. 

Man  kann  also  v*  und  auch  cv  gegen  v  vetnacVAlöiasv^^u,  d^nvi  die  Grösse  c 
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ist  ebenfalls  sehr  gering.  Der  Ansdruck  cq^I  bewegt  sich  zwischen  den 
Orenaen  1  und  i  +  ^^0.  Nach  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  liegt 
also  der  Ausdruck 

0  0  0 

/ FT—, —  X  „X  V  zwischen    /  „,.    und    / -. — ; — ^.  „,  .• 

J  (l  +  Cq)  F{q)  J   F{q)  J  (1  +  CQo)  F{q) 

9o  9o  9o 

Da  aber  1  und  l  +  cq  sehr  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  kann 
man  annehmen,  dass  das  Integral  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen 

0 

beiden  maltiplicirt  mit   /  -tttt  sein  wird.    Wir  haben  also : 


0 


12) 


~"4^       /*  sinzdQ 

*  ~  T+fc^J       /l  +CQ  .  «   N     .  « 

(fo  1/  —1 — 1  —  (1  —  2t;)  sin*z 

r    i  +  cQo 


Qo 
Mit  Vemachl&ssigung  der  höhern  Potenzen  von  c  wird  daraus  erhalten ,  da 

—j- — ~  =  l  —  c{qq  —  q)  gesetzt  werden  kann, 

0 


13)         -  =  T^f .  '''"'' 

1+4^^0«/    /C0«»2— C(^0  — ^)  + 


2t;m'z 
0 


_  -\C  f  dQ 

(1  +  i^^o)^-',/— ;     c  {q,-q)  ^ 

r  2    strr  z 

Wenn  man  von  der  Abnahme  der  Temperatur  abstrahirt,  so  ist  nach  den 
gewöhnlichen  barometrischen  Formeln 

14)  Q  =  Q,e-f^, 

ß  enthält  ebenso  wie  q^  einen  Factor,  der  von  der  Temperatur  abhängig 
ist  and  ausserdem  noch  den  Erdradius ,  ist  also  eine  ziemlich  beträchtliche 
Grösse ,  sodass,  wenn  v  nur  einen  namhaften  Werth  hat,  d.  h.  nicht  kleiner 
als  circa  -^  ist,  die  Exponentialgrösse  verschwindet.   Man  hat  alsdann 

15)  «,= i£M_r jifi^ 


y  \cofz—^{l-e''^^)  +  v 


strfz 

Es  sei  zur  Abkürzung  ^c  ^^  =  a ,  \  col*z 77—  =  Ö|  ■   .  ,    •  =  *•     Die 

(Trensen  des  Integrals  sind  t;  =  0  bis  v  dahin ,  wo  die  Exponentialgrösse 
keinen  messbaren  Werth  hat. 

Man  setze  jetzt  den  Ausdruck 
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Die  Grenzen  für  die  neue  Veränderliche  u  werden  folgende  sein:  für  r  =0 

wird  u  =y 0-^-0  =  cot z.j/\-^  {ürv=VQ  (einem  Werthe,  wo  die  Exponential- 

grösse  yerschwindet)  wird  u  =■  j/v^.  Um  v  explicite  in  u  aaszndrticken,  ge- 
braucht man  die  Lagrang  ersehe  Reihe.  Aus  derselben  folgt,  wenn  u^  —  a 
mit  X  bezeichnet  wird , 

1  1.2'^  1.2.3*^  1.2.3.4*^ 


X  —  V 


und  da  e-ß^  = 

Da  äx=.^udu  ist,  so  hebt  sich  u  im  Nenner  fort  und  man  erhält  einfach 
1  +a       e/        \  1 !  2!  / 

yjcotz 

Wir  haben  also  folgendes  Integral  zu  betrachten : 

^      (w  — 1)1  J_  {n  —  1)!  e/ 

y^  cotz  y^  cot  z 

Dies  lässt  sich  leicht  auf  die  Kramp 'sehe  Transcendente  zurückfuhren. 
Es  sei  dazu  uynß=z  /,  so  werden  die  Grenzen  t  =  J/  —cotz  und  /=  j/nßvQ^ 

wo  Vq  den  Werth  bedeutet,  bei  dem  die Exponentialgrösse  e'~ß''^  verschwin- 
det. Man  kann  dafür  also  oo  annehmen,  obgleich  schon  früher  die  Werth e 
gegen  die  übrigen  Grössen  unmessbar  werden.  Dann  erhäk  man  die  Um- 
formung : 


19)   (^mi^^in.ßf,^.,, 

y-^COiz 


(«—!)!  \sin^  2/        Vß 


naß    nß 
e"  sin^z  e~T 


Zur  Abkürzung  sei  e  i   ^^^**  /  e~^^  df  --r^  tf;(w),  -—j-  =  ?,  so  wird 
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Dies  ist  der  Ausdruck  der  astronomischen  Kefraction,'  den 
Laplacb  im  4.  Bande  der  Mecanique  Celeste  gegeben  und  den 
Beshel  in  den  Fundamentis  astronomiae  als  Grundlage  der  Be- 
rechnung seiner  vorzüglichen  Ee fr actionsta fein  benutzt  hat. 
Um  die  genaue  Uebereinstimmung  dieser  Theorie  mit  den  astronomi- 
schen Beobachtungen  zu  zeigen,  möge  die  Berechnung  der  Constante 
o  =  ^c^o  *^s  physikalischen  Daten  mit  den  Resultaten  BesseTs  vergli- 
chen werden.  Derselbe  hat  aus  Bradlej'schen  Fixsternbeobachtungen 
den  Werth  von  a  bei  der  Dichtigkeit  der  Luft,  die  29,6  engl.  Zoll  Barome- 
terstand und  48,75®  F.  Temperatur  entspricht  =57,638"  gefunden.  Nun  ist 
nach  Biot  und  Arago,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  760'"'"  Druck 
und  0®  Celsius  als  Einheit  angenommen  wird,  die  brechende  Kraft  d.  h.  die 
Grösse  m'  —  I  zwischen  derselben  und  dem  leereu  Baume 

=  0,000588  =  c. 

Man  hat  aber  nach  dem  Mari ott  ersehen  und  Gay -Lussac'schen  Gesetze 

Q        1  +a/o    ^' 
wo  0  =  0,00367,  6o,  fr,  /q,  <  die  den  Dichtigkeiten  qq  und  q  entsprechenden 
Barometerstände  und  Temperaturen  sijad.    Folglich,  ist  die  Dichtigkeit ,  die 
bei  Bradley's  Beobachtungen  stattfand , 

_  1  29,6"  engl. 

^^  ~  1  +  a.  48,75«  F. '      760"- 

Nimmt  man  hier  die  Keduction  auf  Millimeter,  und  Grade  nach  Celsius 

vor,  so  wird 

,  29,6.25,3996.0,000294        ^,,,,,^^.„. 

«  =  4oPo=         ^^        ^^^w.. =  0,000280125 

'  '^^  760.  1,0382414 

und  wenn  man  den  Bogen  in  Secunden  ausdrückt, 

«  =  57,78", 

ein  Resultat,  welches  in  der  That  sehr  wenig  vom  B  e  s  s  e  Tschen  abweicht. 
Die  Constante  ß  ist  aus  barometrischen  Höhenmessungen  abzuleiten. 
Man  findet  unter  denselben  Bedingungen,  unter  denen  a  bestimmt  wurde 

ß  =  745,747 ,  log  aß  =  0,3181259  —  1. 

Die  Grössen  a  und  ß  bedürfen  in  jedem  besonderen  Falle  Correctionen,  die 
von  der  Temperatur  und  dem  Barometerstände  abhängen.  Es  ist  nicht  der 
Zweck  dieser  Arbeit,  hierauf  näher  einzugehen,  vielmehr  verweise  ich, 
was  die  praktische  Anwendung  der  Formel  20)  betrifft,  auf  die  Abhandlung 
Bessel's  am  angeführten  Orte. 

Wenn  die  Zenithdistanz  z  sehr  gering  ist,  bo  ist  die  Refraction  dev 
Tangente  von  z  proportional.    Um  dies  Gosciz  ahz\x\e\\.^w  ^  \\^^-  wwcv  \Cv^ßw\. 
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nöthig,  die  Function,  nach  welcher  die  Dichtigkeit  mit  der  Höhe  ahnimmt, 
zu  kennen.  Es  ergiebt  sich  nämlich  sogleich  aus  der  Formel  13)  durch  thcil- 
weise  Integration 

^^^  "  =  (H-4c9.)K2|(  /  l(p.-(?)^  ) 


/"Kisin'z^  dQ/    ''         I 
«0    [^'  2    «I«»  z  j  J 


Das  Glied  vor  dem  Integrale  wird  fBr  ^  =  0,  da  alsdann  p=  oo  wird,  der 
Null  gleich.   Für  die  Grenze  9  =  9«  wird  es 

Das  Integral  selbst  wird  bei  der  Entwickelung  nur  Glieder  enthalten,  die 
in  die  3.  und  höhere  Potenzen  der  Tangente  multiplicirt  sind.  Es  ergiebt 
sich  demnach 

o}=.-^ig z  =  57,763"  tg z 
1+a 

als  genäherter  Werth  der  Refraction  für  kleine  Zenithdistansen. 
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XXZV.  Integration  der  Differentialgleichung 

1)  («1  +  ^t^)  y'  +  («1  +  ^  oc)  y  +  K  +  h^)  y  =  0. 

Laplace  ist  der  erste,  der  sich  mit  der  Integration  solcher  Differen- 
tialgleichungen beschäftigte ,  er  setzt  nämlich  y  in  folgender  Form  voraus : 

wt 
2)  y=  le'^'Vdu 

und  bestimmt  V  als  Function  von  u ,  und  m,  und  w,  als  constante  Zahlen  so, 
dass  der  vorgelegten  Gleichung  identisch  Genüge  geschieht.  Man  hat  näm- 
lich ,  seinen  Weg  betreten 

Ht  Uf 

y  =  j  HC"''  rdu  y"  =  JH^e^'  Vdn 

und  setzt  man 


«1 
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so  ist  das  Substitutionsresaltat  von  2)  in  die  gegebene  Gleichung 

Mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  erhält  man  aus  derselben 

«1 

und  dieser  genügt  man  identisch  durch  eine  solche  Wahl  von  F,  auf  dass 

du 
wird ,  und  durch  solche  Integrationsconstanten ,  'welche  die  Gl.eichung 

befriedigen.    Setzt  man  voraus ,  dass  sich  -r—   auf  folgende   Weise    zerle- 
gt 
gen  lässt 

Uo  .        A       .        B 


3)  7r  =  y  +  r— :  + 


U,        '        u—a       u  —  ß 

80  ergiebt  sich  für  positive  Werthe  von  ^und^  folgendes  p^rticuläre  Integral 
der  vorgelegten  Gleichung 


4)  1/=  /ey<«'+')(ti  — «)'^-«(tt  — /3)^->d«. 

a 

Ein  italienischer  Mathematiker  und  nach  ihm  Petzval  haben  gesucht, 
obige  Differentialgleichung  in  alle  denjenigen  Fällen,  in  denen  die  La- 
place*sche  Methode  nicht  anwendbar  ist,  zu  integriren,  letzterer  hat  seine 
Arbeiten  in  einem  voluminösen  Werke  „Integration  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen "  veröffentlicht. 

Ich  bin  vor  Kurzem  zu  einer  höchst  einfachen  Integrationsmethode 
obiger  Gleichung  gelangt,  und  war  nicht  wenig  erstaunt,  dass  Andere  vor 
mir,  namentlich  Petzval,  der  sich  durch  mehr  als  30  Jahre  aufs  eifrigste 
mit  diesem  Gegenstande  beschäftigte,  so  äusserst  nahe  dem  von  mir  gefun- 
denen Resultate ,  dasselbe  übersah. 

Ich  -  setze  vorerst   denjenigen  Fall  voraus ,   wo  die  Zerlegung   von 

y^  auf  folgende  Weise  angeht : 

üo  .        A       .        B 


^  =  y  +  -r^^  + 


ü^        '         u—a        u  —  ß 
Diese  Gleichung  kann  auch  so  geschrieben  werden ; 
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q,M*  +  «1  ti  +  gp  ^  y\(u  —  g)  (u  —  ß)  +  Ah^ju  —  ß)+Bb^{u  —  a) 
b^u*  +  b^u  +  bo~  b^(u  —  a){U'-ß) 

au»  ihr  folgen: 

a,-^b,[A+ß  —  y{a  +  ß}] 
ao  =  b^[—lAß  +  Ba)+yaß] 
b,=  —  b,(a  +  ß) 

Vermittelst  dieser  Oleichungen  kann  man  in  die  vorgelegte  Gleichnug  statt 
der  Constanten  a^y  a, ,  a^,  b^  nnd  b^  die  Constanten  /,  A,  By  a  nnd  ß  ein- 
führen, es  ist  alsdann  die  auf  diese  Weise  aus  1)  werdende  Gleichung 

+  [—(Aß+Ba)+aß{y^x)]y  =  0. 
Setzt  man 

so  ist 

y'  =  e«'(r'  +  az);      y"  =  ««'(z"  +  ^az  +  tfz) 

und  die  Gleichung  5)  geht  über  in :   - 

{y  +  x)z'+[A  +  B  +  {a—ß){f  +  x)]z+A{a  —  ß)z  =  0. 

Wird  nun  diese  Gleichung  nach  Liouville^s  Vorgang  nmal  differenzirt, 

so  hat  man 

(y  +  a:)2("+»  +  [«  +  ^+^  +  («-|3)(y  +  a;)]2("+»)  +  (n+^)(«-jJ)z<-)=0 

und  diese  vereinf^ht  sich  für 

w  +  ^  =  0, 
man  erhält  sie  nämlich  hierdurch 

(y  +  a;)2<''+«>  +lB  +  {a  —  ß)  (y+x)]  2<''+«)  =  0. 

Sondert  man  die  Variabelen ,  so  kömmt  man  zu  der  Differentialgleichung 

^^(»•+1)  Bdx 

deren  Integral  ist: 

logz('*+^^  =  (ß  —  a)x—Blog(y  +  x) 
oder 

Z(n+l)  =  j. ^     d.h.    2(-^+J)=     "" 


(y  +  ^)^     '   •  (y  +  ^)^ 

Man  hat  daher  umgekehrt 

^^dx^-^Uy  +  a:)^J  ~  L(y  +  a:) ^J 
und  folglich 


6) 


ß(/J— a)jr  -lU-l) 


r  e(P-a)r  -1 


Vertauscht  man  in  diesen  Formeln  A  mit  B  und  a  mit  j3,  so  ergießt  sich 
das  zweite  particuläre  Integral;  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung  ist  daher 
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Diese  Analyse  mass  geändert  werden  in  folgenden  3  Fällen : 

1.  wenn  {7|  =0  zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 

2.  wenn  Ui  ein  Poljuom  des  1.  Grades  ist,  und 

3.  wenn  üi  eine  reine  Constante  ist. 

Im  1.  Falle  lässt  sich  -^  so  darstellen : 

U^~'^'^(u  —  ay^  u  —  a 
dies  giebt  entwickelt : 

a^vF  +  a,fi  +  Aq yfti(w*  —  2aM  +  a*)  +  Ab^  +  Bb^(u  —  a) 

b^t^  +  *!«  +  *o  6,(w*— 2«w  +  a*) 

bieraas  folgen  füt  0^,01,00,  6|  und  6^  folgende  Werthe : 

-      a,  =  6,(Ä  — 2ay), 

a^  =  b^{A  —  aB  +  Y€f), 
fei  =  — 2afe,, 

und  die  Gleichung  1)  nimmt  nach  Einführung  dieser  Werthe  folgende  Ge- 
stalt an :  * 

(y  +  x)t/'  +  [B  —  2a{y  +  x)]y+lA  —  Ba  +  i^{Y  +  x)]y  =  0. 

Setzt  man  nun  wieder 

so  erhält  man 

7)  {y  +  x)z'+Bz+Az  =  0, 

welche  bei  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Yariabele  |  durch  die 
Substitution 

{•  =  y  +  ^ 
auf  die  Gleichung 

d^z  dz 

fuhrt,  welche  sich  auf  die  erst  gezeigte  Weise  integriren  lässt.    Man  hat 
nämlich  nach  Nr.  6) 

8)  x  =  (7..-n^[lA^]       * +c,e-*-^y=2\t^^        \ 

wo  nach  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  überall  y  +  x  für  £' 
zu  setzen  ist. 

Betrachten  wir  nun  den*  2.  Fall ,  wo  üi  ein  Polynom  des  ersten  Grades 
ist,  somit  die  vorgelegte  Gleichung  die  Gestalt  hat: 

9)  a,y"  +  (a,  +  ^i  x)  y  +  (a«  +  b^x)  y  =  0. 

Ist  alsdann 
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U^       «,«**  + öiw  +  «c 


=  ru  +  ß  + 


so  ergiebt  sich  durch  Identificining  derselben 

Oo  =  bi{A  —  ßa)y 
und  somit  ist  die  Gestalt  der  zu  integrirenden  Gleichuug 

yy"  +  (— y«  +  /^  +  «)y'+(^  — /J«  — |3a:)y  =  o. 

Die  nun  wieder  angewandte  Substitution  y  =  e^'z  giebt: 

yz'  +  (ya  +  ß  +  x)z+Az^  0. 
und  eine  —  A  malige  Differentiation 

Hieraus  folgt  durch  Trennung  der  Yariabelen 

ifg(-^-H)  _       ya+ß  +  x         • 

und  durch  Integration 

log  z(-^+»)  =  —  ^""^^o:  —  -^. 

y  3y 


Es  ist  daher 


yg+tfj.    *flM-i) 


und  folglich 

10)  y  =  e«'U        y  ^J 

Endlich  im  letzten  Falle,  wo 

öty"  +  «!!/'+  («0  +  *o^)  y  =  ^ 

ist,  führt  der  Laplace'sche  Weg  unseres  Erachtens  am  einfachsten  zum 
Integrale. 

Inwiefern  die  hier  benutzte  Methode  sich  auf  die  allgemeine  Differen- 
tialgleichung 

ausdehnen  lasse ,  soll  den  Gegenstand  einer  nächsten  Abhandlung  bilden. 
Wien.  Simon  Spitzer. 


XXXVI.  üeber  die  graphische,  Eectiflcation  und  Tranaposition  von 
Kreisbögen,  sowie  über  die  Construetion  cyclischer  Curven. 

Zur  näherungsweisen  Rectification  eines  gegebenen  Kreisbogens  AB 

(Taf.  V.  Fig.  2.)  hat  man  folgendes  seit  langer  Zeit  bekanntes  Verfahren : 

man  ziehe  durch  A  eine  Tangente  an  den  Kreis  und  zugleich  einen  Durch- 

messeVf   auf  welchem  man  die  Strecke  AC  gleich  dem  dreifachen  Radius 
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nimmt;  die  Gerade  CB  schneidet  dann  von  der  Tangente  ein  Stück  AD  ab, 

welches  dem  Kreisbogen  um  so  genauer  gleichkommt  je  kleiner  letzterer 

ist.    Für  den  Kreishalbmesser  =r  und  den  Centriwinkel  ».giebt  nämlich 

die  Construction 

Zsinn 

2  -|-  cos  m 

oder,  wenn  »  in  Theilen  des  Halbmessers  ausgedrückt  und  Alles  in  Beihen 
verwandelt  wird, 

daraus  folgt  a.  B.  für  einen  Centriwinkel  von  30®  oder  i»  =;  ^  jr, 

AD  —  ^nr  —  0,00023. r 

und  hier  ist  die  Differenz  selbst  fEir  einen  Halbmesser  von  10  Zoll  (der 
nicht  häufig  vorkommen  dürfte)  noch  ganz  unmerklich.  Auch  für  einen 
Winkel  von  46®  bleibt  die  Abweichung  (0,0017.  r)  unerheblich,  wenn  der 
Halbmesser  nicht  gross ,  d.  h.  höchstens  etwa  3  Zoll  ist.  Für  graphische 
Arbeiten  von  gewöhnlichen  Dimensionen  kann  man  sich  also  der  obigen 
Construction  bis  gegen  45®  hin  mit  Sicherheit  bedienen. 

Beträgt  der  Centriwinkel  mehr  als  45®,  so  liegt  es  am  nächsten ,  den- 
selben in  zwei,  drei  oder  mehr  gleiche  Theile  zu  zerlegen,  einen  der  ent- 
sprechenden Bögen  zu  rectificiren  und  die  erhaltene  Gerade  zu  verviel- 
fachen. Dieses  Verfahren  ist  bequem  und  genau  genug,  wenn  eine  Halbi- 
runrg  oder  Dreitheilung  des  Winkels  ausreicht  d.  h.  solange  der  Winkel  nicht 
mehr  als  135®  beträgt,  darüber  hinaus  wird  aber  die  Construction  durch  das 
Theilen  des  Winkels  etwas  umständlich  und  nachher  ungenau ,  weil  die 
Vervielfachung  jener  durch^^eetification  erhaltenen  Geraden  von  einer  Ver- 
vielfachung des  begangenen  Fehlers  begleitet  ist.  Für  diesen  Fall  empfeh- 
len wir  folgendes  Verfahren.  Mittelst  des  Kreishalbmessers  theile  man,  vom 
Anfangspunkte  des  gegebenen  Bogens  ausgehend,  die  ganze  Kreisperipherie 
in  6  gleiche  Theile ;  der  Endpunkt  des  gegebenen  Bogens  fällt  dann  zwi- 
schen zwei  Theilpunkte,   und  der  Bogen  kann  unter  einer  der  Formen 

M  M      I       I 

—-»  -f-  ö  oder  — -z — n  —  b  dargestellt  werden,  wo  n  die  Kreisperipherie  be- 

6  D 

zeichnet  und  entweder  a  oder  b  weniger  als  30®  fasst.  Man  rectificirt  nun 
den  halben  Kreisumfang  mittelst  der  Koc ha nsky' sehen  Construction*) 

und  bestimmt  daraus  -   n  oder   — - — n^  rectificirt  dann  entweder  a  oder  b 

o  o 

*)  Wenn  nämlich  LP  der  Dnrchmesscr  des  Kreises  ist,   so  nimmt  man  LN 
s  r  ten  80  0,  iVß  =  3  r  und  erhält  (Fig.  3) 

PQ  =  r/l 3^  —  ^12  =  r  .  3,1415333  .  . . ; 
die  Diiferens  ist 

nr  —  PQ=  0,00005932. 

Bei  einem  Halbmesser  von  2  Fuss  beträj^t  dieser  Fehler  noch  nicht  -j^  <»vv\^x  \:s^'5x- 
mallinie. 
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(jenachdem  a  oder  6  weniger  als  30®  hält)  und  setzt  endlich  den  ganzen  Bo- 
gen aus  seinen  Theilen  zusammen.  In  Taf.  V.  Fig.  4  z.  B.  beträgt  der  Bo- 
gen AB  etwas  mehr  als  f  tc  und  zwar  ist  der  Ueberschuss  CJ&  kleiner  als 
Are  30^]  man  rectificirt  also  BC,  wodurch  man  BE  erhält  und  setzt  daran 
die  Linie  EF=  J-;j  =  }  der  in  Taf.  V.  Fig.  3.  vorkommenden  Linie  PQ. 

Die  vorigen  Constructionen  lassen  sich  auch  umgekehrt  anwenden  um 
auf  einem  gegebenen  Ejreise  einen  Bogen  abzuschneiden ,  der  einer  gege- 
benen Geraden  gleichkommt.  Ist  erstens  die  gegebene  Strecke  im  Verhält- 
niss  zum  Kreisradius  so  klein,  dass  der  gesuchte  Bogen  voraussichtlich  nicht 
mehr  als  30®  halten  wird,  so  legt  man  die  gegebene  AD  tangential  an  den 
Kreis,  zieht  durch  den  Berührungspunkt  A  einen  Durchmesser,  nimmt  auf 
diesem  AC^=  dem  dreifachen  Radius  und  schneidet  endlich  den  Kreis  durch 
die  Gerade  CD]  es  ist  dann  AB  (Taf.  V.  Fig.  2.)  der  gesuchte  Bogen.  Im 
entgegengesetzten  Falle ,  d.  h.  wenn  die  gegebene  Strecke  den  halben  Ba- 
dius  wesentlich  tibersteigt ,  rectificirt  man  zuerst  den  gegebenen  Kreis  und 
theilt  die  erhaltene  Peripherie  in  6  gleiche  Theile  bestimmt  also  ^ii*);  der 
Vergleich  mit  der  gegebenen  Geraden  zeigt  sogleich,  zwischen  welchen 
Sechsteln  des  Kreisumfanges  jene  Strecke  liegt.  Man  überträgt  nun  den 
Unterschied  auf  den  £j:eis  und  setzt  dann  noch  die  nöthigen  Sechstel  hinzu. 
In  Taf.  y.  Fig.  4  z.  B.  sei  BF  die  gegebene  Linie  und  tangential  an  den 
Kreis  gelegt;  der  Linie  BF  kommen  fss  am  nächsten,  zieht  man.  diese 
z=iFE  davon  ab,  so  bleibt  ein  Stück  BEy  welches,  auf  den  Kreis  tibertra- 
gen, den  Bogen  BC  liefert.  Durch  Vergröisserung  um  den  Bogen  CA^  welcher 
In  beträgt,  also  120®  fasst,  erhält  man  jetit  Are  BA  =  BF. 

Hieran  knüpft  sich  endlich  noch  die  Aufgabe,  einen  gegebenen  Kreis- 
bogen auf  einen  anderen  Kreis  zu  übertragen.  t)ie  Lösung  besteht  einfach 
darin ,  dass  man  erst  den  gegebenen  Bogen  rectificirt  und  dann  auf  dem 
zweiten  Kreise  einen  Bogen  bestimmt ,  welcher  der  vorbin  durch  Hectifica- 
tion  erhaltenen  Geraden  gleich  ist.  Bei  kleinen  Bögen  ersieht  man  das  Ver- 
fahren unmittelbar  aus  Taf.  V.  Fig.  5,  wo  AB  der  gegebene  Bogen  und^^' 
der  ihm  gleiche  ist;  bei  grösseren  Bögen  hat  man  sich  an  die  oben' erwähn- 
ten Modificationen  zu  halten. 

Wie  man  diese  Constructionen  bei  der  graphischen  Darstellung  cycli- 
scher  Curven  vortheilhaft  benutzen  kann,  wollen  wir  noch  mit  wenigen 
Worten  hindeuten. 

Die  Kreisevolvente.  Ist  A  (Taf.  V.  Fig.  6)  der  Anfangspunkt  der 
Bewegung  und  N  ein  beliebiger  Punkt  der  Kreisperipherie ,  so  erhält  man 
bekanntlich  den  entsprechenden  Funkt  der  Kreisevolvente,  wenn  mau  auf 
der  durch  N  gelegten  Kreistangente  die  Strecke  N^P  =  Are  NA  nimmt. 
Wollte  man  die  Punkte  N  ganz  beliebig  wählen  und  jeden  der  einzelnen 
Bögen  NA  rectificiren,  so  würde  die  Construction  der  Curve  sehr  mühselig 

*)   Diese  Theilung  verursacht  keine  Mühe,  weil  man  nur  in  Fig.  3  durch  die 
Punkte  jVf  und  Nj  Parallelen  zu  NP  zu  legen  braucht. 
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werden ;  dagegen  kommt  man  rasch  zum  Ziele,  wenn  man  sogleich  den  hal- 
ben Umfang  des  Kreises  rectificirt:  A^  B^  =  Are  AB,  sowohl  den  Kreis  als 
die  ihm  gleiche  Strecke  in  eine  übereinstimmende  Anzahl  gleicher  Theile 
lerJegt  nnd  nun  die  entsprechenden  Stücke  von  Ai  B^  auf  die  Tangenten  auf- 
trägt. In  der  Figur  z.  B.  ist  Are  AN  =^  ^  Are  AB y  mithin «iVP  =  ^^  A^  B^ 
=  AiNi.  Da  hier  nur  eine  Eectification  vorgenommen  und  im  Uebrigen  ge- 
theilt  wird,  so  vertheilt  sich  auch  der  bei  der  Eectification  begangene  Fehler 
auf  die  einzelnen  Tangenten  und  man  erhält  deshalb  eine  sehr  scharfe  Be- 
stimmung der  einzelnen  Punkte.  Die  Punkte  N  sind  bekanntlich  die  Krüm- 
muDgsmittelpunkte  der  Curve;  letztere  kann  daher  ohne  allen  merklichen 
Fehler  aus  Kreisbögen  zusammengesetzt  werden,  was  auch  in  Fig.  6.  ge- 
schehen^ ist. 

Die  Cycloiden.  Die  Gerade,  auf  welcher  sich  der  gegebene  Kreis 
vom  Durchmesser  CE  wälzt,  sei  XX'y  A  der  Anfangspunkt  der  Bewegung, 
M  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in  einer  seiner  Lagen  und  N  sein  Berührungs- 
punkt mit  der  Basis;  um  jetzt  den  entsprechenden  Punkt  der  Cycloide  zu 
finden ,  hat  man  auf  dem  Kreisumfange  den  Bogen  NP  gleich  der  Geraden 
NA  zu  nehmen.  Auch  hier  wäre  es  unpraktisch,  den  Punkt  N  willkürlich 
zu  wähKb,  man  wird  vielmehr  erst  den  Halbkreis  rectificiren,  um  die  halbe 
Basis  der  Cjcloide  ANC=  Are  CQE  zu  erhalten,  sowohl  AC  als  den  Halb- 
kreis in  eine  übereinstimmende  Anzahl  gleicher  Theile  theilen  und  für  N 
die  verschiedenen  Theilpunkte  nehmen.  So  ist  z.  B.  in  der  Figur  AN=  }  AC, 
Are  CQ^==lAreCEy  mithin  AN=  ArcCQ  =  Are  NP-,  hiernach  geht  die 
Construction  sehr  rasch  mit  grosser  Genauigkeit  von  Statten.  Die  Gerade 
PN  ist  bekanntlich  die  zum  Punkte  P  gehörige  Normale  der  Cjcloide ;  con- 
stmirt  man  zu  allen  gefundenen  Punkten  die  Normalen  und  nimmt  die  Durch- 
schnitte je  zweier  aufeinander  folgender  Normalen  als  Krümmungsmittel- 
pankte,  was  näherungsweis  richtig  ist,  so  kann  man  die  Cycloide  leicht  aus 
Kreisbögen  zusammensetzen ,  wie  es  in  der  Figur  geschehen  ist. 

Für  die  Epi  -  und  Hypocycloiden  erleidet  diese  Construction  keine  we- 
sentliche Aenderung.  In  Taf.  V.  Fig.  8.  z.  B.  ist  CD  der  Durchmesser  des 
ruhenden,  CE  der  Durchmesser  des  rollenden  Kreises,  letzterer  in  seiner 
mittleren  Lage  d.  h.  für  den  Wälzungswinkel  von  180^  gedacht.  Die  Strecke 
CDf  stellt  den  halben  Umfang  des  ruhenden  Kreises  dar,  CEi  ist  die  halbe 
Peripherie  des  beweglichen  Kreises,  die  Difi^erenz  />,  i^i  =2>jP  konnte  we- 
gen ihrer  geringen  Grösse  und  den  kleinen  Dimensionen  der  Zeichnung  un- 
mittelbar auf  den  ruhenden  Kreis  nach  DE  übertragen  werden,  und  es  ist 
nun  Are  DA  =  Are  DH=  Are  CND  —  Are  CQE,  oder  Are  CNA  =  Are  CQE, 
folglich  A  der  Anfangspunkt  der  Bewegung.  Sowohl  Are  CNA  als  Are  CQE 
sind  in  12  gleiche  Theile  getheilt,  N  und  Q  zwei  entsprechende  Theilpunkte 
nämlich  Are  ANz=z  ^^  Are  ANC,  Are  CQ  =  /j  Are  CQE.  Verlängert  man 
ON  um  den  Halbmesser  des  rollenden  Kreises,  so  hat  man  den  Punkt  M 
als  Mittelpunkt  des  letzteren  Kreises  in  der  Lage^  -wo  ^x  öicü  ^*<ö%^^t^t^'«jt<'Ä 
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in  N  berührt.  Anf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises  wäre  jetzt  Are  NP 
=iArcNA  zu  nehmen,  weil  aber  Are  NA  =  ÄrcCO^  so  hat  man  nur  die 
Sehne  CQ  naeh  NP  zu  übertragen.  Die  Gerade  NP  ist  zugleich  die  Nor- 
male der  Gurre  und  die  Durchschnitte  der  successiven  Normalen  geben  die 
Mittelpunkte  ddr  Kreisbögen,  ay  denen  die  Gurve  zusammengesetzt  wer- 
den kann. 

Die  Schraubenlinie.  Der  Halbmesser  des  Gylinders,  auf  welchem 
die  Schraubenlinie  sich  befindet,  sei  (Taf.  V.  Fig.  9.)  O'A'^^^r,  A'B'  ein 
Quadrant  des  Grundkreises,  der  rectificirte  Quadrant  =  Ai  B^  und  LB^A^B 
=  a  der  Steigungswinkel  der  Schraubenlinie.  Sowohl  ^'^'  als  ^^^i  sind 
in  eine  übereinstimmende  Zahl  nämlich  6  gleiche  Theile  getheilt,  P'  und  P^ 
entsprechende  Theilpunkte,  nämlich  A'P'  =  ^  Are  A'B\  A^P^  =-^AiBi] 
endlich  ist  P^P=^  APx.tan  a.  Der  Durchschnitt  einer  von  P  ausgehenden 
Horizontalen  mit  einer  von  P'  aufsteigenden  Yerticalen  giebt  nun  einen 
Punkt  P'*  der  Yerticalprojection  der  Schraubenlinie.  Sind  x,  y^  z  die  recht- 
winkeligen Goordinaten  eines  Punktes  der  Gurve,  so  bildet  die  Tangente 
an  P"  mit  der  x  -  Achse  einen  Winkel ,  dessen  trigonometrische  Tangente 

= ist  (s.  d«  Verf.  Lehrbuch  der  analjt.  Geom.  des  Kaum^s,  pag. 

242) ,  der  Winkel  zwischen  der  Normale  im  Punkte  P"  und  der  x  -  Achse  hat 

daher  den  Ausdruck  zur  trigonometrischen  Tangente.  Um  hiemach 

rianu  ^  "•     ^ 

zu  construiren ,  nehmen  wir  AiH=:r,  HIC=r  lana  (den  sogenannten  Pa- 
rameter der  Gurve)  und  tragen  die  Strecke  HIC  nach  MN.  Da  MQ'  =  MP' 
=  y,  so  ist  L  MNQ'  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  x- Achse, 
mithin  die  Normale  P"B//Q'N.  Die  Durchschnitte  der  Normalen  geben 
näherungsweis  wieder  die  Krümmungsmittelpunkte. 

Diese  Andeutungei»  mögen  hinreichen  und  dürften  vielleicht  deswegen 
nicht  überflüssig  sein,  weil  man  die  erwähnten  Gonstructionen  auf  diese 
Weise  ausgeführt  in  keinem  der  bekannteren  Lehrbücher  der  descriptiven 
Geometrie  findet.  Schlömilch. 


TT^Vii.  Ueber  einige  bei  trigonometrisohen  Messungen  vorkom- 
mende Angaben.  Die  folgenden  Aufgaben ,  auf  welche  mich  praktische 
Fälle  geführt  haben ,  und  von  welchen  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  sie  be- 
reits zur  Sprache  gekommen,  oder  dass  ihre  Auflösungen  anderwärts  schon 
mitgetheilt  worden  wären,  scheinen  wegen  mancher  nützlichen  Anwendung, 
deren  sie  bei  Gentrirung  horizontaler  Winkel  und  bei  Höhenmessungen 
fähig  sind,  eine  knrze  Erörterung  zu  verdienen. 

I.   Um  den  Winkel  zweier  Objecte  zu  bestimmen,  konnte  man   sich 

nicht  in  seinem  Gentrum  aufstellen,  sondern  musste  die  Aufstellung  in  einem 

Punkte  nehmen,  welcher  so  gelegen  war  (z.B.  innerhalb  einer  Stadt,  von 
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HSusem  umgeben),  dass  sich  die  beiden  Centrirungselemente  weder  direkt 
messen,  noch  durch  die  gewöhnlichen  Yerfahrnngsarten  indirekt  bestimmen 
Hessen.  Dagegen  konnte  man  vom  Aufstellungsorte  aus  zwei  andere  Ob- 
jekte, deren  Entfernungen  vom  wahren  Centrum  wenigstens  angenähert 
bekannt  waren,  beobachten  und  ihren  Winkel  messen.  Femer  waren  die 
Winkel ,  welche ,  von  diesen  beiden  letzteren  Objekten  aus  gesehen ,  das 
Centrum  und  der  Aufstellungsort  mit  einander  bilden,  gegebed,  und  es 
handelte  sich  nun  darum ,  vermittelst  dieser  Angaben  die  Centrirungsele- 
mente zu  bestimmen. 
• 

Es  seien  (Fig.  1.)  A  und  B  die  beiden  Objekte,  deren  Winkel  ÄCB  im 

Fig.  1. 


^y 


,ö.SW_ 


wahren  Centmm  C  bestimmt  werden  soll;  0  der  Aufstellungsort;  P  und  Q 
die  beiden  von  0  aus  sichtbaren  Objekte ,  deren  Entfernungen : 

CP=p,  CQ  =  q 
und  deren  Winkel 

bekannt  sind.    Ferner  seien: 

AOQ=:m,  OPC=ii,  OQC=v 

die  oben  als  gegeben  bezeichneten  Winkel.  Bedeutet  nun  r  =  CO  die  Ex- 
centricität  und  q  =  COA  den  sogenannten  Eichtwinkel  und  setzt  man  zur 
Abkürzung 

a  =  l  +  CO— 180, 

80  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Gleichungen: 

r  sin  {a  +  Q)=p  sin  fi 
r  sin  ((0  +  Q)  =  q  sinv 

und  daraus,  zufolge  bekannter  Formeln: 
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trsmi +q)cos 


=  psmfL  +  qsmw 


— h ^  I  ««  — - —  =P  sim  fL—q smw 

Dividirt  num  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  ergiebt  sich: 

fa  +  m   ,     \       ptinfL  +  qsmw  a—m 

und ,  wenn  man  zur  bequemem  logarithmischen  Berechnung 

qsinv 

Beizt,  und  a  wieder  eliminirt: 

iangy-  +m  +  qJ  =  lang  (4ö»  +  y)  coig  -. 

Ist  hieraus  q  gefunden,  so  hat  man  nun  auch 

p  sin  ^     '  q  sinv 

tin  (a  +  ^)       «w(a  +  p)' 
woraus  sich  zugleich  eine  ControUe  der  Rechnung  ergiebt. 

Die  ganze  Auflösung  besteht  also  in  der  Anwendung  der  drei  letzteren 
Formeln ,  welche  die  Centrirungselemente  liefern ,  ohne  dass  unter  den  ge- 
gebenen Umständen  eine  direkte  Linienmessung  erforderlich  wäre.  Die 
Voraussetzung,  dass  die  Entfernungen  p  und  q  wenigstens  näherungsweise 
bekannt  seien,  trifft  aber  fast  immer  zu,  wenn,  wie  dies  wenigstens  bei 
grösseren  Vermessungen  der  Fall  ist,  eine  vorgängige  Triangulirung  statt- 
gefunden hat. 

II.  Von  einem  Standorte  aus  hat  ein  Ingenieur  mit  einem  Theodoliten 
den  Horizontwinkel  und  die  Zenithdistanzen  zweier  Punkte  gemessen ,  de- 
ren horizontale  Entfernung  und  Höhenunterschied  ihm  bekannt  waren.  Es 
sollen  hieraus  sowohl  die  horizontalen  Distanzen  als  auch  die  Höhenlage 
jenes  Standortes  gegen  die  zwei  bezeichneten  Punkte  bestimmt  werden. 

Es  seien  (Fig.  2.)  A  und  B  die  beiden  beobachteten  Punkte; 

d  ihre  horizontale  Entfernung,  h  ihr  Höhenunterschied; 

z,  z  die  Zenithdistanzen,  2y  der  Horizontalwinkel  jener  Punkte  vom 
Standorte  S  aus  gemessen; 

/>,  D'  die  Horizontaldistanzen  der  Punkte  A  und  B  von  S  aus  gerech- 
net, und 

H  der  Höhenunterschied  zwischen  S  und  B, 

Dies  vorausgesetzt  hat  man  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen : 

/>•  — 2Z>i>'co5  2y  +  2>'«  =  rf«, 
D  =  (H+  h)  langz-,      D' =  H tang  2  ; 

aus  welchen ,  wie  leicht  zu  sehen ,  für  H  sich  die  quadratische  Gleichung 
ergiebt: 
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H^  {Ulf ig  z*  —  2  tang  z  tang  z  cos  2  y  +  tang  r'*) 
2  H  {lang  z  cos  2  y  —  tang  z)  .  h  lang  z  +  hl^  tang  2* 

Fig.  2. 
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=  d' 


Nnn  kann  man  dem  Coefficienten  von  H*  die  Form  geben: 
ii<-^OZ+iangz)UinyK\{'^^^^^^ 

\cos  z  cos  z         /   '\stn  [z  +  z)         '/  ' 

und  analog  lässt  sich  der  Co^fficient  von  E  wie  folgt  umgestalten : 

(tang  r'  +  tang  z)  sin  y*  .  \^"^^,    — ^^^—  cotgy*  —  1 1 

'      ^tang  z  +  tang  z         '  ' 

sin  (z  +  2)    .     ,  (Sf/i  iz   —  z)  ,      ,) 

= .— ^,-^— ^  ^m  y*    — ;-7-r—x  cotg  y»  —  1 } 

CO«  2  C05  z  ^sxn  (z  +  z)        '         ' 

Unsere  Gleichung  geht  nun  über  in  die  folgende : 

i      sin  {z  +  z)     sin  y)*       ^  i  „  5fw  iz  +z)    siny\     .^  r     x      \ 

\H \ ^  .  -r-^\  —  2  \H \         ^  .-r-^}  ,htangz  .  cos  (y  +  g)) 

^       CO*  2  /TOS  2     Äin  m'  i       /rn.«  z  cos  z      atn  m' 


COS  z  COS  z    stn  <p^ 


cos  z  cos  z     stncp^ 


+  (h  tang  r)«  =  d\ 


wobei  q>  einen  durch  die  Gleichung 


sin  {z  +  z) 

tang  q>  =    .    ,  , r  tang  y 

sin  [z  —  z) 

bestimmten  Hilfswinkel  bezeichnet. 

Zeitschrift  f.  Malhcmatiktt.  I'iiysik.  II. 
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Führt  man  nnn  einen  zweiten  Hilfswinkel  ip  dnrch  die  Gleichung 

ein ,  so  ergieht  sich  als  die  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung 

cos z  cos z    *w»(y  +  9  +  ^)    sin^ 

sm{z+zy      siniy-^^)       ' sin  y  ' 
Den  zweiten  Wurzel werth  von  H  findet  man ,  wenn  180*  —  ^  an  die  Stelle 
von  ^  gesetzt  wird.  — 

Die  drei  letzteren  Formeln  enthalten,  der  Ordnung  nach  angewendet, 
die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe.  Werden  die  Entfernungen  D,  ff 
verlangt ,  so  hat  man  daför : 

D=(H+h)  tangz,     D'  =z  H  fang  z 

und  zur  Controlle  der  Bechnung 

L^'^^DD'cosJY  +  ir*  =  d\ 

Die  Genauigkeit,  mit  welcher  sich  durch  dieses  Verfahren  die  Grossen  JET, 
1>,  D'  finden  lassen,  hängt  natürlich  von  jener  der  zu  Grunde  gelegten 
beobachteten  Werthe  ab.  Obgleich  nun  in  der  Kegel  die  Zenithdistanzen 
z ,  z'  nicht  mit  der  Schärfe  horizontaler  Winkel  gemessen  werden  können 
und  auch  die  Höhendifferenz  h  selten  sehr  genau  gegeben  sein  wird ,  folg- 
lich die  ans  der  obigen  Rechnung  hervorgehenden  Resultate  öfter  keinen 
hohen  Grad  von  Genauigkeit  besitzen  werden ,  so  lässt  sich  doch  der  prak- 
tische Nutzen  dieser  Aufgabe  für  Fälle,  in  welchen  die  grösste  Schärfe 
nicht  verlangt  wird,  keineswegs  verkennen.  Denn  sie  lehrt,  wie  aus  den 
Höhen  zweier  Punkte  die  Höhe  eines  dritten  abgeleitet  werden  könne  und 
erfordert  hierzu  keine  Messung  einer  Standlinie,  sondern  nur  die  Beobach- 
tung dreier  Winkel  und  zwar  aus'dcm  zu  bestimmenden  Punkte  selbst.  Die 
Aufgabe  hat  also  in  dieser  Hinsicht  ziemlich  dieselbe  Bedeutung  für  das 
Höhenmessen,  wie  das  Po  the  not 'sehe  Problem  für  Horizontalmessungen. 

ni.  Die  Höhenunterschiede  dreier  Punkte  sind  gegeben  und  der^n 
Zenithdistanzen  und  Horizontalwinkel  von  z^ei  Standorten  aus  gemessen, 
welche  weder  gegenseitig  sichtbar  sind ,  noch  in  demselben  Horizonte  lie- 
gen und  deren  Entfernung  nicht  bekannt  sind.  Mau  soll  die  Höhenlage  und 
Horizontaldistanzen  dieser  zwei  Punkte  gegen  die  drei  ersteren  besimmen. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe,  welche  auf  eine  Gleichung  vierten 
Grades  führt,  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Brunn,  5.  Juli  1857.  Dr.  A.  Winckler. 


XXX VnL  Lehrsatze.    1)  Das  Trägheitsmoment  eines  ebenen  Systems 
in  Bezug  auf  die  Geraden  in  seiner  Ebene  lässt  sich  auf  unendlich  viel- 
fache Weise  durch  das  Trägheitsmoment  zweier  Punkte  in  Bezug  auf  diese 
Geraden  ansdrücken,  dies  letztere  vermehrt  um  eine  Constante.    Je  zwei 
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solche  Punkte  liegen  auf  derjenigen  Geraden,  für  welche  das  Trägheits- 
moment den  kleinsten  Werth  hat,  sodass  das  Rechteck  aus  ihren  Abständen 
vom  Schwerpunkt  des  Systems  constant  ist ;  sie  müssen  mit  solchen  Massen 
versehen  werden,  dass  ihr  Schwerpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  des  Systems 
zusammenfällt,  und  dass  ihre  Gesammtmasse  gleich  der  des  Systems  ist. 
Sind  a,  ß  zwei  positive  Zahlen,  deren  Summe  =  1 ;  SX,  SY  die  Abstände 
zweier  Punkte  -T,  Y  von  der  obigen  Eigenschaft  vom  Schwerpunkt,  oilf, 

ßM  die -Massen  dieser  Punkte,  so  hat  man  ^--  =  — ,  Z5.  5r=e*;  sind 

S  Y       a 

femer  Ma\  Mb*  die  Momente  für  die  Hanptträgheitsaxen,  darunter  Mb^  das 

kleinste ,  so  hat  man  6*  =  a'  —  b\    Heissen  x ,  y  die  Abstände  der  Punkte 

X,  Y  von  einer  beliebigen  Geraden ,  T  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 

dieselben ,  so  hat  man  r=  ilf  (aa:*  +  j5y"  +  6*). 

3)  Wenn  OA,  OB,  OC . . . ,  mehrere  durch  einen  Punkt  0  gehende  Ge- 
raden sind ,  welche  in  derselben  Ebene  liegen ,  und  man  ]|}estimmt  die  Ab- 
stände eines  beliebigen  Punktes  P  dieser  Ebene  von  diesen  Geraden,  sie 
seien  entsprechend  der  obigen  Bezeichnung:  a,  6,  c . . .  .,  multiplicirt  ihre 
Quadrate  mit  den  positiven  sonst  beliebigen  Zahlen  a ,  /3 ,  y , . . . .,  so  lässt 

sich  die  Summe  aa*  +  /36*+yc*+  ...  durch  l(a  +  ß  +  y +'")  (^  + 1/^) 
ausdrücken,  wenn  Xj  y  die  Abstände  des  Punktes  P  von  zwei  bestimmten 
Geraden  OX,  OY  bedeuten,  deren  Lage  von  der  Lage  des  Punktes  P  ganz 
unabhängig  ist. 

3)  Legt  man  durch  den  Punkt  0  eine  Kreislinie  und  bezeichnet  mit  A^ 
B^Cy. .  ..Zj  Y  die  Punkte,  in  welchen  dieselbe  von  den  Strahlen  OA,  OB, 
OC .. ..  OX^  OYy  getroffen  wird,  so  erhält  man  den  Schwerpunkt  der  Punkte 
A^  B^  Cy . . . .,  denen  die  Gewichte  a,  /?,  y, . . . .  beigelegt  sind,  als  Mittel- 
punkt der  Sehne  XY,  welches  auch  die  gebrauchte  Kreislinie  sei;  umge- 
kehrt dient  dieser  Satz  dazu,  die  beiden  Geraden  OX,  OY  aufzufinden, 
welche  die  in  2)  aufgestellte  Eigenschaft  haben. 

4)  Durch  einen  Punkt  0  giebt  es  unendlich  viele   Geraden -Paare 

(OX,  OY),  {0X\  OY'), ,  für  welche  die  Quadratsumme  der  Abstände 

eines  bestimmten  Punktes  P  denselben  Werth  hat:  a:*  +  y*  =  a?'*  +  y'* . . . . 
Legt  man  durch  0  eine  Kreislinie,  welche  diese  Geraden  in  {X,  F),  {X\  Y') 
trifft,  so  umhüllen  die  Sehnen  XY,  X'Y' .. .  eine  Parabel. 

6)  Beschreibt  mau  um  den  Brennpunkt  einer  Parabel  einen  Kreis,  so 
haben  die  Punkte  P,  Q,  in  welchen  dieser  Kreis  die  Axe  der  Parabel  schnei- 
det, in  Bezug  auf  die  Tangenten  der  Curve  folgende  Eigenschaften:  X,  Y 
seien  die  Punkte ,  in  welchen  eine  Tangente  den  ELreis  schneidet, 

1.  PX*  +  PY^^consiy  QX*  +  0Y*  =  con8t. 

2.  Ist  0  ein  beliebiger  Punkt  jenes  Kreises,  und  zieht  man  nach  je  zwei 

Punkten  (AT,  Y)\  {X',  7'), ,  in  welchen  die  Tangenten  den  Kreis 

schneiden,  die  Geraden  {OX,  07),  (0K\  QY'^ ,  x^^isoX  ^^  N>i\> 
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(x\  y')  die  Abstände  des  Punktes  P  von  diesen  Geraden,  so  hat  man 

a:'  +  y*  =  x^  +  y  *  = 

3.  Ileissen  p,  q  die  Abstände  der  Punkte  -P,  0  von  einer  Tangente  der 

Parabel ,  so  ist  ;>•  —  7*  =  consl, 
Trier,  den  6.  Januar  1857.  C.  Küpp£B. 


[,  In  den  CompU  Rend,  Tom.  XLIIL  wird  von  Herrn  Raimondi  eiu 
angeblich  neues  Verfahren,  die  Dichtigkeit  fester  Körper  mittels  einer  ge- 
wöhnlichen Wage  zu  bestimmen,  bemerkt.  Wenn  nun  auch'  die  Neuheit 
dieses  Verfahrens  nicht  als  unbestreitbar  hingestellt  werden  dürfte,  so  mag 
doch  die  Beschreibung  desselben  hier  einen  Platz  finden ,  insofern  damit 
ein  ziemlich  einfacher  Weg,  das  Archimedische  Priueip  zu  erläutern,  an- 
gedeutet sein  möchte. 

Wenn  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefass  auf  der  einen  Schaale  einer 
Wage  ins  Gleichgewicht  gebracht  ist ,  und  man  taucht  in  dasselbe  «inen 
an  einem  ungedrehten  Faden  hängenden  festen  Körper,  so  bemerkt  man, 
dass  sich  die  betreffende  Wagschaalo  neigt  und  zur  Wiederherstellung  des 
Gleichgewiclits  muss  man  den  Gewichten  auf  der  anderen  Wagschaale  ein 
solches  zulegen,  das  dem  der  verdräugten  Wassermasse  gleich  kommt. 
Dies  ist  eine  Folge  des  Archimedischen  Princips.  Hat  man  nun  auf  die  eine 
Wagschaale  in  das  mit  Flüssigkeit  gefüllte  Gefass  einen  festen  Körper  A 
gelegt,  der  dichter  als  die  Flüssigkeit  ist  und  an  einem  ungedrehten  Faden 
festgebunden  sei,  dessen  Gewiclit  und  Volumen  man  vernachlässigen  kann, 
und  ist  das  Ganze  mittels  aufgelegter  Gewichte  auf  der  anderen  Wagschaale 
ins  Gleichgewicht  gebracht,  so  wird,  wenn  man  den  Körper  A  an  dem  Fa- 
den aufzuheben  sucht,  das  Gleichgewicht  gestört  und  man  muss  zur  Wie- 
derherstellung desselben  von  der  andern  Schaale  ein  Gewicht  wegnehmen, 
welches  der  auf  den  Faden  ausgeübten  Spannung  gleich  ist.  Kommt  man 
bei  fortgesetzter  Spannung  des  Fadens  dahin ,  den  Körper  aufzuheben,  so- 
dass er  nicht  mehr  den  Boden  des  Gefässes  berührt,  doch  aber  in  dem  auf- 
gehängten Zustande  in  der  Flüssigkeit  ganz  untergetaucht  bleibt,  so  ist 
olTenbar  die  betreffende  Wagschaale  um  ein  Gewicht  leichter  geworden, 
das  dem  absoluten  Gewicht  des  Körpers  vermindert  um  das  Gewicht  der 
verdrängten  Wassermasse  gleich  kommt,  und  zur  Herstellung  des  Gleich- 
gewichts wird  man  von  der  anderen  Wagschaale  ein  dem  gleiches  Gewicht 
wegnehmen  müssen.  Dieses  könnte  man  auch  experimentell  dadurch  nach- 
weisen,  dass  man  den  Körper  vermittels  des  Hakens  einer  hydrostatischen 
Wage  statt  mit  der  blossen  Hand  aufhebt. 

In  praxi  kann  man  nun  folgendermassen  verfahren.  Nach  Abwägung 
des  betreffenden  Körpers  in  der  Luft  stellt  man  auf  die  eine  Schaale  einer 
Wage  das  Gefass,  welches  mit  derjenigen  Flüssigkeit,  meistens  mit  destil- 
J/'rtom  Wasser j  gefüllt  ist,  deren  man  sich  zur  Bestimmung  der  Dichte  des 
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festen  Körpers  bcdicnciii  will,  und  stellt  das  Gleichgewicht  an  der  Wage 
her.  Zur  Seite  der  Schaalo,  auf  welcher  das  Gefäss  steht,  befestigt  man 
einen  nach  einem  rechten  Winkel  umgebogepen  Stab  (F),  der  in  einen  Ha- 
ken ausläuft,  welcher  sich  senkrecht  über  dem  Gefäss  befindet,  und  hängt 
den  Körper  mittels  eines  Coconfadens  an  diesem  Haken  auf,  so  dass  er  in 
der  Flüssigkeit  untertaucht,  worauf  man  wiederum  das  Gleichgewicht  der 
Schaalen  durch  Gewichte  herstellt,  welche  das  Gewicht  der  verdrängten 
Fitissigkeitsmenge  darstellen.  Die  Dichtigkeit  des  Körpers  ergiebt  sich 
dann  nach  der  Formel 

wobei  J  die  gesuclite  Dichtigkeit  des  festen  Körpers,  7>  die  der  auge- 
wandten Flüssigkeit,  d  die  der  Luft,  ferner  J*  das  Gewicht  des  Körpers  in 
der  Luft,  P'  das  der  verdrängten  Flüssigkeit  oder  dasjenige  Gewicht  ist, 
welches  man  zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichts  auf  die  andere 
Scbaale  hat  legen  müssen. 

Diese  Methode  ist  insofern  bequemer,  als  die  mit  dem  Fläschchen, 
weil  bei  Bestimmung  der  Dichtigkeit  eines  grösseren  Körpers  die  Oeffnung 
des  Fläschchens  grösser  als  gewöhnlich  sein  muss,  dann  aber  der  Verschluss 
sich  nicht  leicht  bewerkstelligen  und  der  gewünschte  Genauigkeitsgrad 
nicht  erreichen  lässt. 


XIi.  üeber  die  optischen  Eigenscliaften  einiger  durchsichtiger  Kör- 
per unter  der  Einwirkung  des  Magnetismus.  Von  Herrn  Veudet  {Cumpt. 
Bend.  T.  ÄLill,  p.  529.) 

Mehrere  Physiker  haben  gewisse  Beziehungen  zwischen  der  durch  den 
Einfluss  des  Magnetismus  hervorgebrachten  Drehung  der  Polar isatiousebene 
and  zwischen  gewissen  Eigenschaften  durchsichtiger  Körper  aufgestellt. 
Herr  de  la  Kivo  wies  bei  Anführung  der  Versuche  des  Herrn  Bertin  im 
ersten  Bande  seines  Tratte  iTElectricite  zuerst  darauf  hin ,  dass  die  Drehung 
im  Allgemeinen  um  so  schneller  ist,  je  höher  der  Brechungscoefficient  ist. 
Zwei  Substanzen  aber,  welche  schon  in  dem  der  Abhandlung*)  des  Herrn 
Bertin  beigefügten  Verzeichnisse  erwähnt  sind,  bilden  eine  Ausnahme  von 
diesem  Gesetze ,  nämlich  Alkohol  und  Aether,  welche,  wie  bekannt,  das 
Licht  stärker  brechen  als  das  Wasser,  und  bei  deiKjn  doch  unter  der  Ein- 
wirkung des  Magnetismus  eine  merklich  kleinere  Drehung  der  Polarisations- 
ebene stattfindet.  Zur  weiteren  Prüfung  des  Gesetzes  des  Herrn  d  e  1  a  Ri  v  e 
mass  ich  die  Brechungscoefficienten  einer  hinreichenden  Monge  von  Sub- 
ßtansen  und  verglich  sodann  die  Einwirkungen,  welche  sie  auf  polari- 
sirtes  Licht  ausüben ,  wenn  man  sie  zwischen  die  Pole  eines  Electromagne- 
ten  hält.   Dabei  bediente  ich  mich  ausschliesslich  flüssiger  Körper  und  zwar 

♦)  Annalcn  der  Chemie  und  Physik,  3.  llc(t,  üaiv^ 'X.'SAW. 
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Brechungs- 
coefficient. 


meistens  der  Salzaaflösangen ,  weil  dieselben  klarer  und  reiner  sind  nnd 
dann  auch,  weil  sie  sieb  leicbt  von  gleicber  Dicke  berstellen  lassen.  Die 
Gesammtbeit  meiner  Versnobe  stellt  die  Ricbtigkeit  des  Gesetzes  von  de  la 
R  i  y  e  in  Frage ,  und  icb  glaube  demgemäss  annebmen  zu  dürfen ,  dass  es 
keine  Beziebung  giebt  zwiscben  dem  Brechungscoefficienten  nnd  dem ,  wo- 
für ich  den  Namen  magnetisches  Drcbungsvermögen  {pouvoir  ro- 
ialaire  magnetique)  vorschlage.  Folgende  Tabelle  enthält  die  Resultate  eini- 
ger meiner  Versuche,  nach  welchen  das  Gesetz  des  Herrn  de  la  Rive  ver- 
letzt wird. 

Yolbtändige  Um- 

drehuDg*),  benror- 
gebracht  darcb  eine 
44jwn dicke  Schiebt 

.  4,00» 

.  4,45 

.  5,27 

.  5,59 

.  4,21 

.  4,55 

.  6,10 

.  5,57 

.  8,16 

.  3,14 

.  5,12 


» 


>j 


91 


»1 


»1 


» 


I) 


»> 


)> 


>» 


J> 


» 


9) 


99 


99 


99 


Destillirtes  Wasser 1,334     . 

Auflösung  von  Salmiak  (verdünnt)    .  .  .  0,369 

Zinnchlortir  (verdünnt)    .  1,364 

Salmiak  (concentrirt)    .  .  1,370     . 

Pottasche 1,371     . 

Chlorcalcium 1,372 

Zinnchlorür  (verdünnt)    .  1,378     . 

Zinkchlorür 1,394     . 

Zinnchlorür  (concentrirt) .  1,424 

salpetersaurem  Ammoniak  1,448 
Flüssiger  Cblorkoblenstoff(C» CA/*).  .  .  .  1,460     . 

Ilerr  Bert  in  bat  beobachtet,  dass  gewisse  Substanzen,  z.  B.  das  sal- 
petersaure Ammoniak  und  das  schwefelsaure  Eisenozjdul ,  wenn  sie  sich  in 
Wasser  auflösen,  das  magnetische  Drehungsvermögen  der  Lösung  vermin- 
dern. Herr  Edmund  Becquerel  hat  eine  ganz  ähnliche  Beobachtung  an 
dem  Eisencblorür  gemacht  und  glaubt  daher  allgemein  annehmen  zu  dürfen, 
dass  die  Drehung  der  Polarisationsebene,  welche  durch  den  Einfluss  des 
Magnetismus  hervorgebracht  wird,  sich  umgekehrt  wie  die  magnetische 
Kraft  der  Körper  ändere.  Die  Experimente,  welche  Herr  Edmund  Bec- 
querel anführt,  lassen  indess  das  Gesetz  nicht  als  absolut  richtig  erschei- 
nen. Man  siebt  z.  B.  aus  denselben,  dass,  wenn  man  die  Drehung  des 
Wassers  gleich  10  setzt,  die  zweier  ungleich  concentrirter  Lösungen  von 
Eisencblorür  bezüglich  =  9  und  =3,  und  die  einer  Auflösung  von  schwe- 
felsaurem Nickeloxyd  gleich  13,55  gesetzt  werden  müsste;  mit  andern  Wor- 
ten: es  würden  von  drei  magnetischen  Auflösungen  zwei  eine  geringere 
Drehung  als  das  Wasser  geben,  während  die  dritte  eine  weit  stärkere  her- 
vorbrächte. Es  scheint  indess  die  sehr  geringe  Drehung  einer  concentrirten 
Auflösung  von  Eisencblorür,  verglichen  mit  den  Beobachtungen  des  Herrn 

*)  Ich  verstehe  unter  vollstäuditjcr  Umdrehung  {rotation  rompleie)  den  Unterschied 
r/er  beiden  AzinniOni  des  empfindlichen  Farhentones,  entsprechend  den  beiden  entge- 
f^eng'csetzten  liiclitnngen  des  Strome». 


Kleinere  Mittheilungen.  343 

Bertin  am  schwefelsauren  Eisenoxjdul ,  anzuzeigen,  dass  es  zwischen  den 
Eisenverbindungen  eine  ganz  eigenthümliche  Art  von  Thätigkeit  giobt, 
welche  genauerer  Untersuchungen  werth  ist. 

Ich  löste  in  Wasser  eine  bestimmte  Anzahl  von  Eisenoxjdul-  und 
Eisenoxjdsalzen  (salzsaure,  schwefelsaure  und  salpetersaure  Verbindungen) 
und  fand  dabei  jedesmal  das  Drehungsvermögen  der  Lösung  kleiner  als  das 
des  Wassers.  Aber  noch  mehr:  wenn  man  das  specifische  Gewicht  und  die 
Zusammensetzung  der  Lösung  betrachtet  und  die  von  dem  in  derselben  be- 
findlichen Wasser  allein  hervorgebrachte  Drehung  berechnet,  so  erhält  man 
stets  eine  grössere  Zahl  als  durch  die  Beobachtung.  Die  Erscheinung'  ist 
also  von  der  Art,  als  ob  das  aufgelöste  Eisensalz  ein  dem  Wasser  entgegen- 
gesetztes Drehungsvermögen  besässe. 

Ich  nahm  mir  nun  vor,  die  Bichtigkeit  dieser  Hypothese  bezüglich  dieser 
Erscheinungen  zu  untersuchen,  und  ich  glaube  sie  ausser  Zweifel  stellen  zu 
können.  Nach  vielen  vergeblichen  Versuchen,  eine  feste  oder  leicht  flüssige 
Eisenverbindnng  darzustellen,  welche  bei  einer  Dicke  von  1 — 2^  hinrei- 
chend durchsichtig  ist,  und  welche  für  sich  keinen  Einfluss  auf  das  polari- 
sirte  Licht  ausübt;  erreichte  ich  meinen  Zweck,  indem  ich  Eisensalze  in 
Flüssigkeiten  auflöste,  welche  eine  hinreichende  Menge  des  Salzes  aufneh- 
men können,  und  deren  magnetisches  Drehvermögen  gering  genug  ist,  das- 
jenige der  Auflösung  erscheinen  zu  lassen.  Durch  Mischung  von  8  Gramm 
wasserfreiem  Eisenchlorid  mit  32  Gramm  rectificirtem  Aether  erhielt  ich , 
eine  stark  braunroth  gefärbte  und  klare  Auflösung ,  welche  unter  dem  Ein- 
flüsse des  Magnetismus  die  Polarisationsebene  nach  links  unter  Umständen 
ablenkte ,  unter  welchen  das  Wasser  und  andere  durchsichtige  Flüssigkei- 
ten dieselbe  nach  rechts  ablenken.  Wenn  ich  aber  nur  4  Gramm  Eisen- 
chlorid mit  32  Gramm  Aether  vermischte,  so  erhielt  ich  eine  Auflösung, 
welche  unter  dem  Einflüsse  eines  Electromagneten ,  den  ich  zu  meiner  Dis- 
position hatte,  auf  das  polarisirte  Licht  nicht  im  Geringsten  einwirkte.  Durch 
entsprechende  Auflösungen  dieses  Salzes  in  Alkohol  erhielt  ich  ganz  ähn- 
liehe Erscheinungen.  Hieraus  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  entnehmen ,  dass 
die  ätherischen  und  alkoholischen  Auflösungen  der  Salze  der  Alkalien  und 
schweren  Metalle  sich  im  Allgemeinen  ebenso  verhalten,  wie  die  wässerigen 
Auflösungen.  Wenigstens  gilt  dies  von  den  in  Aether  und  Alkohol  aufge- 
lösten Eisensalzen,  welchen  man  die  bemerke nswerthen  Erscheinungen,  die 
ich.  oben  beschrieben  habe,  zuzuschreiben  hat,  und  man  muss  hieraus 
sehliessen,  dass  die  Eisensalze  dem  Einflüsse  des  Magnetismus  unterworfen, 
eine  der  Gesammtheit  der  durchsichtigen  Substanzen  entgegengesetzte  Wir- 
kung auf  das  polarisirte  Licht  ausüben. 

Ich  schlage  vor,  das  magnetische  Drehungsvormögen  des  Wassers,  des 
schweren  Glases  (^erre  pesant) ,  des  Schwefclkohlenstofies  und  der  meisten 
durchsichtigen  Körper  als  das  directe,  das  der  Eisensalze  hingegen  als 
das  indirecte  zu  bezeichnen.  '-• 
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Die  Fr^e  lag  hehr  nahe ,  ob  auch  andere  magnetische  Salme ,  als  die 
«iea  Eiben« 4  analoge  Erseheinnngen  herrorbringen  wözden.  Ich  hin  im 
Btaiide,  eine  Wgrüudete  Meiunng  nur  in  Bezng anf  die  Nickel-  nnd  Mangan- 
»ali^  aufzustellen;  %'on  diesen  habe  ich  das  schwefelsaure,  salpetersanre 
und  salzsaure  Wickel ,  dav  schwefelsaure  und  das  salzsaure  Mangan  geprüft 
und  an  denselben  beobacLtet,  dass  sie  in  ihren  Auflösungen  ein  directef 
magnetisches  DrehungsTermÖgen ,  wie  das  Wasser,  zeigen  nnd  sich  nur  we- 
nig von  den  gewöhnlichen  Metalbalzen  unterscheiden,  üeber  die  Chrom- 
und  Kobaltsalze  kann  ich  jedoch  nichts  Bestimmtes  aussprechen.  Diese 
Vel'bindungen  haben  eine  so  starke  färbende  Kraft,  dass,  wenn  man  hin- 
reichend durchsichtige  Auflösungen  erbalten  will ,  man  nur  sehr  verdünnte 
Lösungen  anwenden  kann.  Der  Einüass  der  aufgelösten  Salze  ist  dann  sehr 
schwach  im  Vergleich  mit  dem  des  Auflösungsmitteb,  sodass  über  die  Rich- 
tung der  Drehung  sich  Nichts  mit  Sicherheit  bestimmen  lässt. 

Ich  habe  nicht  nöthig ,  auf  die  neue  Schwierigkeit  aufmerksam  zu  ma- 
chen, welche  aus  den  optischen  Eigenthümlichkeiten  der  Eben-  und  Nickel- 
Malze  für  die  Aufstellung  einer  Theorie  dieser  Erscheinungen  hervorgeht. 
Auf  joden  Fall  ist  es  unmöglich ,  blos  zu  sagen ,  dass  die  Drehung  der  Po- 
larisationsebene um  so  schwächer  wird,  je  grösser  die  magnetbche  Capaci- 
tflt  ist,  da  man  sieht,  dass  magnetische  Körper  gerade  entgegei^esetztes 
Drehungsvermögen  zeigen. 

Endlich  habe  ich  noch  die  Auflösung  des  salpetersauren  Ammoniaks 
geprüft,  welche  nach  Herrn  Bert  in  ein  geringeres  magnetisches  Drehungs- 
verrnogeii  uIh  da«  Wawser  besitzt.  Dies  ist  zwar  vollkommen  richtig,  aber 
ji^anz  andcirs  anzusehen ,  als  der  Vorgang  bei  den  Eiscnsalzen.  Das  Salpe- 
tersäure Ammoniak  ist  so  sehr  in  Wasser  löslich,  dass  man  leicht  Auflösun- 
gen herstellen  kann,  welche  60  —  66%  Salz  enthalten.  Die  magnetische 
Drehung  der  rolarisationsebene ,  welche  durch  diese  Auflösungen  hervor- 
gebracht wird,  ist  dann  viel  schwächer,  als  die  des  reinen.  Wassers ,  aber 
sie  ist  doch  noch  viel  grösser,  als  das  in  der  Lösung  enthaltene  Wasser 
allein  hervorbringen  würde.  Das  Experiment  beweist  einfach,  dass  die  Auf- 
lösung von  salpetersaurem  Ammoniak  ein  viel  geringeres  Drehungsvermö- 
gen besitzt   als  das  Wasser,  jedoch  in  demselben  Sinne. 


XLI.  Kdr  das  Auskochen  der  Barometer  giebt  Herr  Taupenot  in  den 
.Inmii.  de  r/um,  et  de  p/n/s.  Tum,  XLIX,  />.  91  einige  Vorsichtsmassregeln  an, 
die  im  Wesentlichen  auf  Verminderung  der  Stösse  des  Quecksilbers  gegen 
die  Kölire  durch  Verminderung  des  Luftdrucks  hinzielen.  Nach  der  ge- 
wöhnlichen Methode  des  Auskochens  der  Barometerröhren,  wie  sie  auch 
meist  in  den  LehrbUchorn  der  Physik  angegeben  wird,  wird  dasselbe  in 
drei  Theilen  so  vorgenommen,  dass  ein  erstes  Drittel,  sodann  ein  zweites 
l>riltel  der  Rohre  ausgekoclit  und  tler  Rest  mit  siedendem  Quecksilber  an- 
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gefüllt  wird.  Pabei  kann  aber  doch  die  im  letzten  Drittel  am  Glase  ziem- 
ich  hartnäckig  haftende  Luft  nicht  ganz  entfernt  werden,  und  diese  ver- 
unigt  sich  später  zu  Blasen,  welche  nach  und  nach  in  das  Vacuum  des  Ba- 
ometers  aufsteigen.  £in  weiterer  Uebelstand  bei  dieser  Auskochungsart 
st  die  hohe  Temperatur,  in  welche  man  zugleich  das  Glas  mit  versetzen 
nuss,  für  welches  aus  anderen  Gründen  eine  nicht  zu  geringe  Dicke  sehr 
Gänschens  Wer  th  ist,  und  das  durch  die  starken  Stösse  der  Quecksilbersäule, 
welche  zuweilen  ungleich  erwärmte  Stellen  der  Röhre  treffen ,  einem  Zer- 
brechen dadurch  sehr  oft  und  leicht  ausgesetzt  wird. . 

Diese  Uebelstände  verschwinden,  wenn  man  tiber^er  auszukochenden 
^Quecksilbersäule  ein  relatives  Vacuum  herstellt.  Dann  kann  die  Köhre  auf 
einmal  ganz  gefüllt  und  die  Ausko'chung  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach 
vorgenommen  werden.  Man  nimmt  eine  Röhre ,  die  JO  —  15  Centimeter 
länger  als  gewöhnlich  ist  und  giebt  ihr  an.  dem  überschüssigen  Theile,  der 
später  abgeschnitten  wird,  ein  Paar  Einschnürungen.  Durch  diese,  übri- 
gens nicht  unbedingt  nöthigen  Verengungen  werden  die  Oscillationen  des 
Quecksilbers  beim  Auskocken  des  oberen  Theils  der  Röhre  etwas  gemässigt. 

Die  bis  an  die  erste  Verengung  oder  bis  etwa  an  den  Punkt,  wo  spä- 
ter abgeschnitten  wird,  gefüllte  Röhre  wird  an  ihrem  offenen  Ende  mit  einer 
Luftpumpe  in  entsprechende  Verbindung  gesetzt,  und  wie  gewöhnlich  auf 
einen  geneigten  Rost  gelegt.  Man  evacuirt  hierauf  und  beginnt  mit  dem 
Erhitzen  am  untern  Theile  der  Röhre.  Das  Sieden  des  Quecksilbers  geht 
dabei  ohne  besonderes  Stossen  vor  sich  und  sowohl  im  Ganzen  als  auch  bei 
Annäherung  an  das  Ende  der  Quecksilbersäule  mit  viel  grösserer  Leichtig- 
keit, sodass  etwa  binnen  25  Minuten  die  ganze  Operation  beendet  ist. 

Uebrigens  gewährt  diese  Methode  noch  den  Vortheil,  dass  das  Queck- 
silber nicht  so  sehr  dem  Oxydiren  ausgesetzt  wird. 

Weil  bei  einem  Springen  der  Röhre,  das,  wenn  auch  seltener,  doch 
eorkommen  kann,  alles  oberhalb  des  Sprunges  befindliche  QueckKÜber  in 
ien  Körper  der  Luftpumpe  getrieben  würde,  so  ist  es  gut,  zwischen  die 
Barometerröbre  und  den  Pumpenkörper  einen  aufrecht  stehenden  etwas 
weiteren  Cylinder  oder,  wie  Herr  Poggendorff  dazu  bemerkt,  eine  kleine 
zweihalsige  Flasche  einzuschalten,  wodurch  für  diesen  Fall  alles  aufwärts 
getriebene  Quecksilber  gefasst  und  auch  die  Luft  durchgelassen  werden 
kann ,  in  ähnlicher  Weise ,  wie  bei  den  gewöhnlichen  Sicherheitsröhren. 

Die  bei  dieser  Gelegenheit  von  besonderm  Interesse  gewordene  Frage 
über  den  Siedepunkt  des  Quecksilbers  in  verdünnter  Luft  konnte  nach  be- 
sonderen Versuchen  dahin  beantwortet  werden,  dass  das  Sieden  des  Queck- 
silbers unter  einem  Druck  von  8  — 10  Millimeter  ohngefähr  90®  C.  niedriger 
erfolgt  als  in  freier  Luft.  Nach  der  Leichtigkeit  des  Siedens  zu  urtheilen, 
hätte  man  eine  noch  niedrigere  Temperatur  erwarten  können,  doch  schei- 
nen die  Versuche  mit  aller  Vertrauen  erweckenden  Sorgfalt  angestellt  lU 
sein.  In  der  geringen  Wärme-Capacität  des  Quecksilbers  dürfte  hierzu  eine 
Erklärung  zu  suchen  sein. 
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XLIL  Ueber  den  Znsammenhang  der  katalytisohen  Snoheinnngen 
mit  der  Allotropie  stellt  Herr  Schönbein  in  einer  akademischen  Einla- 
dungsschrift  (s.  auch  Poggend.  Annal.  Bd.  C.  S.  1)  eine  neue  Ansicht  auf. 
Er  hält  sich  vorläufig  und  hauptsächlich  an  die  den  Sauerstoff  betreffenden 
Erscheinungen,  weil  er  als  höchst  bemerkenswerthe  Thatsache  hervorheben 
mnss,  dass  die  meisten  und  auffallendsten  Contactwirkungen  an  Sauerstoff- 
verbindungen wahrgenommen  werden.  Unter  diesen  liefert  das  Wasserstoff- 
superoxyd das  lehrreichste  Beispiel,  indem  diese  Verbindung  von  einer 
Menge  einfacher  Stoffe,  wie  Platin,  Gold,  Silber,  Kohle  etc.,  die  selbst  ir- 
gend eine  Veränderting  dabei  nicht  erfahren ,  in  Wasser  und  gewöhnliches 
Sauerstoffgas  zersetzt  wird.  Aadere  Contactsubstanzen  von  zusammenge- 
setzter Art,  die  das  Wasserstoffsuperoxyd  zerlegen,  erleiden  dabei  eine 
Zersetzung,  wie  z.  B.  die  Oxyde  der  genannten  Metalle,  welche  vollständig 
reducirt  werden,  oder  mehrere  Superoxyde,  wie  Braunstein,  das  braune 
Bleioxyd  u.  s.  w.,  welche  einen  Theil  ihres  Sauerstoffs  verlieren. 

Diese  Zersetzungserscheinungen,  die  seit  ihrer  Entdeckung  durch T he- 
nard  immer  besonderes  Interesse  und  nicht  minder  Verwunderung  erregt 
haben,  bringt  Herr  Schönbein  mit  der  in  neuerer  Zeit  gemachten  Ent- 
deckung, dass  einfache  Körper  die  Fähigkeit  besitzen,  sowohl  in  Bezug  auf 
ihr  chemisches  wie  physikalisches  Verhalten  in  verschiedenen  Zuständen 
zu  existiren,  d.  h.  mit  der  Allotropie  und  hier  insbesondere  mit  der  Al- 
lotropie des  Sauerstoffs  in  Verbindung. 

Was  die  Allotropie  des  Sauerstoffs  betrifft,  so  hat  Herr  Schönbein 
wiederholt  darzuthun  versucht,  dass  nicht  nur  der  freie,  sondern  auch  der 
chemisch  gebundene  Sauerstoff  in  zwei  verschiedenen  Modificationen ,  als 
chemisch  activer  und  passiver,  als  ozonisirter  und  als  gewöhnlicher 

o 

Sauerstoff  oder  als  0  und  0  zu  bestehen  vermöge. 

Das  zweite  Sauerstoffäquivalent  des  Wasserstoffsuperoxyds,  meint  nun 
Herr  Schönbein,  existire  in  ozonisirtem  Zustande  und  zwar  aus  dem 
Grunde,  weil  es  Oxydationswirkungen  hervorbringe,  die  auch  der  freie  ozo- 
nisirte ,  nicht  aber  der  gewöhnliche  Sauerstoff  zu  bewirken  im  Stande  ist. 

Wenn  ferner  der  freie  ozonisirte  Sauerstoff  nach  den  Versuchen  des 
Herrn  S.  nicht  blos  durch  Erhitzung ,  sondern  auch  durch  blose  Berührung 
mit  gewissen  Substanzen,  z.  B.  Kohle,  den  Oxyden  der  edelen  Metalle,  den 
Superoxyden  des  Bleies,  Mangans  etc.,  in  den  gewöhnlichen  Sauerstoff  ver- 
wandelt werden  kann  —  und  wenn  das  Wasserstoffsuperoxyd,  ein  Aequiva- 
lent  ozonisirten  Sauerstoffs  enthält,  der  ebenfalls  durch  Kohle  u.  s.  w.  so- 
fort abgeschieden  wird,  indem,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  durch  Berührung 
mit  solchen  Substanzen  aus  Wasserstoffsuperoxyd  sogleich  Wasser  und  freier 
Sauerstoff  entsteht  — :  so  scheint  es  Herrn  Schönbein  im  hohen  Grade 
wahrscheinlich,  dass  die  nächste  Ursache  der  durch  die  genannten  Sub- 
siauzeu  bewirkten  Katalyse  des  Wasserstoffsuperoxyds  in  der  Ueberführung 
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des  in  dieser  Verbindung  enthaltenen  ozonisirten  Sauerstoffs  in  den  gewöhn- 
lichen zu  suchen  sei.  « 

o 

Dass  das  Wasserstoffsuperoxyd  als  HO  +  O  anzusehen  ist,  dafür  spre- 
chen mehrere  Thatsachen.  Bekanntlich  lässt  sich  Wasser  und  gewöhnlicher 
Sauerstoff  nicht  zum  Superoxjde  vereinigen ;  sondern  der  Sauerstoff  scheint 
in  einer  anderen  Modification  vorhanden  sein  zu  müssen,  wenn  er  mit  HO 
verbindbar  sein  soll.  Dass  der  Sauerstoff  bei  seiner  elektroljtischen  Abtren- 
nung vom  Wasser  im  ozonisirten  Zustande  sich  befindet ,  ist  als  bekannte 
Thatsache  zu  betrachten,  nicht  minder,  dass  dabei  ein  Theil  dieses  Sauer- 

o 

Stoffs  an  der  positiven  Elektrode  mit  Wasser  zu  HO  -f-  O  zusammentritt, 
während  ein  anderer  Theil  frei  und  wahrscheinlich  unter  dem  Einflüsse  des 
Platins  fast  gänzlich  desozonisirt  wird.  Die  gewöhnliche  Darstellung  des 
Wasserstoffsuperoxyds  aus  dem  Bariumsuperoxjd  stellt  gleichfalls  als  wahr- 
scheinlich hin,  dass  in  letzterer  Verbindung  ebenfalls  die  Hälfte  des  Sauer- 
stoffs ozonisirter  ist,  der  mit  Hilfe  einer  kräftigen  Säure  auf  HO  übergetra- 
gen wird. 

Wenn  also  Sauerstoff  im  gewöhnlichen  Zustande  keine  chemische  Ver- 
bindung mit  Wasser  eingehen  kann,  sondern  nur  der  ozonisirte  Sauerstoff 
dies  (hun  kann,  so  wird  es  umgekehrt  leicht  erklärlich,  warum  Wasserstoff- 
superoxyd durch  alle  Substanzen  katalysirt  werden  kann ,  welche  ozonisir- 
ten Sauerstoff  in  gewöhnlichen  überzuführen  vermögen.  Denn  nach  einer 
solchen  UeberfÜhrung  hört  eben  die  chemische  Beziehung  zwischen  Wasser 
und  Sauerstoff  at|f ,  und  letzterer  tritt  als  gewöhnlicher  aus  der  Verbin- 
dung aus. 

Die  Zersetzung  des  Wasserstoffsuperoxyds  kiann  ausser  durch  genannte 
Substanzen  auch  durch  die  Wärme  und  zwar  so  rasch  bewirkt  werden,  dass 
der  Sauerstoff  unter  Explosion  sich  abscheidet.  Da  femer  auch  die  Kata- 
lyse des  Wasserstoffsuperoxyd  es  durch  andere  Agentien  immer  unter  einer 
WSrmeentwickelung  vor  sich  geht,  so  ist  es  nicht  unwahrscheinlich,  dass 

die  UeberfÜhrung  des  O  in  O  mit  einer  Wärmeerregung  aufs  innigste  ver- 
knüpft ist,  dass,  wie  Herr  Schönbein  sich  bestimmter  ausdrückt,  die  spe- 

0 

cifische  oder  latente  Wärme  von  O  eine  andere  und  zwar  grössere  ist,  als 

0 

von  O,  also  beim  Uebergange  von  O  in  O  Wärme  frei  wird.  Diese  An- 
sicht-könnte  diroct  durch  Versuche  geprüft  werden,  wenn  man  ozonisirten 
Sauerstoff  in  reinem  Zustande  zu  besitzen  sich  versichert  halten  könnte; 
dann  würde  derselbe  bei  seiner  Desozonisation  durch  Kohle,  Eisenoxyd  etc.  . 
eine  unmittelbare  Temperaturerhöhung  zeigen.  Setzt  man  diese  Tempera- 
turerhöhung vorläufig  als  factisch  begründet  voraus,  so  kann  daraus  weiter 
gefolgert  werden ,  dass  bei  Abscheidung  des  Sauerstoffs  aus  Verbindungen, 
in  denen  derselbe  aus  anderweitigen  Gründen  als  in  der  ozonisirten  Modifi- 
cation vorhanden  anzunehmen  ist,  die  dabei  au^tt^l^w^^  ^\äx>bä>\^ä  i»x 
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Glühhitze  bisweilcu  gesteigerte  Wärmeentwickelung,  durch  die  Ueberführung 

o 

des  O  in  O  sich  erklären  lässt.  • 

Für  letzterwähnte  Beziehungen  scheint  das  chlorsanre  Kali  ein  hervor- 
stechendes Beispiel  abzugeben.  Bei  seinem  Schmelzpunkt  liefert  dieses 
Salz  noch  keinen  abgeschiedenen  Sauerstoff,  wird  aber  der  schmelzenden 
Masse  eine  geringe  Menge  Eisenoxyd  beigemischt,  so  entsteht  eine  sofortige 
und  stürmische  £ntwickelung  von  Sauerstoff  und  zugleich  eine  so  starke 
Wärmeentbindung,  dass  die  in  Zersetzung  begriffene  Masse  bis  zum  Glühen 
gebracht  wird.  Die  bedeutenden  Oxyd ations Wirkungen  des  chlorsauren  Kali 
machen  es  wahrscheinlich,  dass  in  demselben  der  Sauerstoff  wenigstens  zum 
grössern  Theile  als  ozonisirter  vorhanden  ist.  Da  nun  der  aus  dem  Salze 
abgeschiedene  Sauerstoff  gewöhulicher  ist,  so  muss  er  erst  aus  dem  activen 
Zustabde  in  denselben  übergeführt  worden  sein,  welcher  Process  mit  der  bei 
der  Zersetzung  dea  Salzes  auftretenden  hohen  Wärme  in  unmittelbarem  Zu- 
sammenhange zu  stehen  scheint. 

Nach  den  gewöhnlichen  physikalischen  Ansichten  bezüglich  der  bei 
Aggregatveränderungen  auftretenden  Wärmeerscheinungen  müsste  bei  der 
Zersetzung  des  chlorsauren  Kali's,  wenn  selbige  nur  in  einer  einfachen  Ab- 
trennung mehrerer  Aequivalente  Sauerstoff  bestände,  eher  eine  Temjpera- 
turerniedrigung  eintreten,  insofern  der  feste  Sauerstoff  Gasform  annimmt. 
Die  eminente  Temperaturerhöhung  dürfte  also  darauf  vielmehr  hinweisen, 
dass,  wie  bemerkt,  die  Abscheidung  des  Sauerstoffs  mit  einer  Veränderung 
seiner  Modification  und  in  Folge  dessen  seines  allgemeinen  Wärmezustandes 
auf  das  innigste  verknüpft  ist.  Herr  Schön b  ein'vergleieht  diese  Erschei- 
nungen noch  mit  dem  ähnlichen  Verhalten  der  übrigen  Verbindungen  des 
Sauerstoffs  mit  Chlor,  sowie  mit  Stickstoff,  Mangan  etc.  und  stellt  nament- 
lich die  Ansicht  auf,  dass  manche  dieser  Verbindungen  sich  deshalb  entwe- 

o  o  n 

der  leicht  zersetzen  (670,  67  O3,  67  OJ  oder  im  wasserfreien  Znstande  so 
äusserst  schwierig  (wasserfreie  Salpetersäure)  und  zum  Theil  bis  jetzt  gar 
nicht  (Chlor-,  Brom-,  Üebermangansäure,  wovon  die  letztere  indess  neuer- 
dings von  Herrn  Thenard  d.  j.  wasserfrei,  doch  sehr  leicht  zersetzbar, 
dargestellt  worden  sein  soll)  darstellbar  sind,  weil  ein  oder  mehrere  Aequi- 
valente Sauerstoff  der  betreffenden  Verbindung  aus  dem  ozonisirten  Zu- 
stande, in  welchem  sie  allein  fähig  sind  in  der  Verbindung  zu  existiren, 
äusserst  leicht  in  den  gewöhnlichen  Zustand  übergehen. 

Von  andern  Sauerstoffverbindungen,  z.B.  Wasser,  Kali,  Bleioxyd, 
glaubt  Herr  Schönbein,  dass  der  Sauerstoff  in  gewöhnlichem  Zustande  in 
denselben  enthalten  sei,  und  aus  dem  Grunde  nicht  von  denselben  durch 
Katalyse  abgeschieden  werden  könne,  weil  keine  Substanz  des  O  umgekehrt 

o 

in    O  überzufüiiren  im  Stande  sei.    Diese  Katalyse  oder  Ueberführung  des 

o 

O  in  O  kann  indess,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  durch   Elektricitiit  bewirkt 
ncnic/t. 
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Das  Gegcustück  zu  den  bemerkten  katalytischen  Erscheinungen  bilden 
gewisse  Contactwirkungen ,  wobei  unter  dem  Berührungseinilusse  mancher 
Substanzen  chemische -Verbindungen  geschlossen  werden.  Auch  diesen  Vor- 
gang erklärt  Herr  Schönbein  im  Wesentlichen  dui'ch  eine  Ueberführung 
des  gewöhnlichen  Sauerstoffs,  der  als  solcher  keine  Verbindung  einzugehen 
fähig  ist,  in  die  andere  Modification ,  welche  allein  Oxydationen  zu  bewir- 
ken im  Stande  ist.  Herr  Schönbein  bezeichnet  diesen  Einfluss  mancher 
Substanzen  auf  den  Sauerstoff  allgemein  als  einen  allotropisirenden. 
Von  den  ponderabelen  Agentien,  welche  diese  Eigenschaft,  den  gewöhn- 
liehen  Sauerstoff  zu  ozonisiren,  haben,  ist  bekanntlich  der  Phosphor  eines 
der  ausgezeichnetsten.  Sauerstoff,  der  mit  demselben  in  Berührung  steht, 
oder  in  Berührung  gestanden  hat,  besitzt  die  Fähigkeit  eine  grosse  Anzahl 
einfacher  wie  zusammengesetzter  Substanzen  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
zu  oxydiren,  während  der  gewöhnliche  Sauerstoff  unter  denselben  Umstän- 
den ohne  alle  Einwirkung  auf  diese  Substanzen  bleibt.  Silber  und  Blei 
werden  z.  B.  durch  den  hierdurch  ozonisirtcn  Sauerstoff  sofort  zu  Super- 
oxyden,  Stickstoff  (bei  Anwesenheit  von  /fO,  KO  etc.),  zu  Salpetersäure 
oxydirt,  das  gelbe  Blutlaugensalz  in  das  rothe  übergeführt,  die  schwefelige 
Säure  in  Schwefelsäure  verwandelt  etc.  Ausser  Phosphor  zeigt  zunächst 
das  Platin  (Vereinigung  des  /f  und  O),  sowie  Gold,  Silber  und  die  andern 
edlen  Metalle  diese  allotropisirende  Eigenschaft. 

Als  ein  besonders  merkwürdiger  Körper  in  dieser  Hinsicht  erscheint 
aber  das  Stickoxyd  (i^^0,) ,  welches  selbst  bei  sehr  niedriger  Temperatur 
und  auch  in  der  Dunkelheit  mit  zwei  Aequivalenten  gewöhnlichen  Sauer- 
stoffs sich  zu  Untersalpetersäure  oxydirt,  dann  aber  bekanntlich  diesen 
Sauerstoff  wieder  leicht  an  andere  Körper  abtritt  und  somit  als  ein  kräftiges 
Oxydationsmittel  sich'erweist.  Diese  Wirkungen  des  Stickoxyds  auf  andere 
Körper ,  welche  den  des  Phosphors  und  des  mit  ihm  in  Berührung  gestan- 
denen Sauerstoffs  ganz  gleich  kommen,  finden  eben  so  leicht  ihre  Erklä- 
rung, wenn  man  annimmt,  dass  die  zwei  Aequivalente  Sauerstoff,  welche 
vom  Stickoxyd  erst  aufgenommen  werden ,  zugleich  in  die  active  Modifica- 
tion übergehen,  oder  dass  Untersalpetersäure  ozonisirtes  Stickoxyd  {NO^ 

o 

+  20)  sei,  das  Stickoxyd  also  wie  der  Phosphor  die  Fähigkeit  besitzt,  ge- 
wöhnlichen Sauerstoff  zu  ozonisiren  und  denselben  dadurch  zur  Eingehung 
in  andere  Verbindungen  flifiig  zu  machen;  daher  die  wichtige  Rolle,  welche 
das  Stickoxyd  bei  der  Umwandlung  von  50,  in  50,  spielt. 

Aehnlich  dem  Stickoxyd  resp.  der  Untersalpetersäure  verhalten  sich 
Mangan  -  und  Eisenoxydul  resp.  Mangan  -  und  Eisenoxyd ,  und  es  würden 
nach  Herrn  Schönbeins  Ansicht  die  Wirkungen  von  MnO  und  FeO  un- 
gleich kräftiger  sein,  wenn  diese  ersten  Oxydationsstufen  wie  das  Stickoxyd 
flüssig  oder  gasförmig  wären. 

o 

Auch  organische  Körper  können  die  UoWö  ^yugä  O -'YV^^t^  K^^txv^ötv- 
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men,  so  namentlich  das  TerpenthinÖl  and  die  Camphenöle  überhaupt,  so- 
wie auch  der  Saft  mehrerer  Pilze.  Die  eigenthümlichen  Reactionen  dieser 
Stoffe  auf  Jodkalinm ,  schwefelige  Säure,  Eisen oxjdnlsalze,  Indigotinktor 
etc.  erklärt  Herr  Schönbein  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  die  Einwirkon- 
gen  des  Stickoxyds. 

Endlich  bringt  Herr  Schönbein  noch  die  wichtigsten  und  grossartig- 
sten Oxydationsprocesse  in  der  Natur ,  die  Verwesung  organischer  Körper, 
das  dabei  zuweilen  mit  auftretende  Leuchten  (faules  Holz,  abgestorbene 
Fische  etc.),  sowie  die  durch  Verwesung  stickstoffhaltiger  Materien  hervor- 
gerufene Salpeterbildung,  nicht  minder  auch  die  Gährung  mit  der  AUotro- 
pie  des  eine  Hauptrolle  dabei  spielenden  Sauerstoffs  in  Verbindung,  ohne 
jedoch  ganz  bestimmte  Ansichten  vertreten  zu  wollen. 


'^T.TTT.  Eine  akustische  Beobachtung.  Nach  Beobachtungen  des  Herrn 
ScHAFFGOTSCH  äussert  auf  die  schwingende  Luftsäule  der  am  besten  mit 
gewöhnlichem  Leuchtgase  unterhaltenen  chemischen  Harmonika  ein  in  der 
Nähe  angestimmter  musikalischer  Ton ,  wenn  er  zu  dem  der  Harmonika  in 
einem  einfachen  Verhältnisse  steht,  z.  B.  unisono  oder  eine  Octave  höher, 
einen  so  starken  Einfluss ,  dass  die  Flamme  in  lebhafte  Bewegung  geräth 
und  bei  gesteigerter  Bewegung  sogar  verlbcht.  Auf  diese  Weise  vermag, 
wenn  der  Harmonikaton  ein  hoher  ist,  eine  kräftige  Falsettstimme  die  Gas- 
flamme auf  10  bis  12  Schritt  auszulöschen.  Bei  einem  wiederholt  angestell- 
ten Versuche  in  Gegenwart  des  Herrn  Poggendorff  bemerkte  derselbe, 
dass  wenn  die  Flamme  gross  war,  sie  durch  Singen  zwar  nicht  ausging,  aber 
ihre  rundliche  Gestalt  plötzlich  in  eine  längliche  verwandelte;  ferner  dass 
die  Röhre  bei  einer  gewissen  Grösse  und  Stellung  der  Flamme  ohne  wei- 
teres Zuthun  gleichzeitig  zwei  wenig  von  einander  verschiedene  Töne  gab, 
die ,  mit  einander  interferirend ,  Schläge  hervorbrachten ,  welche  nicht  blos 
hörbar  waren ,  sondern  auch  durch  Zucken  der  Flamme  sichtbar  wurden. 
(Poggend.  Annal.  Bd.  100.  S.  252.) 


XLIV.  ITeber  das  elektrische  Licht  mach^  Herr  Prof.  Dr.  Dove  (Mo- 
natsberichte der  K.  Pr.  Akademie,  März  1857)  nachstehende  Ergebnisse 
seiner  Untersuchungen  bekannt,  die  mit  den  schon  früher  ausgesprochenen 
Ansichten  anderer  Physiker  (Angström,Massonu.  A.)  im  Ganzen  über- 
einstimmen ,  dass  nämlich  das  Licht  des  elektrischen  Funkens  ein  aus  di- 
recter  Lichterregung  in  dem  Medium ,  in  welchem  der  Funke  hervorgerufen 
wird ,  und  aus  glühend  fortgeschleuderten  Theilchen  der  Kugeln ,  zwischen 
denen  der  Funke  überschlägt,  zusammengesetztes  sei.  Herr  Dove  hat  sich 
de/  seinen  Untersuchungen  insbesondere  verschieden  gefärbter  Ueberfang- 
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gläser  bedient,  und  somit  die  Componenten  der  zusammeDgesetzten  Licht- 
erscheinnng  theilweise  verändert  und  isolirt  dargestellt.  Diese  Untersuchun- 
gen in  Verbindung  mit  den  Ergebnissen  der  prismatischen  Zerlegung  des 
elektrischen  Lichtes  führen  zu  folgenden  Besultaten :  Ein  durch  Erwärmung 
glühend  werdender  Draht  ist  zuerst  roth ,  dann  orange ,  endlich  weiss ,  ver- 
hält sich  also  wie  die  Vereinigung  des  Lichts,  welches  man  erhält,  wenn 
man  einen  Schirm  vor  dem  durch  denselben  verdeckten  Spectrum  wegzieht, 
so  dass  zuerst  das  rothe  Ende  sichtbar  wird ,  dem  zuletzt  sich  das  violette 
hinzufügt.  Oanz  anders  verhält  sich  die  Steigerung  der  Helligkeit  von  dem 
schwach  leuchtenden  elektrischen  Büschel  (dem  schwachen  elektrischen 
Glimmen ,  oder  dem  Lichte  bei  der  Unterbrechung  des  Funkens)  bis  zum 
hellen  Funken.  Hier  ist  es ,  als  wenn  der  weggezogene  Schirm  zuerst  das 
violette  Ende  frei  machte ,  dann  die  andern  Farben.  Schon  dieser  Unter- 
schied macht  es  unwahrscheinlich,  dass  die  elektrischen'  Lichterscheinungen 
im  Stadium  geringer  Helligkeit  einem  allmälig  zunehmenden  Glühen  fester 
Theile  zugeschrieben  werden  können.  Sie  verhalten  sich  vielmehr  wie  eine 
schwach  leuchtende  Flamme  des  Wasserstoffgases ,  welche  durch  feste  glü- 
hende Kohle  in  den  sogenannten  Gasflammen,  oder  durch  andere  Körper, 
wie  bei  dem  Drummond'schen  Licht,  weiss  wird.  Das  eigentliche  elek- 
trische Licht  entsteht  in  dem  umgebenden  isolirenden  luftförmigen  Medium, 
auf  grosse  Entfernungen  hin ,  wenn  dasselbe  verdünnt  wird.  Mit  diesem 
farbigen ,  dem  stark  brechbaren  Theile  des  Spectrums  angehörigen  Lichte 
können  sich  nun  Glühphänomene  verbinden  durch  fortgerissene  Theile  des 
positiven  oder  negativen  Körpers.  Sind  diese  Theilchen  nur  rothglühend, 
so  entsteht  aus  der  Mischung  derselben  mit  dem  elektrischen  Licht  der  Ein- 
druck eines  violetten  Licht^.  Hierher  gehört  die  Lichtsäule  im.  elektrischen 
Ei  und  der  Fusspunkt  des  Büschels ,  endlich  die  zackigen  röthlichen  Fun- 
ken einer  Elektrisirmaschine  auf  Entfernungen  hin ,  wo  ein  weisser  Funke 
nicht  überschlägt.  Erreichen  weissglühende  Theilchen  einander,  so  ist, 
wie  bei  Flaschenfunken,  das  Ganze  weiss,  da  gegen  das  helle  Glühlicbt 
das  schwächer  leuchtende  elektrische  so  verschwindet,  wie  bei  einer  Gas- 
flamme der  schwach  bläuliche  untere  Theil  im  Gegensatz  zur  hellen  Licht- 
masse schwarz  erscheint,  während  dieser  bei  der  geringen  Helligkeit  eines 
Wachslichtes  auch  ohne  optische  Hilfsmittel  der  Absorption  seine  Farbe 
verräth.  Nur  die  prismatische  Analyse  und  die  Wirkung  auf  ein  Uranglas 
deuten  auf  die  Mitanwesenheit  des  elektrischen  Lichts.  Erreichen  die  weiss- 
gltthenden  Theilchen  einander  nicht,  so  erhält  der  Funke  eine  Unterbre- 
cbungsstelle ,  die  aber  noch  rothes  Licht ,  ausser  dem  eigentlichen  elektri- 
schen zeigt,  wenn  die  vorher  weissglühenden  Theilchen  sich  bis  zum  Roth- 
gltthen  abgekühlt  haben.  Der  Fusspunkt  des  elektrischen  Büschels,  welcher 
zurücktritt  gegen  das  grössere  Feld ,  in  welchem  das  elektrische  Licht 
sichtbar  wird ,  ist  der  Unterbrechungsstelle  des  Funkens  zu  vergleichen  ^ 
die  hier  noch  rothglüheüden   Theilchen  des  {e&len  YJöi^^xä  \ö&^^\\.^  "vö^ 
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grössere  Entfernung  gelangend ,  vollkommen  erlöschen ,  so  dass  dann  allein 
das  elektrische  Licht  sich  geltend  macht.  Durch  eine  nnter  dem  Büschel 
gehaltene,  durch  Köchsalz  gelb  geflärbte  Weingeistflamme  den  Büschel  zn 
färben ,  gelang  nicht ,  da  er  sich  dann  in  einen  Funken  verwandelt.  Die 
Erscheinungen  an  einer  leeren  Röhre  mit  etwas  Quecksilber  (grünes  Licht 
von  der  Farbe  des  Schwcinfnrter  Grün ,  das  im  Dunkeln  lebhaft  weiss ,  am 
Tageslicht  bläulich  grün  erscheint)  deuten  die  Modification  an ,  welche  das 
elektrische  Licht  in  anderen  Medien  als  die  atmosphärische  Luft  or- 
fährt. 


XVL 
Petrus  Bamus,  Michael  Stifel,  Hieronymus  CardanuB, 

drei  mathematische  Charakterbilder  aus  dem  16.  Jahrhundert. 

Vortrag,  gehalten  zu  Bonn  in  der  mathem.-astronom.  Section  der  33.  Naturforscher- 
Versammlung. 

Von  Dr.  M.  Cantor, 

Docent  an  der  UniversitÄt  Heidelberg. 


Xn  der  Geschichte  jedes  Volkes  glebt  es  Zeiten ,  in  welchen  die  Entwicke- 
lung  desselben  stille  steht,  ja  einen  scheinbaren  oder  wirklichen  Kückgang 
macht.  Dann  aber,  wenn  nicht  die  ganze  Kraft  desselben  erschöpft  und 
sein  Untergang  nothwendig  geworden,  bringt  ein  einziger  Schritt  es  wieder 
weiter,  als  die  allmälige  regelmässige  Entwickolnng  es  hätte  fördern  kön- 
nen. Solch  mächtiges  Aufraffen  knüpft  sich  in  der  Hegel  an  das  Erscheinen 
einzelner  heryorragender  Männer,  welche  die  gesammte  geistige  Macht  der 
Zeiten  des  Stillstandes  in  sich  vereinigt  zu  tragen  scheinen ,  und  dieselbe 
in  eine  Kraftentwickelung  übertragen,  welche  allerdings  nur  dadurch  mög- 
lich ist,  dass  jene  Helden  auf  den  Schultern  ihrer  Vorgänger  stehen,  wenn 
anch  deren  geringere  Verdienste  nicht  mehr  namentlich  aufgezählt  werden 
können ,  sondern  nur  in  ihren  Folgen  sich  erhalten  habeh. 

So  verhält  es  sich  im  politischen  Leben  der  Völker,  so  auch  in  den 
einzelnen  Wissenschaften.  Auch  hier  finden  sich  einzelne  besonders  Bevor- 
zugte, welchen  die  Mit-  und  Nachwelt  Entdeckungen  zu  verdanken  hat 
von  bedeutungsvollster  Tragweite.  Aber  solche  Männer  treten  dann  nie  am 
Anfange  einer  neuen  geistigen  Entwickelungsphase  auf.  Sie  bilden  deren 
Mittelpunkt  oder  gar  deren  Culminationspunkt.  Es  findet  deshalb  die  wei- 
tere Uebereinstimmung  statt,  dass  es  auch  in  der  Geschichte  der  Wissen- 
schaften meistens  genügen  wird,  die  Bilder  jener  verhältnissmässig  wenigen 
von  selbst  hervortretenden  Heroen  schärfer  in's  Auge 'zu  fassen,  um  an 
ihnen  die  ganze  damalige  Zeit  zu  stndiren.  So  überliefert  uns  Archimed 
die  Kenntnisse,  bis  zu  denen  die  Griechen  in  der  Mathematik  gedrungen; 
so  giebt  uns  Leonardo  von  Pisa  einen  tiefen  Blick  in  das  12.  und  13. 
Jahrhundert;  so  zeigen  uns  Leibnitz  und  Newton  das  bestimmte  Her- 
vortreten der  vorher  nur  in  Spuren  erscheinenden  höheren  Mathematik. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  hat  auch  die  Mathematik  det  ^UVV^  \^^\^. 
Jahrhunderts  sich  im  Wesentlichen  m  drei  WdiiW^xTv  e.oxvQ.^TvVxvt\. ,  \^^  ^^^^ 
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Nationen  angehörig,  welche  damals  die  mathematischen  Studien  pflegten. 
Und  so  werden  wir  über  den  Zustand  unserer  Wissenschaft  tiherhaupt  und 
namentlich  über  das  Yerhältniss  dieses  Zustandes  bei  den  Franzosen,  den 
Deutschen ,  den  Italienern  ziemlich  ins  Klare  kommen ,  wenn  wir  uns  nur 
die  drei  Charakterbilder  vDrbalten  :  Petrus  Ramus  ,  Michael  Stipel, 
HiERONYMüS  Caudanus.  Lasscn  wir  deren  Leben  in  raschen  Zügen  unserer 
Erinnerung  sich  darstellen. 

Piesre  de  la  Ramc^e  oder  mit  seinem  wissenschaftlichen  Namen 
Petrus  Ramus  Vermanduus  wurde  1515  in  dem  Dörfchen  Cuth  bei 
Soissons  in  der  Grafschaft  Vermandois  geboren.  Seine  Familie  war  arm, 
wenn  auch  adeligen  Ursprunges.  Sein  Grossvater  hatte  bei  der  Eroberung 
von  Lüttich,  seiner  Heimath,  durch  Karl  den  Kühnen  1468  sein  ganzes 
Vermögen  eingebüsst  und  musste  als  Kohlenbrenner  sein  späteres  Leben 
fristen.  Auch  dessen  Sohn  Jacques  erhob  sich  nicht  weiter  über  den  Stand 
eines  Ackermannes  und  verband  sich  mit  einer  Frau  gleichen  Standes 
Jeanne  Charpentier.  Dieses  waren  die  Eltern  des  Mannes,  welcher  be- 
rufen war,  den  ersten  Feilstrich  an  die  Ketten  aristotelischer  Philosophie 
zu  legen,  welche  Frankreich  fesselten.  Seines  Vaters  früh  beraubt,  eines 
selbst  armen  mütterlichen  Oheims  Hülfe  kaum  empfindend,  war  der  junge* 
Ramus  mit  12  Jahren  auf  seine  eigene  Kraft  gewiesen.  Nur  seine  phy- 
sische Entwickelung,  welche  bei  ihm  der  geistigen  noch  vorauseilte,  machte 
es  ihm,  dem  Kinde,  möglich  als  Diener  eines  reichen  Schülers  des  CoUige 
de  Navarrc  einen  Lebensunterhalt  zu  finden,  der  es  ihm  erlaubte,  in  nHcht- 
lieber  Arbeit  sich  den  Inhalt  der  Vorlesungen  anzueignen,  welche  er  bei 
Tage  im  Gefolge  seines  jungen  Gebieters  anhören  durfte.  So  erlernte  er 
die  lateinisclie,  später  die  griechische  Sprache  in  seltener  Vollkommenheit, 
so  vertiefte  er  sich  weit  genug  in  das  Studium  der  Philosophie,  d.  h.  nach 
dem  damaligen  Gebrauclie  in  das  Studium  des  Aristoteles,  um  1536  die 
merkwürdige  These  anschlagen  zu  können :  Quaecunque  ab  Aristotele  dicla 
rssetil  commenlitin  esse.  Mit  dieser  These  warf  er  der  gnnzen  herrschenden 
Schule  den  Fehdehandschuh  hin,  und  die  ruhmvoll  durchgeführte  Dispu- 
tation war  nur  der  erste  von  den  Kämpfen,  deren  wechselnder  Ausgang 
ihn  bald  zu  den  höchsten  Ehrenstellen  erhob,  bald  in  die  Verbannung  in 
die  Fremde  trieb,  endlich  seinen  Tod  zur  Folge  hatte. 

In  den  letzten  Jahren  hat  ein  gelehrter  Franzose  dieses  Ringen  des 
Geistes  und  des  eigenen  Urtheils  gegen  den  Unverstand  und  den  Autoritäts- 
glauben mit  zu  scharfer  Feder  beschrieben,  als  dass  wir  mehr  thun  könn- 
ten, als  auf  sein  Werk  verweisen.  Charles  Waddington  (Ramus,  sa 
vie,  ses  ecrils  et  ses  opinions.  Paris ^  1855)  zeigt  uns,  wie  Ramus  sehr  bald 
nach  Erwerbung  deh  Doctorwürde  einen -Lehrstuhl  erhielt,  den  er  zur  münd- 
lichen wie  zur  schriftlichen  Verbreitung  seiner  Ansichten  benutzte.  In  einem 
Processe,  dessen  wahrhaft  scandalöbc  Füliruug  uns  mit  Verachtung  gegen 
d/e  Jiichterj   mit  Unwillen  gegen  (Uo  Sieget  Autoiue  von  Govda  und 
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Pierre  Galland  erfüllt,  wird  Ramus  als  Verführer  der  «Jugend  verur- 
theilt,  seine  Schriften  werden  verbrannt,  er  selbst  zum  Stillschweigen  ge- 
nöthigt,  während  er  den  Galeren  nur  durch  die  Gnade  Franz  I.  entgebt. 
Aber  schon  in  demselben  Jahre,  1545  wird  Kamus  wieder  zu  einem  Lehr- 
stuhle am  College  de  Presles  berufen,  dem  er  von  nun  an  mit  dem  grössten 
Beifalle  vorsteht  In  dieser  Stellung  erwirbt  er  sich  den  gefährlichsten  Feind 
an  Charpeiitier,  nur  dem  Namen  nach  mit  seiner  mütterlichen  Familie 
verwandt,  dem  Rektor  der  Pariser  Universität,  dem  Schüler  von  Pierre 
6  all  and,  von  dem  früheren  Gegner  des  jungen  Kämpfers.  Aber  noch 
fruchteten  diese  Anfeindungen  Nichts  gegenüber  der  Gunst,  in  welcher  Ra- 
mus bei  dem  mächtigen  Cardinale  von  Lothringen  stand,  und  so  waren  die 
Jahre  von  1551  — 1561  nur  Zeugon  von  immer  neuen  Triumphen  des  glän- 
zenden Redners,  des  tiefen  Philosophen,  des  scharfsinnigen  Mathematikers. 
Denn  in  dieser  Zeit  neigte  er  sich  zuerst  dem  Studium  der  mathematischen 
Disciplinen  hin,  und  begann  jene  Erklärungen  des  Euclid,  welche  ebenso 
zu  einer  scharfen  Kritik  wurden,  wie  seine  Erklärung  des  Aristoteles 
fast  in  einer  Widerlegung  desselben  bestand.  Da  zum  Unglücke  für  seine 
übrigen  Forschungen  begann  er  seit  der  bekannten  Disputation  von  Poissy 
(September  1561),  in  welcher  Theodor  von  B^ze  gegen  den  Cardinal 
von  Lothringen  die  Lehren  der  Reformation  verthcidigto,  sich  auch  in  theo- 
logische Streitigkeiten  zu  mischen.  Die  Hausandacht  im  College  de  Presles 
wurde  immer  weniger  nach  dem  alten  Ritus  abgehalten;  endlich  bekannte 
sich  Ramus  öffentlich  zu.  der  neuen  Lehre  und  verlor  dadurch  seinen  frü- 
heren Gönner,  der  es  von  der  Zeit  an  zuliess,  dass  ein  Charpentier  und 
Consorten  ihn  ihren  Mäcen  nennen  durften.  Beim  Ausbruch  der  Bürger- 
kriege, welche  Frankreich  nicht  weniger  als  Deutschland  zerrissen,  musste 
Ramus  bald  von  Paris  sich  entfernen,  wohin  er  nur  auf  kurze  Zeit  zurück- 
kehrte, um  1568  es  aufs  Nene  zu  verTassen  und  unter  dem  Verwände  einer 
mit  königlicher  Erlaubniss  im  Interesse  der  Wissenschaften  unternommenen 
Reise*)  nach  Deutschland  zu  flüchten.  Vorher  schrieb  er  noch  sein  Testa- 
ment, welches  namentlich  einen  Lehrstuhl  der  Mathematik  mit  dem  für  da- 
mals bedeutenden  Jahresgehalte  von  500  Livres  stiftete,  auf  den  wir  gleich 
noch  zurückzukommen  haben. 

Während  seines  Aufenthaltes  in  Deutschland  verfasste  er  Scholarum 
maihemalicarum  Ubri  unus  ei  triginla,  Basileae  1569,  die  bedeutenste  seiner 
mathematischen  Schriften,  welche  aber  leider  der  Verfasser  dieser  Abhand- 
lung sich  nicht  in  der  Originalausgabe  verschaffen  konnte ,  sondern  nur  in 
der  vpn  Lazarus  Schoner  besorgten  Ausgabe,  Francofurti  ad  Moemim 
16t7.  Ausserdem  wurden  noch  die  gleichfalls  in  Basel  geschriebenen  und 
veröffentlichten  Arithmciicae  lihri  duo ,  geometriae  Septem  et  viginti.  Basileae^ 
1569  benutzt.  Es  soll  weiter  unten  auf  Einzelheiten  noch  eingegangen  wer- 

•)  Impeiravi  ab  hw/umissimo  rege  ammtie  ad  Ettropae  nobUes  acadvaxwA  -^jw^^wv- 
tUmU  tanquain  legationem  Uberion.   {Humus  y  i4nthjiielico.  \ott^Öl^  ^Ä,^,*i^) 
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den;  hier  mag  nur  eine  Charakteristik  des  ersteren  Werkes  im  Ganzen  vor- 
anssrehen.  Die  schoL  malh.  bestehen  im  Wesentlichen  aus  drei  Tbeilen :  aus 
einer  kurzen  Geschichte  der  Mathematik,  welche  als  Einleitung  an  die  Kö- 
nigin Katharina  von  Modicis  gerichtet  ist  und  sie  anregen  soll,  das  Studium 
der  Mathematik  unter  ihren  besonderen  Schutz  zu  nehmen;  ans  Anmerkun- 
gen zu  seiner  eigenen  Arithmetik;  und  aus  Anmerkungen  zu  den  Elementen 
des  Euclid.  Letztere  sind  grösstentheils  kritischer  und  enthalten  manchen 
scharfen  Tadel,  der  in  der  allzupraktischen  Geistesrichtung  des  Verfassers 
seine  einzige  Begründung  findet.  Manches  hingegen  ist  so  wahr  und  tref- 
fend, dass  man  die  Verehrung  sowohl  begreift,  welche  ihm  seine  Freunde 
zollten,  als  auch  den  bittern  Hass,  den  seine  Gegner  ihm  geschworen  hatten. 

So  scheint  Ramus  zuerst  auf  das  Unmethodische  aufmerki»am  gemacht 
zu  haben,  wenn  die  Geometrie  der  Arithmetik  vorausgehe*).  So  klagt  er 
über  den  Fehler,  Definitionen  zusammenzustellen,  bevor  man  sie  braucht**). 
So  spricht  er  sich  über  das  Ungenügende  des  damaligen  philosophischen 
Unterrichtes  überhaupt  aus,  wo  die  jungen  Leute  nur  nugas  quasdam  sophi- 
slicas  treiben  und  dann  als  Magistri  liberalitim  artium  sich  brüsten.  Um  auch 
seine  weniger  begründeten  Einwendungen  gegen  Euclid  anzuführen,  sei 
bemerkt,  dass  Ramus  die  arithmetischen  Bücher  desselben  als  unpraktisch 
und  unnöthig  bezeichnet.  Von  dem  schönen  Satze  der  Unendlichkeit  der 
Primzahlen  heisst  es,  man  könne  nicht  begreifen,  warum  er  überhaupt  be- 
wiesen werde^  da  er  vielmehr  als  Grundsatz  und  zwar  als  ein  specieller 
Fall  anzunehmen  sei***).  Das  iO.  Buch  wird  als  confus,  unklar,  unbrauch- 
bar bezeichnet  t). 

Am  interessantesten  für  den  Historiker  sind  aber  jedenfalls  die  drei 
Bücher  der  Einleitung,  welche  viel  vortreffliches  Material  enthalten,  und 
namentlich  das  Verhältniss  zu  den  deutschen  und  italienischen  iMathemati- 
kern  derselben  Zeit  etwas  aufklärt.  Eine  Stelle,  welche  nur  auf  die  per- 
sönlichen Verhältnisse  von  Ramus  Bezug  hat,  dürfte  noch  besonders  zu  er- 
wähnen sein.    Unter  den  Betrachtungen  (SchoL  math.  p.  47),  welche  ihm  der 


*)  EucUdes  gcometrinm  natura  posteriorem  pßrtc  quadarn  proponit,  arithmctiam  na- 
tura priorem  pos/ponit.    {Schal,  nuiih.  p.  97.) 

**)  Ncque  enim  natura  initio  syivae  omrnum  arhorum  radices  praeposuit,  nee  arehitectus 
initiü  civitatis  omtiiiun  aedi/icionan  fuudamenta  coUacaoity  sed  suis  arborihus  suas  radices  na- 
tura y  suis  aedificiis  sua  fuudamenta  architcctia-a  subjecit.  Itaque  dchuerat  Euctides  defini- 
tioneni  trianguli  trianfßulonan ,  multanguli  multangulorum  doctrinae  praeponei-e;  eamqne  viam 
in  cocteris  principiis  servare.  {Schot,  nuith.  p.  98.) 

***)  Specialis  est,  quum  de  omni  spccie  moneri  imo  numerathnis  sit  id  vawn.  Addi- 
tionis  per  1,  2,  3  species  in/iuitae  sunt,  sie  subductionis ,  vwltiplicationis ,  divisionis.  Sic  nu- 
metn  compositi ,  vnpares ,  pares ,  imperfecti,  perfecti  ptures  sunt  omni  jtroposita  miätitudine. 
fjum-e  postulandnm  id  fuit  generaliter  nwncnnn  infinite  crescercj  non  autem  specialiter  danon- 
sh'ondum  (Schal,  math.  p.  2'')0). 

t)  ^ulla  pars  geometriae  (si  tarnen  in  vcro  geomefriae  usu  locwn  ullum  acnmina  ista  ha- 

/ßitura  sunt)  inutilior ,  nulla  tarnen  praeceptis  et  thcarcmatis  cumulatior Equidem  toto 

decimo  libro  studiose  et  accurate  considerato  nihil  aliud  judicare  po/ui,  quam  crucem  in  eo 
/?,Tf/jn  t'sse.  (/luie  generosae  mentes  cruciarcntur  {SchoL  math.  p.  252). 
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Zustand  der  Astronomie  einflösst,  und  in  welchen  namentlich  Copernicus 
als  asirologus  non  anliquis  solum  comparandus ,  sed  in  astrologia  prorsus  admi- 
randus  aufgeführt  ist,  spricht  Kamus  den  Wunsch  aus,  es  möchte  doch  ir- 
gend ein  Gelehrter,  vor  Allem  ein  Gelehrter  Deutschlands  {e  toi  nobilius  Ger- 
maniae  scholis)  auftreten ,  der  fern  von  Hypothesen  die  Astronomie  rein  auf 
Thatsachen  and  Berechnungen  zu  gründen  den  Versuch  machte.  Wer 
Solches  leiste,  dem  könne  er,  falls  der  unsterbliche  Buhm  ihn  nicht  allein 
reitsse,  eine  königliche  Professur  zu  Paris  als  Lohn  versprechen  und,  setzt 
er  hinzu ,  sponsiofiem  hatte  equidem  libentissime  vei  nosirae  professionis  eessione 
praestabo.  Es  klingt  fast  komisch,  wenn  in  dieser  Weise  der  Flüchtling 
über  seine  eigene  Professur  zu  verfügen  scheint,  und  so  dürfte  vielleicht  die 
Vermuthung  Raum  greifen,  Kamus  verstehe  darunter  die  in  seinem  früher 
erwähnten  Testamente  errichtete  Professur.  Möglich  ist  allerdings  auch  die 
wörtliche  Auffassung,  da  diese  Einleitung  als  Prooemium  maihemaiieum  ad 
Caiharinam  Medicaeatn  reginam  schon  zwei  Jahre  früher  in  Paris  erschien, 
also  in  einer  Periode,  wo  die  Bürgerkriege  und  mit  ihnen  die  Zeit  persön- 
licher Gefahr  für  Ramus  erst  anbrachen. 

Die  gleichfalls  obengenannte  Arithmetik  enthält  nur  die  einfachste  An- 
leitung zur  Ausführung  von  Rechnuugsoperationen  ohne  weiteres  Verdienst, 
als  dafls  sie  zum  Anknüpfungspunkt  für  die  in  den  Scholis  enthaltenen  Be- 
merkungen dient.  • 

Was  die  Ergebnisse  des  Ramus  in  Deutschland  betrifft,  so  verfolgte 
ihn  auch  hier  der  Hass  der  aristotelischen  Schule  und  verkümmerte  ihm 
manchen  schönen  Erfolg,  den  er  bei  Unparteiischen  sich  erwarb.  So  wurde 
er  in  Strassburg  zurückgewiesen ,  wo  er  um  eine  Lehrstelle  am  Gymnasium 
sich  bemühte,  80  konnte  er  trotz  seiner  Anstellung  von  Seiten  FriedrichllL 
von  der  Pfalz  der  widerstrebenden  Facultät  gegenüber  sich  auch  in  Heidel- 
berg nicht  halten.  Die  nähere  Geschichte  der  Kämpfe ,  die  er  an  diesem 
Orte  zu  bestehen  hatte ,  würde  für  den  Zweck  der  gegenwärtigen  Abhand- 
lung zu  weit  abführen,  dürfte  indessen  selbst  Stoff  genug  zu  einem  späteren 
besonderen  Aufsätze  liefern.  Im  März  1670  verliess  Ramus  das  ihm  verlei- 
dete Heidelberg  und  begann  eine  weitere  Rundreise  durch  die  Kulturstädte 
von  Süddeutschland.  Frankfurt  am  Main,  Nürnberg,  Augsburg  saben  ihn 
SU  kürzerem  oder  längerem  Aufenthalte.  Dann  durchreiste  er  Tyrol  und 
die  Schweiz  und  wartete  in  Genf,  später  durch  eine  Seuche  vertrieben  in 
Lausanne  auf  den  Frieden,  der  ihm  die  Heimkehr  gestatten  würde.  Umsonst 
batten  ihm  die  Akademien  von  Bologna,  von  Krakau,  von  Weissenburg  in 
Siebenbürgen  die  glänzendsten  Anerbietungen  gemacht.  Er  trat  am  I.  Sep- 
tember 1570  die  Heimreise  an,  oder  wie  der  Geschichtsschreiber  Franz  L, 
wie  Gaillard  sich  ausdrückt:  //  revini  sc  faire  encore  perseculer. 

In  der  That  warteten  sein  Enttäuschungen  der  bittersten  Art.     Seine 
Stelle  als  Principal  des  College  de  Presles,  sowie  sevcv^  ^xo^^^w^x  ^i^mC^WH^ 
de  France  fand  er  beide  an  so  unbekannte  M(ii\ac\ieii  N^t^^^i^^^  \^'e»'e,  wvs^vv 


XA  ln*i  iftn2Äi*«Ä6itw!tb*  •Jliarakt*rtii]U£«r. 


i^im^  4^^^^  Siua0t  fO^r  3(4«!iw<(^lt  Y<»rtv&n«m  uc   Mju  basr  «i^u  R«i«i|e«^  ss 

4it»  Umth^f^^^  ii»  tdlrvaeb«*  M ^«areiMm  stsaii  der  CsHiBal  ▼«»  I>KknB> 
f^tm^  4er  itiü^fx^  Cr^vMT  r*m  Ka»a*.  Ubi^m*:«  vs&ise  «ck  der  ms»  «mes 
htm/U0t  V<ritmb<»M:  zveiflftal  aa  d«»  Cardinal;  die  Aatwort  war  aar  ciae 
V«fi^liA»tlielf»kf  j«»ca  iMtetru^  r^m  IBk,  November,  ia  wefeker  ca  kiew: 
^^ia<t  (Ufem4St  t/mefä  fimtUB  m  U^mUs  pfntmm€%  4e  iaür  KsdUa,  frimnpmmits  ei 
o^iU^$f  n§  Ure  em  fm^lqme  mrt  a  teiemef  f«  ee  i^  em  ptMic,  m§  tm  ftrw€  em 
rJmmffre  t^ü$  ne  »umi  CMmm*  H  mfffirmatz  CMOk^Uqua,  Ummms  tm  rtiigmm  caüefiifar 
H  rtmutifi€/*  Da  wandte  »iah  Raaa»  brieflich  aaek  Geml^  wo  maa  ika  aoeh 
^m  Kun/nm  zm  bekahen  wfta^ekte.  Aack  tob  kier  aas  erkieh  er  roaTkeo- 
dor  TOB  hhzef  Eimern  GtaabeasgeBOOftea,  welcher  aber  dock  ia  eiasetaea 
ike<^logi*ebeB  Pnaktea,  »owie  ia  dea  gesaauBtea  pkihMopkisckea  Aaaick- 
Usn  TOB  ihm  abwich^  eiacr»  jeaer  fiberbOflickea  Sckreibea,  derea  Sekla»- 
pbjra»e  ^^  Uebrigeaa  habe  iek  die  Ebre ,  mit  Torzä^licher  Hockacktaa^  a.  s. 
w/'  g€rfmg*ain  beweist,  das»  man  nicht  blos  ablehnt,  sondern  aack  aickt  wei- 
ter gebeten  oder  widerl^  sein  wilL    Endlick  schien  wieder  eia  neaer  Tag 
für  Hamas  2n  beginnen,  noch  einmal  leuchtete  ihm  die  Sonne  des  Glackes. 
l>ef  Kanzler  der  UniirerMtftt  ron  Paris  starb,  und  an  seine  Stelle  trat  der 
politische  Cardinal  von  Boarbon.    Dieser  im  V'erein  mit  der  Königin  Ka- 
tharina vonMedicis,  welche  sich  endlich  ihres  ehemaligen  Schütalinges 
eriuiif;rte,  bewirkten  zu  Anian<^  1571  bei  dem  Könige,  dass  Ramns  nicht 
abg<;/»f*tzt,  Hondcrn  nur  aU  in  den  Ruhestand  versetzt  erklärt  wurde,  wobei 
ihm  nein  Oi^liult  blich,  ja  «ogar  erhöht  wurde,  und  er  das  Hecht  bewahrte, 
Hiiiuii  Lehren,  wenn  auch  nicht  mehr  mündlich,  doch  schriftlich  zu  verbrei- 
ten*).  In  dieser  geMchäftigen  Ruhe  lebte  nun  Ram  us  1^^  Jahre  bis  zu  jener 
Nacht,  welche  die  Geschichtsschreiber  Frankreichs  nur  zu  gern  aus  ihren 
HUittern  ausmerzen  möchten,  welche  aber  als  die  Nacht  des  St.  Barthole- 
niHuM  eine  blutige  BerUiiinthelt  gewonnen  bat.    In  dieser  oder  wahrschein- 
licher noch  in  der  darauf  folgenden  Nacht  fiel  Ramus,  ein  Opfer  des  von 
Meinen  Feinden  gegen  ihn  aufgestachelten  Pöbels,   und  mit  lauter  Stimme 
klagte  <lie  Mit-  und  Nachwelt  Charpentier  als  geistigen  Urheber  des 
Morden  iiii.    Uamus  starb  als  Märtyrer  der  Freiheit  des  Denkens  und  die 
ariMtoteÜHche  »Schule  hat  seine  Würger  gedungen.    Die  Beweise  davon  hat 
Wttd dington  (p.  2j8  —  2Ki;  in  überzeugendster  Weise  zusammengestellt. 
Nachdom  wir  so  versucht  haben,  die  Ilauptmomente  aus  dem  Lebeu 
düM  l'eti'UM  Ramus  hervorzuheben,  für  deren  nähere  Motiviruug  allerdings 
auf  die  Hchon  häufiger  citirto  ausführliche  Biographie   verwiesen    werden 
muHH,  wollen  wir  über  seine  Persönlichkeit  und  seinen  Charakter  nur  noch 

*)  /hU/utnjc  (i  /'iVne  r/r  fa  Uamcc ,  professeur  du  roi  en  clot/uv/ice,  de  sa  lectiae  or- 
dhiiiiit'  t/n'H  rsf  hnii  fuhr,  stms  pn'juduc  de  ses  yayes  et  droits  {yUmurint  de  Ia  chambre  des 
vomptro  ;    14' a  d  d  i  n  i/  ton,  p.  'ilV^). 
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Weniges  aus  derselben  <}uelle  mittheilen.  Ramus  soll  ein  stattlicher  Mann 
gewesen  sein,  mit  starkem  Kopfe,  schwarzem  Haare;  die  breite  Stirne  wölbte 
sich  hoch  auf,  und  ein  scharfer  Blick  sprühte  aus  den  dunkeln  Augen ;  die 
Nase  war  gebogen ,  der  Mund  fein  geschnitten ,  mit  einem  leisen  Zuge  von 
Ironie.  So  beschreibt  ihn  wenigstens  Waddington,  und  ebenso  stellt  ihn 
ein  Bild  dar,  welches  auf  der  Rückseite  des  Titelblattes  des  Heidelberger 
Exemplares  der  Arilhmelica  aufgeklebt  ist.  Ein  Bild,  welches  übrigens  mit 
dem  von  Theodor  de  Ery  verfertigten  (Waddington  p.  320)  bis  auf  die 
Unterschrift  völlig  tibereinstimmt.  Letztere  lautet  nämlich  bei  dem  uns 
vorliegenden  Holzschnitte : 

Labor  omnia  vincit.  Petrus  Ramus  anno  aela:  LV. 

MDLXX. 

Der  Grundzug  seines  Charakters  war  eine  ausnehmende  Strenge  gegen  sich 
wie  gegen  Andere ,  welche  einestheils  in  seinem  massigen  Lebenswandel 
und  seiner  unermüdlichen  Arbeitsthätigkeit  sich  aussprach,  von  der  schon 
sein  Wahlspruch  Zeugniss  ablegt,  andererseits  ihn  in  den  Rufeines  streit- 
süchtigen, eigensinnigen  Menschen  brachte,  und  bei  seinen  Schülern  ihm 
den  Namen  eines  magister  plagosus  verschaffte.  Trotzdem  konnte  er  von  hin- 
reissender  Liebenswürdigkeit  sein,  und  seine  Beredsamkeit  fesselte  selbst 
diejenigen ,  welche  vom  Anfange  ihm  abgeneigt  waren.  Den  meisten  Um- 
gang hatte  er,  wenigstens  in  Paris,  mit  einigen  öelehrten,  die  zum  Theile 
ältere  Schüler  von  ihm  waren,  dann  aber  liebte  er  es  auch,  bei  seinen  täg- 
lichen Spaziergängen  durch  die  rue  St,  Denis  bei  den  Kaufleuten  einzutre- 
ten und  mit  ihnen  über  Geschäftsführung  und  Rechenvortheile  sich  zu  be- 
sprechen. Waddington  (p.  311)  hat  einzelne  Stollen  angeführt,  die  dieses 
bezeugen.  Noch  deutlicher  spricht. dafür  des  Ramus  eigene  Beschreibung 
eines  solchen  Spazierganges  (Schal,  math,  p.  52)  und  den  bestimmtesten  Auf- 
schluss  geben  uns  darüber  die  Kenntnisse  aus  der  Arithmetik,  welche  er  in 
demselben  Werke  mittheilt,  und  die  Ansichten,  welche  er  über  andere  Ka- 
pitel dieser  Wissenschaft  ausspricht. 

Es  dürfte  hier  der  geeignete  Ort  sein ,  die  versprochenen  Einzelheiten 
einzuschieben,  und  so  bemerken  wir  vor  Allem  wiederholt,  dass  es  Ramus 
nur  um  die  Praxis  zu  thun  war;  Sätze,  welche  keine  unmittelbare  Anwen- 
dung auf  das  Leben  haben ,  schienen  ihm  eine  unnöthige  Geistesplage ; 
zahlentheoretische  Untersuchungen  in's  Besondere  hatten  für  ihn  gar  keinen 
Werth.  Hingegen  giebt  er  in  den  Scholis  verschiedene  Methoden  der  Mul- 
tiplication  an,  wovon  eine  mit  jener  netzförmigen  indischen  Me- 
thode übereinstimmt,  welche  Co  lehr  oocke,  Algebra  ofihe  Hindus^  p.7,  und 
nach  ihm  Bohlen,  das  alte  Indien ,  Bd.  II,  S.  232  citirt,  und  welche  die 
Araber  unter  dem  Namen  Shahacah  kennen.  Die  betreffende  Stelle  (Schal. 
math.  p.  119)  lautot:  Mcrcatorum  quidam  libri  spccicm  muliiplicationis praelerea 
continent^  abaco  tot  quadrangulis  in  Iriangula  sectis  langoy  quot  nolae  fuerint  mnl- 
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liplicandi,  lalo  aulem  quot  fiierini 
riiagonios,  ul  kic  viiies: 

MuUipUcanäus. 


lulüplieanlis,  uin  colligttntui 


Welche  k au fmSani sehen  Bücher  Übrigens  als  Quelle  gemeint  sind,  ist  schwer 
au  ergründen,  da  wohl  viele  Werke  der  Art  verloren  gegangen  sein  dürften. 
Von  denen,  die  uns  in  die  HKnde  kamen,  euthKit  kein  einziges  die  angege- 
bene Methode.  Anders  verhSlt  es  sich  mit  einer  zweiten  Moltiplicationsme- 
thode,  oder  vielmehr  einem  Kunstgriffe,  dessen  Wiede  rauf  treten  bei 
Autoren  der  verschiedensten  Zeiten  und  Nationen  zu  Folgerungen  berech- 
tigen dürfte.  Dieser  Kunstgriff  {Schal,  malh.  p.  1 18)  besteht  in  den  Zeichen 
der  neueren  Buchstabenrechnung  geschrieben*)  in  Folgendem.  Es  seien 
zwei  Zahlen  a,  b  miteinander  zu  mnltipliciren,  welche  beide  zwischen  ännd 
10  liegen.  Bildet  man  alsdann  das  Product  der  beiden  Differenzen  (10— a)  X 
(10 — b),  80  hat  man  die  Einer  des  wirklichen  Froductes,  dessen  Zehner 
man  dann  noch  erhält,  indem  man  10 — a  von  b  abzieht.  In  der  That  ist: 
«Xö  =  (lO  — ")X(H>-'')  +  ">-[6  — (lO-o)],  8.6=S.4  +  10.(6-2)=48. 
Sind  u  und  b  Zahlen  anderer 'Beschaffenheit,  als  in 'dem  eben  angegebenen 
Falle ,  so  lassen  sich  leicht  Modificationen  der  Regel  anbringen ,  welche 
immer  darauf  hinauslaufen,  dasstite  Slultiplication  nur  mit  Zahlen  zwischen 
1  und  5  auszufuhren  ist.  Uamus  hat  zu  viel  praktischen  Sinn,  um  nicht 
einzusehen,  dass  diese  Mittel  weit  entfernt  davon  sind,  wirkliche  Erleich- 
terung zu  gewähren,  dass  es  vielmehr  noch  weniger  Mühe  kostet,  daä  Ein- 
maleins in  seiner  Vollständigkeit  dem  Gedächtnisse  einzuprägen,  als  alle 
diese  einzelnen  Regeln.  Er  führt  sie  indessen  doch  an  mit  dem  Zusätze:  In 
lali  miilliplicalione  digitarum  aulhor  <dgoril/imi  demonslrali  Septem  Iheoremata 
prolixa  coHSUüipsil. 

So  wäre  die  nSchste  Frage  nach  diesem  aulhor,  weicher  überdies  noch 
an  anderen  Stellen  (z.  B.  Schul,  ntalh.  p.  112)  in  solcher  Art  citirt  wird,  dass 
man  sieht,  wie  Ramus  ihm  Vieles  onlleliut.  Wir  haben  uns  weder  das  Werk 
selbst,  noch  näheren  AurB(:blu>>s  darüber  verschaffen  künncn.  Dass  natür- 
licherweise das  erst  1599  erschienene  Werk  Schoner's  dieses  Titels  nicht 
gemeint  sein  kann,  braucht  kaum  orwühnt  zu  werden;  ebensowenig  scheint 
aber  die  Hypothese  des  Ranius   selbst  gerechtfertigt:  Algurithmiim  ipsum 


*)  Wir  wollün  eiu  (ür  .alle  Mal  bemerken,  dass  im  {,'iuizcn  Voi 
handlung  die  iieii.rcn  Sclireiliweiseu  nur  zur  boqucmoren  Verstilnciiii 
rfen;  nicht  als  ob  diu  betreffenden  Autoren  nie  schon  Kckumt  hu-lttn. 
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demonslraium  probandum,  eximitim,  exaralum  tnaximi  el  doctissimi  viri  Regio- 
moniani  divina  manu  confirmanl  mathemalici  doctissimi  (ßchoL  malh,  p.  117),  in- 
dem der  sonst  sehr  zuverlässige  Doppelmayr  (Nachricht  von  den  Nürn- 
bergischen Mathematicis  und  Künstlern.  Nürnberg,  1730)  dieses  Buch  weder 
unter  den  gedruckten  Werken  des  Hegiomontan,  noch  unterdessen  Ma- 
nnscripten erwähnt.  Da  indessen  ma/Äemö/ici  doctissimi  die  Behauptung  auf- 
gestellt haben,  so  ist  wenigstens  anzunehmen,  dass  diese  anonym  erschie- 
nene Schrift  aus  den  ersten  Zeiten  der  Buchdrnckerkunst  datirt,  indem  He- 
giomontan 1475  starb. 

Wir  haben  den  auseinandergesetzten  Kunstgriff  erst  etwas  später  ge- 
funden, nämlich  in  der  Margaritha  philosophica  von  1612,  einem  höchst  merk- 
würdigen Sammelwerke,  dessen  wir  schon  in  einem  früheren  Aufsatze  in 
dieser  Zeitschrift  (Bd.  I.  S.68)  Erwähnung  zu  thun  Gelegenheit  hatteu.  Von 
da  ab  scheint  der  Kunstgriff  in  Deutschland  bekannt  geblieben  zu  sein ;  we- 
nigstens findet  er  sich  noch  in  der  Arithmetica integra  von  Michael  Stifel, 
welche  noch  einer  genaueren  Besprechung  unterworfen  werden  wird  und  in 
der  von  Pelletarius  in  Paris  1550  herausgegebenen  Arithmeticae practicae 
methodus  facilis  per  Gemmam  Frisium  medicum  ac  mathematicum  in  quatuor  par- 
tes divisa.    So  unwichtig  der  Kunstgriff  an  sich  ist ,  so  suchen  wir  vielleicht 
mit  Recht  gerade  deshalb  in  seiner  Verbreitung  den  Beweis  eines  schul- 
mässigen  Zusammenhanges  zwischen  den  Schriftstellern,  bei  denen  er  sich 
findet,  indem  es  nicht  wahrscheinlich  ist,  dass  ein  so  unpraktischer  Gedanke 
in  vielen  Köpfen  gleichzeitig  entstanden  sein  sollte.  Bei  grossen  Entdeckun- 
gen pflegt  dieses  mitunter  der  Fall  zu  sein;  bei  Unbedeutendem  wird  wohl 
sicherer  eine  Uebertragung  anzunehmen  sein;  und  wie  die  neuere  Archäo- 
logie sich  mehr  und  mehr  an  einzelne  Ornamente  hält ,  welche  stylmässig 
geworden  die  Fortpflanzung  der  Kunst  und  deren  Entwickelung  von  Volk 
zu  Volk  nachweisen,  so  dürfte  es  in  der  Geschichte  der  Mathematik  gera- 
then  sein ,  das  Augenmerk  auf  einzelne  Rechenvortheile  zu  richten,  welche 
schnlmässig  auftretend ,  sich  von  Autor  zu  Autor  verfolgen  lassen  müssen. 
£9  scheint  uns  deshalb  ganz  besonders  bemerkenswerth ,  dass  dieselbe 
Maltiplicationsuiethode',  die  den  Gegenstand  der  bisherigen  Betrach- 
tungen bildete ,  sich  auch  in  einem  persischen  Sammelwerke  der  Arithme- 
tik wiederfindet,  welches  Strachey,  On  the early  history  of  algehra  {Asiatic 
wesearches  Vol.  12,  London  1818)  näher  beschrieben  hat.    Wir  meinen  den 
XhilÄsat-al-HisÄb  (Essenz  der  Rechenkunst)  des  Bahä-ul-Dfn  (1575 
\>is  1663),  bei  welchem  die  Uebereinstimmung  mit  dem  Algorithmus  demon- 
^Iraius  so  weit  geht,  dass  der  Kunstgriff  gleichfalls  in  sieben  Hegeln  ge- 
lehrt wird.    Eine  weitere  Uebereinstimmung  zwischen  beiden  besteht  noch 
darin,  dass  unter  den  Rechnungsarten  die  duplicatio  und  dimidiatio  beson- 
ders aufgezählt  werden,  welches  sonst  bei  europäischen  Werken  nicht  durch- 
gehends  der  Fall  ist.  Auch  die  Definition  des  Multiplicirens  ist  bei  Bahä- 
nl-Dln  wörtlich  dieselbe  wie  in  den  Scholis,  wo  sie  dem  Algorithmus  demon- 
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slratus  entnommen  sein  dürfte.  Jene  lautet  in  Stracltey^s  Uebersetzung: 
Mtiitiplicalion  is  findutg  a  number  stich ,  Ihat  ihe  ratio ,  rvhich  one  of  the  faclors 
hears  to  it,  shall  be  the  same  as  ihat,  tvhich  unily  bears  to  the  other  factor.  Bei 
Ilamas  beisst  es:  ut  unitas  ad  mtiltipHcantem,  sie  muUiplicandus  ad  factum 
(SchoL  maih.  p.  118),  während  bei  Stifel  der  Uebergang  zu  der  späteren, 
woniger  allgemeinen  Definition  sich  zeigt,  wonach  bei  der  Multiplication 
eine  Zahl  so  oft  genommen  werden  soll ,  als  eine  andere  angiebt :  MuUipli- 
calio  est  inventio  numeri  continentis  multiplicandum  quolies  multipliccms  continet 
*  unüalcm. 

Es  wird  durch  die  Vereinigung  dieser  Punkte  wahrscheinlich,  erstens 
dass  Kam  US  einen  Theil  seiner  arithmetischen  Kenntnisse  dem  Umgange 
mit  Kaufleuten  und  der  Leetüre  kaufmännischer  Bücher  verdankte;  zwei- 
tens, dass  er  sich  namentlich  an  deutschen  Mustern,  insbesondere  an  einem 
wenig  bekannten  Werke,  Algorithmus  demonstratuSy  bildete;  drittens,  dass 
letzteres  Werk  selbst  auf  arabische,  oder  allgemeiner  gesagt,  auf  orienta- 
lisohe  Quellen  zurückweist,  weichein  ihrer  Entwickelung  auf  vaterländi- 
schem Boden  eine  fast  wörtliche  Uebereinstimmung  mit  den  europäischen 
Uebertragungen  zeigen. 

Für  den  zweiten  Punkt  spricht  auch  noch  die  grosse  Verehrung,  welche 
Kamus  bei  jeder  Gelegenheit  gegen  die  deutschen  Mathematiker  aa  den 
Tag  legt,  wovon  wir  schon  oben  Gelegenheit  hatten,  eine  Probe  anzufüh- 
ren'^). Den  Ursprung  deutscher  Mathematik  aber  verlegt  Ramus  nach 
Wien,  wohin  sie  Henricus  Hassianus  um  1390  eingebürgert  habe.  Wenn 
nun  auch  Untersungen  über  diesen  Theologen  und  Mathematiker  von  grossem 
Interesse  wären ,  so  müssen  wir  doch  diese  Abschweifung  uns  für  jetzt  ver- 
sagen ,  und  fügen  nur  die  Bemerkung  hinzu ,  dass  gütige  Mittheilungen  des 
Herrn  Directors  der  Sternwarte  C.  von  Littrow  in  Wien  und  des  Herrn 
Professor  Schell  in  Marburg  uns  in  den  Stand  setzen,  diese  Forschungen 
mit  wahrscheinlichem  Erfolge  weiter  zu  führen.  Wenn  nun  Kamus  die 
deutschen  Mathematiker  so  hoch  stellt,  und  namentlich  das  Auftreten  ma- 
thematischer Schulen  als  einen  Gegensatz  gegen  andere  Völker  hervorhebt, 
bei  denen  diese  Beschäftigung  nur  Nebensache  sei**),  so  drängt  sich  mehr 
und  mehr  die  Frage  nach  dem  Zustande  der  deutschen  Wissenschaft  in  der 
Mitte  des  16.  Jahrhunderts  auf,  eine  Frage,  deren  Beantwortung  wir  erhal- 
ten werden,  wenn  wir  als  zweites  Bild  uns  Michael  Stifel  von  Esslin- 
gen vorführen. 

Ueber   dessen  Lebensumstände  sind  bei  Weitem  nicht  so  reichliche 


*)  Noch  lobender  klingt  der  Satz :  Quum  itaque  de  tnwidi  nohilibus  scholis  studiose 
mortales  orrmes,  gut  (Uicunde  peregre  ad  nos  rediissent,  percunctarer  nulla  in  gente  tarn  mul- 
tns  vuithematici  siudii  sdiolus  comperiebam  publicis  stipcndiis  ornalas  quam  in  Gennania 
{Schal,  maih.  p.  60). 

**)  Arithmetica  non  numerorwn  potius  quam  nwnmorum  non  in  Italia  modOy  sed  in  Galliii, 
//rütmma  et  reiiqua E\oropay  credo  etiam.inAsia  et  Africa  Italonon  trapezitantm  numibus  exer- 
rt'/UT    {Sr/iüL  maih.  p.  101). 
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Nachrichten  vorhanden,  wie  sie  uns  bei  der  Biographie  des  Ramus  zu  Ge- 
bote standen.  Das  Wenige,  was  wir  von  ihm  wissen,  ist  indessen  authen- 
tisch, da  es  grossentheils  auf  Auszügen  aus  seinen  eigenen  Werken  beruht; 
dann  auch  auf  Seckendorf,  Hisioria  Lutheranismi  und  auf  dem  Artikel 
„  SHefelius  "  in  6  o  1 1  s  c  h  e  d*s  Uebertragung  von  B  a  y  1  e's  historischem  Wör- 
terbuche. Stifel*)  scheint  1486  oder  1487  in  Esslingen  geboren  zu  sein 
und  sich  dem  geistlichen  Stande  als  Augustinermönch  gewidmet  zu  haben. 
Später  trat  er  zum  Protestantismus  Über  und  wurde  um  1526  Prediger  in 
seiner  Vaterstadt.  Von  dort  verjagt,  rettete  er  sich  nach  Oesterreich,  wo 
er  Luther  persönlich  kennen  lernte,  und  als  er  auch  hier  1527  seinen  Ab- 
schied erhielt,  scheint  er  Prediger  in  Holzdorf  bei  Wittenberg  geworden  zu 
sein.  Dort  kam  er  in  Berührung  mit  dem  gelehrten  Arzte  Milichius,  der 
auf  seine  mathematische  Richtung  den  wesentlichsten  Einfluss  ausübte,  wenn 
auch  die  erste  Bekanntschaft  in  anderer  Weise  entstand.  Milichius  hatte 
nämlich  StifeFs  Frau  während  einer  Krankheit  behandelt  und  seitdem 
kam  Stifel  mitunter  nach  Wittenberg,  um  ihn  in  Gesundheitsrücksichten 
oft  auch  wegen  theologischer  Streitfragen  zu  Rathe  zu  ziehen  '^).  Mili- 
chius eiferte  nun  Stifel  unaufhörlich  an,  ein  Werk  zu  verfassen,  in  wel- 
chem er  die  Entdeckungen  niederlegen  solle,  die  er  theils  selbst  in  der  Ma- 
thematik gemacht  hatte,  theils  den  früheren  und  gleichzeitigen  Arbeiten 
eines  Christoph  Rudolf,  eines  Adam  Riese,  eines  Franciscus 
Campanuä,  eines  Hieronymus  Cardanus  entlehnte.  Und  als  Stifel 
endlich  das  Werk  vollendet  hatte,  welches  auch  1544  in  Nürnberg  erschien, 
so  war  es  Milichius***)  wieder,  der  ihm  den  Titel:  Ariihmetica  integra 
angab.  Ungefähr  gleichzeitig  veröffentlichte  Stifel  einen  deutschen  Aus- 
zug aus  dem  grösseren  Werke,  der  weniger  bekannt  zu  sein  scheint,  aber 
auch  kaum  das  Durchlesen  lohnt.  Sxifel  sagt  übrigens  selbst  in  dieser 
,)deat8chen  Arithmetica.  inhaltend  die  Haussrechnung,  deutsche  Coss,  Kirch - 
recbnang.  Alles  durch  Herr  Michael  Stifel  auff  ein  besondere  newe  und 
leichte  weis  gestellet.  Zu  Nürnberg  truckts  Johan  Petreius  1545,*^  dass  sein 
'Büchlein  nur  für  Laien  verfasst  sei  („aber  sollichen  geübten  Leuthen  schreibe 
ich  hie  in  diesem  büchlin  gar  nichts  /wie  ich  mich  des  bedingt  hab  bey  dem 
anfang.  S.  5).  Bald  nach  Verfertigung  der  genannten  Schriften  scheint 
Stifel  auch  aus  Holzdorf  durch  Kriegsschicksale  vertrieben  worden  zu  sein. 
Denn  1560  finden  wir  ihn  zu  Habestrom  bei  Königsberg  in  Preussen ,  wo  er 


*)  Wir  ziehen  diese  Orthographie  vor;  man  findet  jedoch  auch  Stiefel  und 

Stieffei. 

**)  Interessant  sind  in  dieser  Beziehung  die  Worte  aus  der  Anth.  integ, :  Ne- 
C€t»e  esi  inlerdum  explorari  tüiarum  Ecclesim'tun  itaiurn  meae  ecclesiae  conaiionefaciendae 
eauta.   Nam  de  tyrannis  (?)  nihil  scisciim\ 

♦♦•)   Vergl.  Arith.  integ.fol.  102.    Milichius   theüte   auch  Stifel  die  abge- 
•cbmackte  Ableitung  des  Wortes  algebra  von  dem  Mathematiker  JAbcr  {ars  Gebri) 
mit,  wie  Stifel  selbst  erzählt  {Arith.  intcg.  fof,221).    Damit  dürften  die  Zweifel  Ncs- 
■  elmann*8  über  diesen  Punkt  (Gesch.  d.  Algebra  bei  d.  Vktv^oXi^Tv^ '^»^S^'^^Vä  NX^v 
beseitig  sein. 
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die  Ausgabe  von  Christoph  RudolTs  Coss  besorgt,  welche  Kaestner 
(Gesch.  d.  Mathem.  Bd.  I.  S.  16S)  ausführlich  beschrieben  hat,  und  in  deren 
Vorrede  es  heisst:  „Dieweil  nun  die  Hispanier  vor  6  Jahren  anno  Domini 
1547  mich  und  alle  meine  Pfarrleut  aus  unsem  Nestern  verscheuchten .... 
....  ward  ich  verursacht  hieher  in  Preussen  zu  ziehen**  und  weiter  unten: 
,,weil  meine  Pfarrkinder  herzlich  und  ernstlich  mein  wiederum  begehren 
zu  ihrem  Pfarrer,  so  weiss  ich  nicht,  wie  lang  ich  hie  in  Preussen  bleiben 
werde.**  Auch  wir  können  die  Zeit  seiner  Rückkehr  nach  Sachsen  nicht 
näher  angeben.  Sicher  ist  nur,  dass  er  1567  in  Jena  im  80.  Jahre  seines 
Lebens  starb.  Wir  müssen  dabei  erwähnen,  dass  Voss  ins  ihn  nur  58  Jahre 
alt  werden  lässt,  wonach  seine  Geburt  erst  1509  fallen  würde.  Wahrschein- 
licher ist  aber  jedenfalls  die  andere  Meinung,  indem  doch  nicht  anzuneh- 
men ist,  dass  er  1525  schon  in  seinem  16.  Lebensjahre  Prediger  gewesen 
sein  sollte. 

Was  StifeTs  Charakter  betrifiFt,  so  scheint  er,  nach  der  Anhänglich- 
keit seiner  Gemeinde  zu  urtheilen ,  ein  liebenswürdiger  gewesen  zu  sein. 
Namentlich  aber  lag  in  ihm  ein  Anflug  zur  Schwärmerei ,  wie  er  in  der  da- 
maligen Zeit  so  vielen  Predigern  der  reformirten  Lehre  in  Deutschland  inne 
wohnte,  und  diese  Ueberschwänglichkeit  des  Geistes,  verbunden  mit  dem 
blindesten  Glauben  an  die  Untrtiglichkeit  seiner  Wissenschaft  Hess  Stifel 
an  arithmetischen  Spielereien  Vergnügen  finden,  welche  ihn  mitunter  lächer- 
lich machten,  einmal  ihn  fast  das  Leben  gekostet  hätten. 

Aus  dem  Ausspruche  VIDebVnt  In  qVeM  trunsfIXerVnt  hatte  er  näm- 
lich den  Weltuntergang  auf  das  Jahr  1533  prophezeit,  und  die  Bauern, 
welche  darauf  hin  ihr  Vermögen  thöricht  verzecht  hatten ,  schleppten  ihn, 
als  die  Welt  leider  bestehen  blieb,  gebunden  und  unter  Schlägen  nach  Wit- 
tenberg, wo  ihn  nur  Luthers  persöulicho  Dazwischenkunft  rottete. 

Ein  anderes  Mal  sass  er  im  Bade  und  liess  von  einem  Knaben^  der  ihn 
bediente,  die  Summe  bilden,  welche  in  den  Worten  Vue  tibi,  Papa,  vaeiibi 
enthalten  ist,  wenn  man  den  23  Buchstaben  des  Alphabets,  aus  welchen 7, 
M,  TV  ausgelassen  wurden,  die  auf  einander  folgenden  Drcieckszahlen  als  * 
Werth  beilegt  (ö  =  1  ,  ft  =  3,  .  .  .  2  =  276).  So  ergab  sich  die  Zahl  1260, 
welche  zweimal  in  der  Apocalypse  vorkommt  (XI,  3  und  XII,  6).  Stifel 
Süll  darüber,  ein  neuer  Archimed,  mit  einem  Satze  das  Bad  verlassen 
haben ,  um  die  grosse  Entdeckung  hinauszurufen. 

Fragen  wir  nun,  wie  diese  eigenthümliche  Neigung,  das  Wissenschaft- 
liche mit  dem  Wunderbaren,  das  mathematisch  Sichere  mit  dem  abergläu- 
bisch als  eben  so  sicher  Gewähnten  zu  verbinden,  auf  StifeTs  Arbeiten 
eingewirkt,  so  finden  wir  bei  ihm,  im  schroffsten  Gegensatze  zu  Hamus, 
gerade  solche  Gegenstände  mit  besonderer  Vorliebe  behandelt,  welche  kei- 
nen praktischen  Zweck  haben,  wenigstens  damals  noch  nicht  haben  konn- 
ten. Namentlich  das  erste  Buch  der  Arithmetica  inlcgra,  welches  am  Selb- 
sfändlgsten  gehalten  ist,  ist  reich  an  so\c\i(in,  ^töas\.^\i\\i^\\%  ^^\^lv  ollen  Ün- 


Von  M.  Cantor.  3G5 

tersachungcn ,  wenn  auch  mitunter  voreilige  Schlüsse  vorkommen ,  welche 
falsche  Resultate  liefern.  Das  zweite  und  dritte  Buch  hingegen  sind  im 
Wesentlichen  auf  fremde  Verarbeiten  gestützt  (vergl.  Jrilh.  integ,  foL  227) 
und  zwar  das  zweite  auf  die  Schriften  des  Campanus,  das  dritte  auf  die 
des  Christoph  Rudolf  und  Adam  Riese. 

Zu  jenen  Sti fei  eigonthümlichen  Untersuchungen  sind  zunächst  solche 
ttber  die  sogenannten  vollständigen  Zahlen  zu  rechnen,  von  denen  noch  wei- 
ter die  Rede  sein  wird.  Ferner  Sätze  über  Diametralzahlen  (fol.  15), 
worunter  er  das  Product  a .  b  versteht  für  den  Fall,  dass  a'  +  U^  eine  Quadrat- 
zahl ist.  Sti  fei  behauptet  nämlich,  damit  eine  Diametralzahl  entstehe, 
müssten   die    Zahlen    a,  6    in    dem    Verhältnisse    stehen,    dass  entweder 

—  =  «  +  - — 7—r  oder  aber  —  =  w  -}-  ^-— ; -{--.    Hierin  liegt  freilich 

b  Üw+l  6  8  +  («  — 1)4  ° 

eine  Ungenauigkeit.    Denn  wenn  auch  einestheils  aus  den  angegebenen 

Verhältnissen  die  Eigenschaft  von  a  .b  als  Diametralzahl  folgt ,  so  lassen 

sich  doch  leicht  Diametralzahlen  angeben,  welche  nicht  in  den  von  Stifcl 

angezeigten  Formen  enthalten  sind.    So  entsteht  eine  Diametralzahl  a  .  />, 

wenn  a=sm*  — it*,  6  =  2mfi  wo  m  >  n  angenommen  ist,  sonst  aber  diese 

Zahlen  von  einander  unabhängig  sind.  Dann  ist  -.-  = und  wenn  noch 

Höchst  sinnreich  sind  die  Methoden  zur  Verfertigung  magischer 
(Quadrate,  welche  im  dritten  Capitel  des  ersten  Buches  auseinanderge- 
setzt sind,  und  deren  Beweis  manche  Schwierigkeiten  darbieten  dürfte; 
Biresbalb  sie  auch  wohl  geeignet  scheinen ,  den  Zahlentheoretikern  der  jetzi-; 
;en  Zeit  Stoff  zum  Nachdenken  zu  geben. 

Um  endlich  noch  eine  geistreiche  Spielerei  anzuführen,  welche  bei  S  t  i- 
fel  sieh  findet,  so  wird  das  Errathen  einer  geheimen  Zahl  or,  welche 
ins  n  Ziffern  besjtehen  mag ,  in  folgender  Weise  gelehrt«  Man  suche  zwei 
uifeinander  folgende  Zahlen  a,  a  +  1 ,  sodass  deren  Product  a,(a+l)  eine 
f  +  1  sifferige  Zahl ,  somit  jedenfalls  grösser  als  x  werde.  Wird  alsdann  x 
inrch  a  dividirt  und  der  Rest  mit  a  +  1  multiplicirt ,  femer  x  durch  a  +  1 
lividirt  und  der  Rest  mit  a*  multiplicirt,  dann  endlich  die  Summe  dieser 
beiden  Restproducte  durch  a  ,{a  +  l)  dividirt,  so  bleibt  x  zum  Reste.  Be- 
leichnet  man  die  Ganzen,  die  in  einem  Bruche  stecken,  durch  das  von 
A.bel  eingeführte  Functionalzeichen  Ey  so  sind  in  der  That  die  bei- 
den Reste 

[£_,(!)].»  „4^ -.(-i,)]. (.  +  ,). 

folglich  die  Summe ,  deren  Producte  in  a  -^  l  ntki  o^ 
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[^_^(f)]a.(«  +  .)+L-^-^(^)]«..(«+i) 
=  ,+  [,_^(£)_«.^(_|_)]«. («  +  ,). 

welche  durch  a .  (a  +  l)  dividirt  den  Rest  x  übrig  lässt. 

S Ol  interessant  gerade  diese  Partien  der  Arithmetica  integra  sind,  so  sind 
doch  wie  natürlich  andere  Theile  derselben  weiter  bekanntgeworden,  welche 
Keime  künftiger  Entwickelnng  in  sich  trugen ,  die  freilich  nur  sehr  ange- 
deutet waren,  oder  neue  Schreibweisen  zeigten,  die  indessen  mitunter  auch 
bei  anderen  Autoren  sich  finden,  so  dass  es  schwer  ist  zu  entscheiden,  wem 
die  Priorität  der  Einführung  angehört. 

Was  z.B.  die  Zeichen  H betrifi't,  deren  Erfindung  man  auch  jetzt 

noch  fast  allgemein  Stifel  zuschreibt,  so  hat  Drobisch  in  einer  1840  ver- 
öffentlichten Abhandlung  De  Joan.  fVidmanni  Egerani  compendio  arithmeticae 
mercatorum  dieselben  schon  in  einem  Werke  aus  dem  Jahre  1489  nacbge- 
wiesen*).  Indirect  gesteht  Stifel  selbst,  dass  die  Zeichen  +  —  filteren 
Ursprunges  sind ,  worauf  noch  nicht  aufmerksam  gemacht  worden  ist.  In 
der  deutschen  Arithmetica  heisst  es  nämlich  ausdrücklich:  „wie  man  ad- 
diret  durch  das  Zeichen  -f-,  also  multipliciret  ich  durch  das  Zeichen  SR  und 
dividiret  durch  das  Zeichen  ^.^'  Indessen  kommen  diese  letzteren  Zeichen 
in  der  ganzen  Schrift  nicht  weiter  vor. 

Eine  Bezeichnung,  deren  Einführung  mit  grösserer  Bestimmtheit  Sti- 
fel zugesprochen  werden  kann,  ist  die  Darstellung  der  unbekannten 
Grösse  durch  r  als  Anfangsbuchstabe  von  radix^  (nicht  von  res^  wie  man 
in  Analogie  zu  dem  italienischen  cosa  vermuthen  möchte,  vergl.  A/ilhm. 
iuleg.  fol,  228).  Kommen  noch  weitere  Unbekannte  Vor ,  so  werden  sie  J^ 
Bj  C  .  .  .  genannt.  Die  Schreibweise  des  r.als  unbekannte  Grösse  ist  der 
etwas  verzogene  Schriftzug  9e^  so  dass  die  Hypothese  vielleicht  nicht  zu  ge- 
wagt wäre,  dass  daraus  das  spätere  x  geworden.  Dass  dieses  erst  80  Jahre 
später  durch  Thomas  Harriot  eingeführt  wurde,  spricht  eher  dafür  als 
dagegen,  indem  grade  nach  längerer  Zeit  eine  solche  Verwechselung  eher 
möglich  ist.  Was  die  vor  ihm  seit  Vieta  verbreiteten  Vokale  für  die  un- 
bekannte Grösse  betrifi't,  so  ist  diese  Bezeichnung  sieher  aus  der  alten  Ge- 
wohnheit entstanden,  die  Endpunkte  geometrischer  Figuren  so  zu  nennen, 
welchen  der  Reihe  nach  die  Buchstaben  a,  e,  i,  o,  w,  y  zugetheilt  wurden, 
und  erst  wenn  diese  nicht  mehr  ausreichten,  die  Buchstaben  *,  r,  /  u.  s.  f. 
Beispiele  davon  finden  sich  häufig  bei  Ramus  {Schol,  ma(h,  p.  174,  176,  179, 
ISO  u.  s.  w.)  und  Anderen. 


*)  So  referirt  wenigstens  Dr.  Gerhardt  in  einem  Aufsatze  „die  Algebra  in 
Italien  seit  Fibonacci'*  (G  runer  Vs  Archiv  Bd.  3.  S.  291).  Wenn  ebendaselbst  die 
Behauptung  ausgesprochen  ist,  die  Ariüi.  integ.  sei  nur  eine  Bearbeitung  einer  (?)  im 
Jahre  IÖ24  erschienenen  Schrift  des  Christoph  Rudolf  von  Jauer,  so  muss  dieses 
auf  einer  Verwechselung  beruhen. 
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Von^den  EntdecktiDgen,  deren  Ausarbeitung  der  Wissenschaft  wesent- 
liche Dienste  leistete ,  nennen  wir  vor  Allem  die  Utilis  quaedatn  iractaiio  ut 
progressioni  arilhmeticae  respondeal  geometriea  progressio  {Arithm,  inieg,  /b/.3d), 
welche  geeignet  war,  die  Erfindung  der  Logarithmen  anzubahnen. 

Wir  dürfen  eben  so  wenig  das  Capitel:  De  inventione  numerorum  y  qui 
peculiarüer  pertinent  ad  suas  species  extracUonum  tibergehen ,  welches  die  zu 
den  ersten  Potenzen  gehörenden  Binomialcoefficienten  angiebt,  und 
zwar  deren  Bildungsweise  aus  dem  Satze  mr  +  m^^i  =  (m  +  1)^4-1  lehrt. 
Die  Tragweite  dieser  Sätze  wurde  am  Frühesten  erkannt.  Schon  Hiero- 
nymus  Cardanus  führt  sie  als  StifeTs  Eigenthum  in  seinem  Opus  novum 
de  proporHonihus  an,  welches  zuerst  Norimbergae  1646  gleichzeitig  mit  der 
ArithmeUca  inlegra  erschien. 

Aus  dieser  Gleichzeitigkeit  erklärt  es  sich  auch,  wenn  umgekehrt  bei 
Stifel  ein  Satz  als  von  Card  an  us  erfunden  angegeben  wird,  der  in  je- 
nem Opus  novum  {jpropos,  170)  enthalten  ist.  Es  ist  dieses  der  merkwürdige 
Satz  aus  der  Combinationslehre,  dass  die  Combinationen  aus  n  Ele- 
menten zu  allen  Klassen  zusammen  2"  betragen,  ein  Satz,  dessen  Erfindung 
sonst  wohl  Franciscus  van  Sc  booten  zugeschrieben  wird,  der  ihn  in 
seinen  ExerciUtliones  Mathemalicae^  Liber  V,  Sectio  L  (^Lugd,  Baiav,  1657  bei 
Job.  Elsevir  p.  376)  ausspricht,  und  von  welchem  ein  specieller  Fall  in  einem 
Briefe  Pascal's  an  Format  vom  29.  July  1664  {peuvres  de  Pascal,  Paris 
1819,  chez  Lefevre  T,  IV,  p.  365)  vorkommt.  Die  Fassung,  in  welcher  der 
Satz  bei  Stifel  {Arilhm,  inieg.  foL  101)  angegeben  ist,  besteht  darin,  dass 
das  Product  aus  n  von  einander  verschiedenen  Primzahlen  so  viele  Facto- 
ren  habe ,  als  die  Summe  der  Keihe  2°  +  2*  + . . .  +  2*^"'  =  2"  —  l  angiebx. 

Mit  dieser  letzten  Bemerkung  haben  wir  nun  auch  den  Uebergang  zu 
dem  dritten  Mathematiker  gemacht,  dessen  Verdienste  wir  näher  besprechen 
wollten ,  zuHieronymus  Cardanus.  Für  diese  Biographie  besitzen  wir 
wieder  ausführlichere  Nachrichten,  die  zum  Theil  aus  der  merkwürdigen 
Schrift  des  C  ardan  us ,  D^  viia  propria,  zum  Theil  ausN  au  d  ö ,  viia  Cardani 
gesehdpfl  sind;  grosse  Dienste  leistete  uns  auch  die  vortrefiliche  Zusam- 
menstellung von  Victorien  Sardou  in  der  Nouvelie  Biographie  universelle 
(r.  VUl,  p.  686  —  696,  Pans  1864).  Für  das^Studium  von  CJardanus'  Wer- 
ken stand  uns  die  grosse  Lyoner  Ausgabe  (Hieronymi  Cardani  Medislanensis 
Opera  omnia  in  decem  tomos  digesta,  Lugduni  1663)  zu  Gebote. 

'Schon  der  Beginn  der  Existenz  Card  an*  s  war  von  den  ausserordent- 
lichsten.  Als  Frucht  eines  unehelichen  Verhältnisses  hatte  ihn  seine  Mutter 
Clara  Micheria  schon  tödten  wollen,  noch  ehe  er  reif  war,  das  Licht 
der  Welt  zu  sehen.  Die  Versuche,  welche  sie  dazu  anstellte,  waren  indessen 
vergebens,  und  so  erfolgte  die  Geburt  des  Ilieronymus  Cardanus  am 
24.  September  1501  zu  l'atavia  unter  jener  nach  dem  astrologischen  Aber- 
glauben der  Zeit  ungünstigen  Constellation.  Diese  musste  daher  die  Schuld 
daran  tragen,  wenn  das  unglückliche  Kind  von  Valw  \xi[i^'Ä\JÄXÄt\«ö.  ^\ä 


368  Drei  mathematische  Charakterbilder. 

« 
Wette  missbandelt  und  verwahrlost  von  Krankheit  in  Krankheit  verfiel.  In 
seinem  siebenten  Jahre  erhielt  es  den  ersten  Unterricht  von  dem  Vater, 
welcher  er  ein  eben  so  tüchtiger  Arzt  als  Rechtsgelehrter  war  und  auch  der 
Mathematik  mit  Erfolg  manche  Zeit  widmete.  ^Diese  Vielseitigkeit  der  Bil- 
dung war  aber  auch  fast  das  einzige  Erbtheil,  welches  dem  jungen  Hie- 
ronymus  hinterblieb,  wozu  noch  der  Glaube  an  einen  Schutzgeist,  eine 
Art  von  sokratischem  Dämon  kam,  welchen  Cardanus  der  Vater  zu  be- 
sitzen  behauptete.  Hieronymus  machte  sich  die  Zeit  seines  Unterrichtes 
sehr  zu  Nutzen ,  welche  freilich  zugleich  eine  Zeit  härtester  Dienstbarkeit 
für  ihn  war,  da  der  ihn  zwar  liebende  aber  überaus  strenge  Vater  ihn  zn 
jeglicher  Knechtesarbeit  anhielt,  während  er  auch  geistig  die  grössten  An- 
strengungen von  ihm  verlangte.  Der  Erfolg  war,  dass  Hieronjmus  schon 
in  seinem  22.  Jahre  selbst  als  Lehrer  in  Pavia  auftrat  und  öffentlich  den 
Euclid  erklärte.  Im  darauf  folgenden  Jahre  1524,  demselben  Jahre,  in 
welchem  er  seinen  Vater  verlor,  sehen  wir  ihn  als  Magister  libernlium  artium 
in  Venedig,  1526  als  Doclor  medicinae  und  Rector  der  Universität  in  Padna, 
wo  er  sich  freilich  auch  anderen  wenig  wissenschaftlichen  Beschäfligungen 
hingab;  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung  Cardan's  De  ludo  aleae  (Cap.  XX.) 
ein  Abenteuer  aus  jener  Zeit  erzählt  ist,  wo  er  im  Kartenspiele  bedeutende 
Summen  verloren  hatte,  und  dieselben  aliqua  arle^  d.  h.  eigentlich  durch 
Betrug*)  wieder  gewann.  Vergebens  wandte  er  sich  darauf  1529  nach  Mai- 
land, der  Heimath  seines  Vaters,  um  dort  die  Heilkunde  auszuüben.  Das 
Collegium  der  Acrzte  wies  ihn  wegen  des  Makels  seiner  Geburt  zurück. 
Mühsam  ern*ährte  er  sich  und  seine  1531  ihm  angetraute  Gattin  Lucia  Ban- 
darina  durch  mathcpnatisehen  Unterricht,  ohne  dass  auch  nur  das  Erlan- 
gen eines  Kindes  ihnen  zum  Tröste  gereicht  hätte,  da  er  schon  seit  einer 
Reihe  von  Jahren  des  weiblichen  Umganges  unfrihig  war.  Die  Noth  nahm 
immer  mehr  zu,  und  mit  einer  bitteren  Ironie  erzählt  Cardanus  in  Bezug 
auf  das  Jahr  1533:  sanitali  restüulus  desii  pauper  esse:  nam  nil  mihi  reliclum 
esl  {De  vila  propria  Cap.  IV).  Aber  einer  seiner  Wünsche  wurde  wenigstens 
1534  durch  die  Geburt  eines  Sohnes  erfüllt,  der  freilich  später  die  Hoffnun- 
gen ,  die  auf  ihn  gebaut  waren ,  bitter  täuschend  das  ausschweifendste  Le- 
ben führte,  seine  junge  Gattin  vergiftete  und  deshalb  1560  hingerichtet 
wurde.  Im  Jahre  1539  wurde  Cardanus  endlich  in  das  Collegium  der  Mai- 
länder Aerzte  aufgenommen,  nachdem  er  inzwischen  nochmals  zurückge- 
wiesen worden  war,  und  nun  begann  die  einzige  wirklich  glückliche  Zeit 
seines  Lebens. 

Er  veröffentlichte  die  Practica  arithmeticae  generalis,  Mcdiolani  1539;  kurz 
darauf  die  Ars  magna  arilhmelicac :  ferner  Artis  magnae  sive  de  reg^ulis  algehrai- 
cisliber  nnus ,  Norimbergae  1545  **)j  und  ebendaselbst  in  demselben  Jahre 


*)  Card  an  US  erzählt  er  ausführlich,  wie  er  die  Reihenfolge  der  Karten  bis  zu 
24  Abzügen  auswendig  lernte  u.  s.  w. 

**)  Die  beiden  letzteren  Schriften,  von  denen  die  erste  dem  Bischof  von  Burgo 


Von  M.  Cantor.  369 

die  schon  genannte  Schrift :  Opus  novum  de  proportionibus  numerorum ,  mo- 
iuumy  ponderum,  sonorum,  aliarumque  rerutn  mensurandarum  non  solum  geo- 
metrico  more  stabilitum  sed  etiam  varns  expertmentis  et  observationibus  rerum  in 
natura  solerti  denwnstratione  illustraium,  welche  in  der  Lyoner  Ausgabe  Bd. 
IV,  fol.  463 — 601  abgedruckt,  in  dem  Register  dieses  Bandes  jedoch  eigen- 
thümlicher  Weise  vergessen  ist*).  Durch  diese  rasch  aufeinander  folgen- 
den Schriften  von  klassischem  Werthe  erwarb  sich  Cardanns  bald  den 
Ruhm  des  ersten  Mathematikers  seiner  Zeit,  und  da  auch  andere  Bücher 
medicinischen  und  philosophischen  Inhaltes  von  ihm  erschienen  **),  so  ver- 
breitete sich  sein  Ruf  mehr  und  mehr  und  auf  die  Vermittelung  des  grossen 
Anatomen  Vesalius  bemühte  sich  der  König  von  Dänemark,  Cardanus 
an  seinen  Hof  zu  ziehen.  So  glänzend  indessen  diese  Anerbietungen  waren 
so  wies  doch  Cardanus  die  Versuchung  zurück,  welche  ihn  an  einen  pro- 
testantischen Hof  berieft,  in  ähnlicher  Weise,  wie  Ramus  es  verweigert 
hatte,  nach  dem  katholischen  Polen  überzusiedeln.  Hingegen  machte  Car- 
danus 1552  eine  Reise  nach  Schottland,  um  dem  kranken  Erzbischofe  von 
St.  A  n  d  r  e  w  s  ärztliche  Hülfe  zu  bringen. 

Nach  zehn  Monaten,  während  welcher  er  Frankreich,  Schottland,  die 
Niederlande  und  Deutschland  kennen  gelernt  hatte ,  kehrte  er  zurück  und 
ttberliess  sich  noch  eine  Reihe  von  Jahren  seinen  Lieblingsstudien ,  die  er 
leider  oft  genug  durch  ausschweifende  Spielgelage  unterbrach.  Auf  diese 
Weise  büsste  er  nicht  blos  das  seither  Erworbene  wieder  ein ,  sondern  war 
anch  -durch  sein  entsittlichendes  Vorbild  die  Ursache  des  Verderbens  seiner 
beiden  Söhne.  Wir  haben  schon  gesehen,  welches  das  Loos  des  Aeltesten 
von  beiden  war.  Auch  der  Jüngere  war  so  ausschweifend,  dass  Card  anus 
ihn  verstiess  und  enterbte ;  das  letztere  freilich  war  kaum  eine  Strafe  bei  den 
durchaus  zerrütteten  Vermögensverhältnissen  des  Vaters.  Denn  dieser  konnte 
selbst  in  Bologna,  wohin  er  durch  Vermittelung  seiner  Freunde  als  Professor 
berufen  worden  w^r,  und  wo  er  von  1562 — 1570  lehrte,  eine  Schuld  von 
1800  Thalem  nicht  tilgen  und  musste  deshalb  in^s  Geföngniss  wandern. 
Diese  Haft  nannte  er  das  vierte  grosse  Unglück  seines  Lebens.  Die  drei 
früheren  bestanden  in  seiner  10jährigen  Impotenz ,  in  der  schlechten  Auf- 
führung seiner  Söhne  und  in  der  Hinrichtung  des  Aeltesten  derselben.  So 
war  ihm  auch  Bologna  zuwider  geworden,  und  er  flüchtete  nach  Rom,  wo 
der  Papst  Gregor  XIII.  ihn  unterstützte.  Endlich  am  21.  September  1576 
verschied  er  75  Jahre  alt,  wie  er  selbst  vorhergesagt  hatte.  Jos.  Scaliger 
versichert,  Cardanus  habe  sich  Hungers  sterben  lassen,  damit  nur  eine 


SanctiSopuIchri,  die  zweite  dem  gelehrten  Protestanten  Andreas  Osiander 
gewidmet  ist,  werden  wegen  des  gemeinsamen  Namens  ars  magna  leicht  verwechselt. 
Wir  werden  daher  nur  die  erstore  hIs  urs  magna  y  die  zweite  als  algebra  citiren. 

*")  In  dem  Gesammtverzcichniss  des  ersten  Bandes  hingegen  ist  sie  angegeben. 
••)    z.  B.  De  sapinitia  Hbri  V,  Hoi-vuberijae  1544.    Dt  «MÖtitilalc  Ixbrl  X^l^  ^vy\\wv- 
bergae  1550,   welches  von  Nicht -Mathematikern  a\a  Be\\\  n OT\.t^^vc\v^\.*i>^  N^  ^^^  %^- 
TÜhmt  wird, 

Zelttehrift  f,  Mathematik  u.   PhyAik.  IK  ^ 
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seiner  Weissagungen  in  Erfüllung  ginge;  eine  Thatsache,  welche  indessen 
sonst  durch  Nichts  verbürgt  ist. 

Den  Charakter  des  Cardanus  brauchen  wir  nach  diesem  Abrisse 
seiner  Lebensgeschichte  wohl  nicht  besonders  zu  schildern ,  und  noch  we- 
niger kann  es  uns  einfallen,  diesen  Widerstreit  von  Leidenschaften  der 
niedrigsten  Art  und  tiefer  Religiosität,  von  wahrhaft  kolossalem  Wissen 
und  wirklichem  oder  erheucheltem  Aberglauben  erklären  zu  wollen.  Nur 
in  Bezug  auf  den  Dämon,  den  auch  Hieronymus  Card  anus  um  sich  ge- 
habt haben  will ,  mag  bemerkt  werden ,  dass  derselbe  zum  Theil  ein  Erb- 
stück seines  Vaters  war,  dass  aber  anderntheils  Cardanus  ihn  namentlich 
dann  gebrauchte,  wenn  er  irgend  eine  gemeine  That  von  sich  abwälzen 
wollte,  wie  bei  jener  beim  Spiel  verbrachten  Nacht  in  Päd  na,  welche  oben 
angeführt  wurde.  Mag  sein,  dass  C  ar  d  anu  s  also  selbst  nicht  an  das  glaubte, 
was  er  Anderen  vorspiegelte.  Das  Unerklärlichse  ist  und  bleibt  aber  die 
Selbstbiographie,  welche  Cardanns  verfasste,  und  in  welcher  er  seine 
Fehler,  ja  seine  Laster  auf  das  Schonungsloseste  aufdeckt,  zugleich  aber 
auch  seiner  Eitelkeit  in  ungemessener  Weise  fröhnt,  indem  er  sich  Lob- 
Sprüche  ertheilt,  welche  seine  Verdienste,  so  bedeutend  sie  auch  sind,  noch 
weit  übersteigen. 

Gehen  wir  nun  zu  seiner  Stellung  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
über.  Man  ist  gewöhnt,  in  Card  an  den  grossen  Algebristen  zu  bewundem, 
und  in  der  That  gehören  seine  Arbeiten  iu  diesem  Felde  zu  den  fruchtbar- 
sten, wenn  wir  gleich  noch  andere  Leistungen  nicht  geringerer  Art  von  ihm 
kennen  lernen  werden.  Es  ist  freilich  bekannt  genug ,  dass  die  sogenannte 
cardanische  Formel  die  Erfindung  des  Scipione  Ferro  ist,  welcher 
1496  — 1525  zu  Bologna  lehrte.  Dieser  theilte  sie  für  den  bestimmten  Fall, 
dass  die  Gleichung  x*  +  ax  =  b  zu  lösen  wäre,  seinem  Schüler  Antonio 
Fiore  mit,  welcher  darauf  1535  Nicolo  Tartaglia  von  Brescia  heraus- 
forderte ,  cubische  Gleichungen  zu  lösen ;  und  dieser  letztere  beantwortete 
nicht  blos  die  gestellten  Fragen ,  sondern  dehnte  die  Auflösung  auch  auf 
die  anderen  Fälle  aus,  ohne  jedoch  seine  Methoden  zu  veröffentlichen. 
Cardanus  bat  lange  vergebens  um  Mittheilung  der  Entdeckung,  gab  auch 
sein  Wort,  sie  eben  so  geheim  zu  halten,  wie  Tartaglia  selbst  und  er- 
zielte endlich  1539  von  diesem  einige  Verse,  in  welchen  sich  Andeutungen 
des  Gewünschten  fanden.  Nun  gelang  es  Card  an  selbst,  dem  genauen 
Verfahren  auf  die  Spur  zu  kommen ,  und  sich  nicht  mehr  an  sein  Verspre- 
chen gebunden  glaubend,  da  es  zum  Theile  Resultate  seiner  eigenen  Be- 
mühungen waren,  die  er  veröffentlichte,  übergab  er  dem  wissenschaftlichen 
Publicum  zum  ersten  Male  in  seiner  Algebra^  und  dann  aufs  Neue  in  der 
etwas  dunkel  und  undeutlich  gehaltenen  Schrift  De  rugula  AUza"^)  die  voll- 
ständige Behandlung  der  cubischen  Gleichungen.  Dieses  Alles,  wiederholen 


^)  ein  Name ,  dessen  Entzifferung  allen  bisherigen  Bemühungen  widerstand. 
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wir,  ist  bekannt  genng*)  nnd  würde  gewiss  nicht  hinreichen,  Card  an  zu 
dem  bedeutendsten  Mathematiker  seiner  Zeit  zu  machen,  wenn  auch  die 
Kunst,  den  Beweis  einer  nur  angedeuteten  Methode  zu  finden ,  nicht  unter- 
schätzt werden  darf. 

Namentlich  hat  sich  aber  Cardanus  um  allgemeine  Sätze  aus  der 
Theorie  der  Gleichungen  verdient  gemacht,  welche  noch  von  nachhaltigerer 
Wirkung  waren,  als  die  Lösung  der  Oleichungen  des  dritten  Grades.  Wenn 
wir  nicht  einmal  ein  grosses  Gewicht  auf  die  Behandlung  von  quadrati- 
schen Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  legen  wollen,  bei 
der  er,  zum  Theil  auf  Vorarbeiten  von  Magister  Gabriel  de  Aratori- 
b  u  s  sich  stützend ,  fast  alle  Kunstgriffe  und  Substitutionen  angiebt  (vergl. 
Practica  JrithmeUcae,  cap,  LI,) ,  deren  auch  die  Neuzeit  sich  bedient ,  so  ist 
ein  Gedanke  von  ausserordentlicher  Tragweite,  den  er  in  derselben  Schrift 
Cap.  XXII,  §.  17,  Cap.  XLII,  §.  118  und  häufiger  ausspricht. 

Wir  meinen  den  Gedanken,  man  könne  Gleichungen  oft  dadurch  lösen, 
dass  man  auf  beiden  Seiten  dasselbe  addirt,  so  dass  ein  gemein- 
schaftlicher Factor  erscheint,  der  weggelassen  werden  kannr.  So  löst  sich 
z.  B.  die  Gleichung  2a:r'  +  ^^'  +  ^  =  16x  -|-  56  durch  beiderseitige  Addi- 
tion von  2oc*  +  lOor  +  5,  indem  sie  dadurch  in 

(2a:  +  6).(a:»  +  5)=(2a:  +  6).(x  +  lO)  und  weiter  in  o:*  +  5  =  o:  +  10 

übergeht,  woraus  sich  a:  =  ^  +  4*K^  ergiebt.  Es  ist  kaum  noth wendig, 
hinzuzusetzen,  dass  dieser  Gedanke  der  Bomb  eil  loschen  Auflösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  zu  Grunde  liegt. 

Es  ist  ferner  als  von  allgemeiner  Wichtigkeit  hervorzuheben,  dass  Car- 
danus den  Sinn  negativer  Wurzeln  vollständig  erkannt  hat.  Immer 
noch  in  der  Praci.  Arilhm.  Cap.  LXVI,  §.  70  ist  die  Aufgabe  gestellt:  Wenn 

3  2  7  34 

1  Wagen  Kalk ,  4  Wagen  Steine  und  13  Wagen  Sand  zu  42  lire  verkauft 

4  3  12  46 

werden,  den  Preis  der  drei  Gattungen  Baumaterialien  anzugeben.  Da  hieraus 
ftlr  den  Wagen  Kalk  ö^,  für  den  Wagen  Steine  14,  für  den  Wagen  Sand 
—  1^  lire  folgen,  so  setzt  Cardanus  hinzu:  sahulum  nihil  vendiiur,  imo  do- 
minus sabuli  solvit  1|  libras  empiori  aliarum  rerum  pro  unoqtioque  cttrrUn  ut 
amoveal  ip$ufn  e  domo-,  in  talibus  auiem  oportet  esse  valde  caulM^n  ubi^ 
non  omnia  venduntur. 

Nicht  minder  hat  Card  an  das  Auftreten  imaginärer  Wurzeln 
bemerkt  und  macht  darauf  aufmerksam ,  wie  solche  das  Zeichen  einer  fal- 
sehen  Aufgabe  seien.    (Vergl.  Algebra^  Cap.  V,  Regula  IIL) 

Noch  wichtiger  hat  sich  in  seiner  weiteren  Verfolgung  ein  Satz  ent- 
wickelt, den  er  in  der  Ars  magna  Cap.  XVIII  ausspricht  und  welcher  wohl  in 


*)  CardanuR  erzählt  selbst  die  Geschichte  der  Auflösung  der  cubischon  Gleich  - 
ungen  in  der  angegebenen  Weise,  mit  Ausnahme  des  Versprechens  an  Tartaglia, 
welches  er  verschweigt.    Vergl.  Algebra  Cap.  I.  und  Cap.  XI. 
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vollständigem  Wortlaute  angeführt  werden  mnss.  Dort  heisst  es  nämlich: 
Septimum  notandum  est  quod,  quum  fuermi  denominadones  exiremae  aequales  ex- 
tremis ,  semper  aequalio  erii  una  tarUum  ei  casus  possibiUs  quoiquot  fuermt  deno- 
minationes :  quum  vero  denominaliones  irklermediae  fuerint  aequales  extremis  iunc 
semper  erunt  plures  aequationes  in  quaesito  et  casus  poterit  cum  hoc  etiam  esse 
impossibilis.  Da  es  nicht  ganz  leicht  ist,  die  dabei  gebrauchten  Ausdrücke 
zu  Verstehen ,  wenn  man  sich  nicht  in  die  Bprachweise  unseres  Autors  ein« 
gelesen  hat,  so  mag  zunächst  bemerkt  werden,  dass  denommaOones  die  Po- 
tenzen der  unbekannten  Grösse  sind  und  dass  plures  aequationes  so- 
viel als  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  bedeutet.  Nimmt  man  hinzu, 
dass  Cardanus,  wie  die  Araber,  die  Gleichungen  nie  auf  Null  bringt, 
sondern  sie  so  schreibt,  dass  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  nur 
Positives  sich  findet,  so  wird  der  Sinn  der  citirten  Worte  deutlicher.  Car- 
dan  meint,  wenn  aus  dem  Polynomium  a^o:"  +  öja:*""' +  ...  +  o,,  eine 
Gleichung  dadurch  gebildet  wird,  dass  irgendwo  das  Gleichheitszeichen  ein- 
geschoben wird,  und  die  beiden  Extreme  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheits- 
zeichens in  der  anfänglichen  Rangordnung  bleiben ,  sodass  also  die  Gleich- 
ung auf  Null  gebracht  nur  einen  Zeichenwechsel  hätte ,  dani^  giebt  es  i  m  - 
mer  eine  positive  Wurzel;  werden  hingegen  beim  Einschieben  des  Gleich- 
heitszeichens ein  oder  mehrere  Glieder  von  dem  Ende  auf  die  andere  Seite 
(aber  natürlich  positiv)  gebracht ,  sodass  die  geordnete  auf  Null  gebrachte 
Gleichung  mehr  als  einen  Zeichenwechsel  hätte,  dann  giebt  es  mehr  als 
eine  positive  Wurzel,  oder  die  Gleichung  kann  auch  unmöglich  sein. 
Für  die  Richtigkeit  dieser  Interpretation  sprechen  die  Beispiele,  welche  für 
den  ersten  Fall  a:*  =  3a:  +  10,  a:*  +  3a'*  =  6,  ir*  +  3x'  +  7a:*=  20a:  +  iO 
u.  s.  w.  heissen,  für  den  zweiten  Fall  a:'+  10=  10a:*  +  3a;,  a*  +  3a:'-+- 10 
=  2a:*  -|-  5a:  u.  s.  w.  Nach  unserer  Erklärung  kann  aber  kein  Zweifel  statt- 
finden, dass  hierin  schon  die  wesentlichsten  Bedingungen  des  Descartes- 
schen  Satzes  über  den  Zeichenwechsel  liegen. 

Wenn  Cardanus  schon  so  allgemeine  theoretische  Gedanken  besass, 
so  sind  auch  in  der  praktischen  Auflösung  der  Gleichungen ,  sowie  in  den 
sonstigen  praktischen  Rechenoperationen  seine  Arbeiten  der  Art,  dass  auch 
jetzt  noch  der  Mathematiker  sie  mit  Vergnügen  liest.  Die  regula  aurea 
{Algehrs,  cap.  XXX)  ist  eine  Näherungsmethode,  welche  in  Folgendem 
besteht.  Man  suche  zwei  aufeinander  folgende  Zahlen  a,  a-f- 1,  zwischen 
denen  eine  Wurzel  der  Gleichung  liegt.  Also  f(a)  =  —  6 ,  f{x)  =  0, 
f(a  +  1)  =  b\  so  heisst  6+6'  die  grössere  Difl'erenz,  b  die  erste  Difierenz, 

6'  die  zweite  Difl'erenz.    Dann  ist  a  +  ,  ein  Näherungswerth,  welcher 

etwa  /*(  rt  + -— -— -7 )  =  6"  macht,  und  a  +  1 —  ^   .   ,,  .-; TTrist  ein  zwei- 
tor  schon  sehr  genauer  Werth. 

Auch  n/ihorungsweise  Wurzelausziehungen    werden  (Pract. 


I 


Von  M.  Cantor.  373 

Arithm.  cap,  XXIII)  in  verschiedenen  Auffassungen  gelehrt.    Die  eine  Me- 
thode giebt  eine  sehr  rasche,  wenn  auch  etwas  unbequeme  Annäherung. 

Ist  nämlich  I^a  =  6  in  ganzen  Zahlen  und  a — 6*  =r,,  so  ist  —  dem  Werthe 
b  hinzuzufügen  und  fc,  =  6  +  -i;  6,*  =  a  +  -y-=  «  +  r,.  Dann  bildet  man 


2y    "  ■  U* 


^t j   ^^..    .      .  '*! 


und  setzt  6,  =  6j  —  ~-  u.  s.  f.  indem  man  von  dem  zweiten  Näherungs- 

werthe  an  die Correction  immer  abzieht;  z.B.  ^20  =  4  =  6;  20—  16  =  4= r,, 
4  +  1=44  =  6,5  20|-20  =  J  =  r.,  44-^  =  44^  =  6.;  20^^-20 
=  TiW  =  ''s»  44J  —  ^TiJy,  =  4x\Wl  =  *8  u.  8.  w. 

Die  andere  Methode  hingegen,  welche  Cardanus  ausdrücklich  als 
seine  Erfindung  in  Anspruch  nimmt,  ist  vollständig  die  noch  jetzt  gebräuch- 
liche mit  Anwendung  der  Decimalbrüche*),  obgleich  man  überall  ge- 
sagt findet,  erst  Stevin  habe  dieselben  1585,  also  45  Jahre  später,  in  An- 
wendung gebracht.  Es  dürfte  sogar  gerade  die  Practica  ariihmelicae  die 
Quelle  sein,  ans  welcher  Stevin  schöpfte,  indem  in  ihr  {cap.  LA)  auch  die 
doppelte  Buchhaltung  aufs  Ausführlichste  auseinandergesetzt  ist,  über 
welche  bekanntlich  Stevin  gleichfalls  schirieb. 

Wir  sind  weit  entfernt,  die  angeführten  Entdeckungen  für  die  einzigen 
zu  halten,  welche  Cardanus  in  diesem  Oebiete  gemacht  hat.  Jeder,  der 
nur  einmal  mit  historischen  Studien  sich  beschäftigt  hat,  weiss  wie  unend- 
lich schwierig  es  ist,  in  einem  nicht  immer  im  elegantesten  Latein  geschrie- 
benen Werke  Nichts  zu  übersehen ,  und  so  möchten  wir  nur  als  Resultate 
unserer  bisherigen  Auffindungen  hinstellen ,  was  im  Vorhergehenden  ent- 
halten ist,  und  welches  schon  in  mancherlei  Beziehung  sich  von  dem  unter- 
scheidet,  was  Libri  in  seiner  auch  sonst  nicht  immer  zuverlässigen  Histoire 
des  Sciences  maihimaiiques  en  Italic  T,  IIL  p.  167  fflgg.  über  denselben  Schrift- 
steller mittheilt.  Auffallend  genug  ist  übrigens ,  dass  weder  Libri,  noch 
irgend  ein  anderer  Historiker  C  a  r  d  a  n  unter  die  Mathematiker  rechnet, 
welche  sich  mit  zahlentheoretischen  Untersuchungen  beschäftigten,  da  ge< 
rade  dieser  Theil  seiner  Schriften,  wenn  auch  nicht  die  folgewichtigsteu 
Entdeckungen  enthält,  doch  der  neueren  Darstellungsweise  sich  am  meisten 
nähert.  Die  dahin  einschlagenden  Arbeiten  finden  sich  zum  Theil  in  einer 
kleinen,  wahrscheinlich. fragmentarischen  Abhandlung:  De  numerorum pro 
prietatitms  liber  unicus  {Opera  T.  IV,  foL  l — 12),  zum  Theil  in  dem  cap.  ALU 
der  Practica  arithtneticae  und  in  verschiedenen  Aufgaben  des  cap.  LXVI  der- 
selben Schrift. 

Die  zuletzt  angegebenen  Stellen  enthalten  namentlich  viele  unbo- 

*)  Eni  et  alius  quaerendi  quadral(tm  et  cubicam  modus  cum  approximatione  in  imti  ope- 
ratione  tantum  valde  bonwt  ac  praecisus ,  quo  ego  utor  y  et  est  ut  in  quadrata  addas  numero 
totiens  00  quotiens  volueris  invenire  praecisionem  propinqtäorcm ,  veluti  U  addidei-is  00  habe- 
bis  praecisionem  ad  ^^,  si  addideris  0000  habebis  praecisionem  in  j^g  et  ila  xnnper  in  dl- 
mUUo  mUlitatum  additarum. 
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Btimmtc  Aufgaben  des  ersteu  und  zweiten  Grades,  wobei  mit- 
unter  Leonardo  von  Pisa  als  Erfinder  genannt  ist;  deren  Besprechung 
dürfte  daher  passender  für  eine  andere  Gelegenheit  bewahrt  werden ,  wo 
wir  uns  speciell  mit  diesem  Mathematiker  zu  beschäftigen  gedenken. 

Der  Inhalt  jenes  Fragmentes  hingegen,  sowie  des  cap.  XLII.  besteht 
ans  Sätzen ,  welche ,  der  Hauptsache  nach  auf  den  arithmetischen  Büchern 
des  E  u  c  1  i  d  und  denen  des  B  o  e  t  i  u  s  fassend ,  doch  manches  Neue  hinzu- 
fügen. 80  kommt  viel  Interessantes  über  ähnlich  zusammengesetzte 
Zahlen  vor,  d.  h.  über  solche,  deren  Factoren  in  demselben  Verhältnisse 
zu  einander  stehen;  so  ist  die  Rede  von  congruenten  Zahlen,  d.h.  von 
einer  Zahl  at,  welche  a*  +  x  und  o*  —  x  zn  Quadraten  macht,  und  deren 
A'Uffindung  gelehrt  wird ;  so  ist  der  allgemeine  8atz  dort  ausgesprochen : 
nota  quod  non  dixi  integris  atrt  fr  actis,  quoniam  omnis  quaestio  solubilisper 
numeros  fracios  potest  etiam  solvi  per  integros  et  ideo  unum  non  separavi  ah  al- 
tera,  während  es  an  einer  anderen  Stelle  heisst:  osiendimus  quod  numerus 
fr  actus  integri  radix  esse  non  potest,  wovon  wir  indessen  den  Beweis 
bei  Card  an  US  nicht  aufzufinden  vermochten.  Endlich  wollen  wir  näher 
auf  die  Arbeiten  über  vollkommene  Zahlen  eingeben,  da  diese  uns  Ge- 
legenheit bieten,  auch  der  beiden  anderen  Schriftsteller  wieder  zu  geden- 
ken, deren  Verdienste  in  diesem  Aufsatze  besprochen  wurden. 

Eine  Zahl  A  wird  bekanntlich  eine  vollkommene  Zahl ,  numerus  per- 
fectus^  genannt,  wenn  die  Summe  ihrer  Factoren  ihr  selbst  gleich  ist.  Ist 
diese  Summe  grösser,  so  heisst  die  Zahl  numerus  abundans  (bei  Kamus  nu- 
merus redundans,  SchoL  mut/i,  p.  I'27),  im  entgegengesetzten  Falle  numerus 
diminuius.  Schon  Euclid  stellt  (IX,  36)  die  Kegel  auf:  „Ist  die  Summe 
der  Reihe  i  +  2  +  4  +  . . .  +  2»  =  2'»  +  '  —  l  eine  Primzahl  = />,  so  ist 
(2«+i  — 1).2»  eine  vollkommene  Zahl."  In  der  That  hat  A  alsdann  nur 
die  Factoren:  1,  2,  4, .  .  .  2",/?,  2/>, .  .  .  i"-'/?,  deren  Summe  =(I  +  2  +  .. 
.  .  +  2'—")  (p  +  1)  +  2»  =  ^  ist. 

Michael  Stifel  stellt  nun  weiter  die  falsche  RegeF  auf ,  man  solle 
die  Progression 

4,  8  I  16,32  I I  2*^»,  2*'»+M....  . 

bilden,  wo  dann  immer  aus  zwei  zwischen  Strichen  befindlichen  Zahlen 
(er  nennt  sie  numeri  socii)  eine  vollkommene  Zahl  entstehe,  wenn  man  die 
um  1  verminderte  grössere  mit  der  kleineren  multipHcire,  also  (2^+'  -  0  •  -'*• 
Offenbar  glaubte  Stifol  (er  sagt  es  beinahe  ausdrücklich)  alle  Zahlen  von 
der  Form  2*"+'  —  I  seien  Primzahlen.  Diese  unrichtige  Voraussetzung 
erinnert  übrigens  an  die  einzige  irrige  Hypothese  Fermat's,  als  ob  jede 
Zahl  2*"  +  1  eine  Primzahl  wäre,  wenn  m  selbst  eine  Potenz  von  2  ist,  eine 
Hypothese,  die  er  in  einem  Briefe  an  Pascal  vom  29.  August  1654  mit 
dem  Zuaratze  ausspricht:  Cesl  une  propricte,  de  la  verile  de  In  quelle  je  vous 
fit'ponds.  La  demonsiraiion  en  est  (res  malaisee^  et  je  vous  avouc,  qne  je  n\ti  pu 
r//core  /a  irouver  pinneimnt .  je  ne  vous  la  proposerais  pas  pour  la  chercher ,  si 
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fen  etais  venu  ä  bouL  Wenn  nun  Stifel  sich  so  in  der  Hauptsache  von 
einer  zu  sanguinisch  angestellten  Induction  täuschen  lässt,  so  macht  er  doch 
den  richtigen  Zusatz,  eine  vollständige  Zahl  könne  nie  ein  Vielfaches  einer 
anderen  volltständigen  Zahl  sein. 

Noch  genauer  drückt  sich  indessen  Cardanus  aus,  welcher  den  Be- 
weis liefert,  dass  das  Vielfache  einer  vollständigen  Zahl  immer  abundire. 
Bind  nämlich  «i,  a, , . . . .  o«  die  Factoren  von  A  und  ^  =  aj  +  o,  +  . . .  •{-«« 
80  ist  schon  f.A:=zf,a^  -|-  ^.«^  -|-  ...  -|-  ^.«^^  während  f,A  doch  noch  an- 
dere Factoren  enthält.  Eine  eigenthtimliche  Bemerkung  macht  noch  Car- 
danus. Unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  nämlich,  dass  nur 
nach  der  Euclidischen  Regel  vollkommene  Zahlen  entstehen,  kann  man 
deren  Endziffer  angeben.  Denn  die  Potenzen  von  2  schliessen  mit  3,  4, 8, 6, 
die  am  i  verminderten  mit  1,3,7,6,  wovon  die  auf  5  ausgehenden  keine 
Primzahlen  sein  können.  Daraus  folgt  weiter,  dass  die  vollkommenen 
Zahlen  mit  6  oder  8  schliessen  und  zwar  abwechselnd,  wie  Cardanus 
behauptet;  insgemein  (/«rme)  treten  je  eine  zwischen  zwei  aufeinander  fol- 
genden Potenzen  von  10  auf.  Sed  quia  regtüa  haec  non  est  omnino  generalis 
ideo  est  parvi  momentu 

Wollen  wir  auch  noch  Ramus  über  denselben  Gegenstand  hören,  so 
erfahren  wir  Nichts ,  als  dass  sein  Landsmann  CarolusBovillus  über 
diesen  Gegenstand  geschrieben  habe ,  den  er  als  nutzlos  übergehe :  Haec 
libenter  in  ariihmclicam  recipiam ,  quum  ialis  subiiUtaiis  usum  aliquem  extra  ar- 
iem  ipsam  cognovero.  Caeierum  subtiliias  in  arte  non  saiis  esly  nisi  sii  uiiliiali 
coujuncta,  Si  quis  uspiam  in  rebus  vel  mathemalicis  vel  polilicis  el  popularibus 
ulium  usum  extra  scholam  ei  artem  animadvertal,  adnotato. 

So  wären  wir  zum  Schlüsse  dieser  Zusammenstellung  gelangt,  und 
hätten  noch  über  das  Verhältniss  uns  auszusprechen,  welches  zwischen  den 
drei  Männern,  welche  wir  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  legten,  existirte, 
woraus  dann  Folgerungen  auch  für  die  Nationen,  welche  sie  repräsentiren, 
gezogen  werden  konnten.  Wir  fühlen  indessen  zu  sehr  das  Schwierige  eines 
solchen  Unternehmens,  um  den  zu  entwickelnden  Ansichten  mehr  als  blos 
subjectiven  Werth  zuzuschreiben. 

Uns  scheinen  hier  drei  Entwickelungsphasen  des  menschlichen  Geistes 
vorzuliegen,  wie  sie  in  jedem  einzelnen  Individuum  auftreten,  wie  sie  aber 
auch  in  jeder  Wissenschaft,  namentlich  in  den  Erfahrungswbsenschaften 
sich  auszusprechen  pflegen.  So  lange  dieselben  noch  auf  der  niedersten 
Stufe  stehen,  begnügen  sie  sich  damit,  Thatsachen  zu  sammeln,  ohne  auf 
Theorien  sich  einzulassen.  Die  zweite  Stufe  ist,  wir  möchten  beinahe  sa- 
gen, die  naturphilosophische;  nur  Theorie  lautet  ihr  Wahlspruch ,  und  um 
die  Richtigkeit  des  a  priori  Angenommenen  kümmert  sie  sich  nicht.  End- 
lich auf  der  dritten,  höchsten  Stufe  erscheint  die  eigentliche  Wissenschaft. 
Die  Theorie  wird  gefordert,  aber  das  Experiment  entscheidet  über  dieselbe, 
die  Praxis  bildet  die  Controle. 
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Solche  Phasen  bietet  auch  die  Mathematik  uns  dar.  Zuerst  werden 
nur  Sätze  bewiesen,  die  unmittelbar  im  Verkehre  des  täglichen  Lebens 
verwerthet  werden  können.  Dann  folgt  die  Zeit,  in  der  gerade  die  weniger 
praktischen  Gegenstände  am  meisten  Interesse  einflössen,  und  der  Mangel 
an  Kritik  führt  nicht  selten  zu  falschen  Resultaten.  Endlich  wird  auch 
dieses,  in  der  Regel  nur  kurze,  Zwischenstadium  überwunden.  Noch  er- 
freut sich  der  Mathematiker  an  allgemeinen  Sätzen ,  noch  bedarf  es  nicht 
gerade  praktischer  Anwendung,  um  ihm  einen  Zweig  seiner  Wissenschaft 
zu  empfehlen ,  aber  er  prüft  die  Wahrheiten  genauer ,  die  ihm  vorzuliegen 
scheinen;  statt  ungenügender  Liduction  sucht  er  nach  trifftigen  Beweisen; 
und  so  ist  namentlich  sein  Streben  dahin  gerichtet,  strenge  und  allgemeine 
Methoden  zu  finden. 

Nach  der  früher  begründeten  Charakterbtik  der  drei  grossen  Mathe- 
matiker aus  der  Mitte  des  I6ten  Jahrhunderts  bleibt  uns  daher  kein  Zweifel, 
dass  wir  in  ihnen  neben  einander  das  erblicken ,  was  wir  zuletzt  als  ein 
regelmässiges  Nacheinanderauftreten  bezeichneten.  Und  so  glauben  wir 
mit  Recht  die  benutzte  Reihenfolge  einhalten  zu  können : 

Petkus  Ramus,  Michael  Stifel,  Hieronymus  Cardanus. 


XVII. 
Ueber  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren. 

Von  Emil  Kahl, 

Lieutenant  der  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  und  Chemie  an  der 

königl.  Kriegsschule  in  Dresden. 

(Fortsetzung  und  Schluss.) 


B,    Die  Untersuchungen  Duhamels  über  die  Luftschwing- 
ungen in  cylindris  che  n,  conischenRöhren  etc.,  bei  welchen 
sich  derselbe  der  Gleichungen  I)  und  II)  bedient  hat. 

Duhamel  hat  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Luftschwiugungen*) 
die  Annahme  ausgeschlossen,  dass  die  Bewegung  der  Lufttheilcben  in  glei- 
chem Sinne  erfolge;  er  musste  sich  daher  der  allgemeinen  Bewegungsgleich- 
nngen  bedienen : 

|K  , d(p  , dtp  , dcp  \  d(p 


*)  Jottm.  d.  mitlh.  pitr\  ei  appliq.  p.  LiouviUe  i.  XIV.  p.  49. 
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in  welchen  u\  v\  w  die  nach  den  Richtungen  der  Goordinatenaxen  ge- 
schätzten Componenten  der  Totalgeschwindigkeit  v  am  Orte  x,  y,  z  und  zur 
Zeit  i  bedeuten;  s  ist  die  gleichzeitig  an  demselben  Orte  stattfindende  Ver- 
dichtung und  9  eine  Function  von  x^y^z  und  t^  welche  aus  Gleichung  II), 
sowie  aus  den  gegebenen  Geschwindigkeiten  und  Verdichtungen  zu  bestim- 
men ist,  welche  dem  Gase  von  Aussen- ertheilt  wurden. 

Duhamel  beschäftigt  sich  in  der  unten  bemerkten  Abhandlung  zu- 
nächst mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  einem  Rohre 
von  der  Form  eines  Cjlinders,  dessen  Directrix  eine  beliebige  Curve  ohne 
Inflexionen  ist.  Er  nimmt  an ,  dass  man  den  Lufttheilchen  innerhalb  einer 
sehr  kleinen  Partie  Luft  im  Innern  des  Rohres  änfönglich  Verdichtungen 
und  beliebig  gerichtete  Geschwindigkeiten  ertheilt  und  hierauf  die  Luft  im 
Rohre  sich  selbst  überlassen  habe,  welches  sich  von  der  Erschütterungsstelle 
aus  nach  beiden  Seiten  hin  in^s  Unendliche  ausdehnt.  Die  mathematische 
Untersuchung  dieses  Falles  zeigt  ihm,  dass  von  der  Erschütterungsstelle 
ans  nach  beiden  Seiten  hin  Theilwellen  mit  der  Geschwindigkeit  a  des 
Schalles  in  freier  Luft  fortschreiten ,  wie  dies  in  einem  cylindrischen  Rohre 
der  Fall  sein  würde ,  in  welchem  die  Luft  anfänglich  nur  im  Sinne  der  Axe 
bewegt  wurde.  Was  die  Constitution  dieser  Theilwellen  und  die  Herleitung 
des  ganzen  Resultates  anbelangt ,  so  muss  ich  auf  die  Originalabhandlung 
verweisen ;  es  würde  den  Umfang  dieser  Abhandlung  ohne  Vortheil  für  die 
nachfolgenden  Entwickelungen  bedeutend  vermehren ,  wenn  ich  diesen  Ge- 
genstand hier  aufnehmen  wollte.  Von  hohem  Interesse  für  die  Theorie  der 
Luftschwingungen  ist  aber  die  Untersuchung  DuhameTs  über  den  Ein- 
fluss,  welchen  eine  beliebige  der  Axe  nicht  parallele  Schwingungsbewegung 
auf  die  Höhe  des  Tones  cylindrisoher ,  beiderseits  offener  Röhren  äussert, 
diese  Untersuchung  und  der  Vergleich  ihrer  Resultate  mit  der  Erfahrung 
fällt  die  nächsten  Seiten  aus. 

1.   Beliebig   gerichtete  Luftschwingungen  in  einem  beider- 
seits offenen  cylindrischen  Rohre  von  kreisförmiger  Basis. 

Das^ohr  möge  die  Länge /,  seine  Basis  den  Halbmesser  ^  besitzen, 
die  Axe  der  x  möge  mit  der  Cylinderaxe ,  der  Coordinatenanfang  mit  dem 
Mittelpunkt  der  einen  Grundfläche  zusammenfallen.  Da  die  Gleichungen  I) 
und  n)  bei  ihrer  Anwendung  zu  analytischen  Untersuchungen  immer  auf 
sehr  complicirte  Ausdrücke  führen,  hat  Duhamel  die  die  Rechnung  et- 
was vereinfachende  Annahme  gemacht,  dass  die  Bewegung  symmetrisch 
zur  Cylinderaxe  *soi ,  und  dass  die  verlängerte  Schwingungsrichtung  jedes 
Lufttheilchens  die  Axe  des  Rohres  durchschneide.  Dieser  Annahme  fol- 
gend, kann  man  in  jedem  Querschnitte  des  Rohres  die  Componenten  r'=  —- 

j 
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dm  * 

und  rv  =^  durch  eine  einzige  in  Richtung  des  Radius  ersetzen,  welche 
dz 

ich  vorläufig  mit  i  bezeichnen  will  und  welche  wegen  der  angenommenen 
Symmetrie  der  Bewegung  in  Beziehung  auf  die  Axe  des  Rohres  nur  als  eine 
Function  von  r  und  i  zu  betrachten  ist.  Um  {;  als  Function  von  q>  auszu- 
drücken ,  hat  man  zunächst  zu  berücksichtigen ,  dass : 

dy        r  *'.      dz~  r^' 

ferner,  dass  r*  =  ^  -f-  z*,  woraus  man  durch  Differenziafion  ableitet: 

rdr=sydy'^zdz. 

Entnimmt  man  aus  den  beiden  oberen  Gleichungen  die  Werthe  von  y  und  r 
und  setzt  sie  in  die  letzte  Gleichung  ein ,  so  erhält  man : 

idr  =  p^dy+.^dz. 
dy  dz 

dtp 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  identisch  mit  ^  är^  woraus  hervorgebt: 

^       dr 

Um  nun  in  Gleichung  II)  die  Variabelen  y  und  z  durch  die  Variabele 
r  allein  zu  ersetzen ,  hat  man  die  Ausdrücke : 

/ y  d^\ 

d^<p j  \'*  dr/dr y*  d*q>       z*  dg> 

dy^~    '      'd7~'Ty~  t^'Ti^^^'d^ 

d^(p \r  dr/dr 2*  d^q>       y^  dcp 

dy^  '  dr      dz       r*  '  dr*        r*  dr 

in  dieselbe  einzuführen.  Durch  diese  Operation  gelangt  man  zu  einer  neuen 
Differenzialgleichung  der  Bewegung,  welche  in  Verbindung  mit  den  vorher 
gewonnenen  Resultaten  die  Grundlage  der  nachfolgenden  Untersuchung 
bildet;  diese  Gleichungen,  von  denen  hier  ausgegangen  wird,  sind: 

Y\7T\  .      dq>         y       dtp  \  dq> 

^  dx  dr  a'  di 


^™>     !;?=«■©+ s+7^> 


Die  Annahme,  dass  die  Bewegung  symmetrisch  zur  Axe  erfolge,  er- 
fordert,  dass  jederzeit  t  =  0  sei  für  r  =  0,  Duhamel  gesellt  dieser  An- 
nahme noch  diejenige  zu,  dass  die  Wände  des  Rohres  al]|^olut  fest  seien, 
so  dass  jederzeit  f=Osei  für  r  =  ^,  oder: 

a)  für  jedes  t  ist  -~-  =  0  für  r  =  0  und  r  =  q. 

Die  Sch\vjengk(i\t  der  Aufgabe  scheint  Duhamel  Veranlassung  gegeben 
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zu  haben ,  in  Bezug  anf  den  Scbwingungsznstand  der  Luft  an  den  Enden 
der  Köhre  den  Annahmen  von  Eni  er  und  Lagrange  treu  zu  bleiben,  er 
setzt  also : 

b)  fUr  jedes  /,  -^  =  0  für  a;  =  0  und  a:  =  /. 

Duhamel  nimmt  nun  fernerweit  an,  dass  der  anfängliche  Zustand  im  Rohre 
durch  die  Gleichungen  bestimmt  sei : 

c)    <p  =  n(x,  r)  \ 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Functionen  77  und  ^  nur  für  Werthe  der 
Variabelen  gegeben  sind,  welche  zwischen  a:  =  0  unda:  =  /,  r  =  0  und 
rz=iQ  enthalten  sind. 

Icr.    Integration  der  Gleichung  X VII. 

Duhamel  sucht  zunächst   ein  particuläres  Integral  der  Gleichung 
XVII)  auf,  indem  er  setzt: 

MTobei  u  eine  Function  von  r  allein,  0  eine  Function  von  x  und  /  bedeutet. 
Die  Einführung  dieses  Werthes  in  XVII;  giebt: 

e 

dx* 

Um  die  Functionen  u  und  S  zu  trennen,  wird  u  durch  folgende  Gleichung 
bestimmt,  in  welcher  a  eine  Constante  bedeutet: 

wodurch  Gleichung  1)  ttbergeht  in: 

3)  dF^"!^-"^- 

Die  Integration  der  Gleichung  2)  kann  auf  folgendem  Wege  geschehen : 
Zur  Anf^ndung  eines  particulären  Integrals  von  2)  setzt  man : 


"=/ 


'^»rdw. 


p 

wobei  p  und  q  vor  der  Hand  unbestimmt  bleibende  Grenzen  und  V  eine  noch 
nicht  bestimmte  Function  von  lo  bedeutet.  Die  Einsetzung  dieses  Werthes 
in  3)  ergiebt : 

w«  +  -^)  e^  Fdto  +  l^e"^^  Vdo)  =0,      . 

P  P 

oder ,  nach  partieller  Integration  des  ersten  lutegtale^  \^t\^^x  Q\^\0to>a5\.^- 


/(. 
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Die  vorige  Oleichnng  wird  für  beliebige  r  nur  dann  zu  Null,  sobald  beide 
Glieder  derselben  für  sich  Null  werden ,  man  muss  demnach  haben : 

«r=(»«+-r)- 2a)r=0, 

\  aV  den 

woraus  sich  ergiebt: 

4)  F  = 


y^ 


Zur  Bestimmung  der  Grenzen  p  und  g  hat  man  nun  die  Gleichung: 

m=q 

5)  1/   "*+-"? -Vj^®- 

Berücksichtigt  man  nun ,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung : 


/^ 


«=  — OD,   CD  ±=  +  ~l^ — 1  =  —I  und  0)  = 1  sind,   so  erkennt  man 

'  a'^  a  a 

leicht,  dass  man  der  Gleichung  5)  gentigen  würde,  indem  man  etwa  an- 

nimmt,  dass  p  = 1  und  g  =  H «  sei,  so  dass  man  das  Integral: 

a  a 


—  i 
a 


"=/- 


erm 

-dio 


als  particuläres  Integral  der  Gleichung  2)  ansehen  kann.    Die  Substitution 

(o  = i cos  ß  würde  dasselbe  umwandeln  in: 

a 


i.  I  e     a  *'"''''*P  dß=  I  (f  cos   —rcosß    +  sin    —rcosß  \)dß 

0  0  "  " 

Der  Werth  des  zweiten  Theiles  vom  letzten  Integrale  lässt  sich  leicht  durch 
Zerlegung  in  zwei  Integrale  ermitteln,  indem  man  setzt: 

jj  TT  ^ 

/  sin    ^  r  cos  ß^  d^  =  /  sin  f  —  cos  ßjdß  +  1  sin  (—  cos  ßj  dß 

0  0  ^ 


=  Csin (^cosß)dß—  (sin (^  cos ß\  dß^ o 


0  0 
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und  man  kann  demnach  mit  Weglassnng  des  Factors  t  das  erste  particuläro 
Integral  der  Gleichung  2)  in  der  Form  aufstellen: 

6)  u=:s  I cost—rcosßidß. 

0 
Um  das  zweite  particuläro  Integral  von  2)  zu  finden,  kann  man ,  wie  es  bei 
dieser  Art  von  Differenzialgleichungen  wohl  zu  geschehen  pflegt,  bei  dem- 
selben die  Form  voraussetzen : 


u  =  I  cos  l  —  cos  10  )  hg  (r  W)  d<Oj 


wobei  IV  eine  noch  unbestimmte  Function  von  od  bedeutet.    Setzt  man  ti  in 
die  Gleichung  2)  ein,  so  erhält  man: 

n 

^  I  sir^m.cosl^rcoseDflogrWdto 

n 

—  /  — ^«n(  — rcoÄ»)  |2  + %rfr|  rfw  =  0. 

Das  erste  Integral  der  vorigen  Gleichung  ist  bei  Anwendung  der  partiellen 
Integration  folgender  Umformung  fähig: 

—  1  sin  CD  log  (r  W) .  —  sin  to  cos  ( —  cos  mjäm 

0 

n 

=  —  /«»(  —  cosmjAsinm-^  +  cosmlogrJV}  rfw, 
U 
man  kann  daher  anstatt  der  Bedingungsgleichung  für  W  schreiben : 

I  sinl —  cos  a>  j  j^titio  -rr^  —  2co5o>|  dm  =  0. 
0 
Diese  Bedingung  wird  für  beliebige  r  erfüllt ,  sobald : 

-— -  =  2co/a  .  aa,  oder: 

fr 

W  ==  sin*  CO. 

Das  zweite  particuläre  Integral  besitzt  somit  die  Form : 

n 

u=  I  cos l  —  cos 09  j log (r  sin* ca)  den 
0 
and  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2)  ist: 
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7)  u  =  M  Icosy  —  cosmj  dm  +  N  j cosi  —  co9  n\log{r  s%n^m)dfxi^ 
0  0 

wobei  M  und  N  Constante  bedeuten.   Man  erhHlt  aus  Nr.  7) : 

n 

du  Ma  /*.   /ar         \ 

-t- = I  sm[ — cos (a  )  cos  99  d m 

dr  (i  J       \a  / 

0 

n 

/  sin  ( —  cos  09 1  cos  m  log  (r  sin^ «)  dta 

0 

H IcosK — cosfa\  dm. 

Da  nun  dieser  Ausdruck  Null  sein  muss  für  r  =  0  (s.  Gleichung  a),  so  mnss 

du 
iV  =  0  sein,  weil  ausserdem  -r-  für  r  =  0  unendlich  gross  werden  würde, 

die  Gleichung  7)  zieht  sich  demnach  auf  ihr  erstes  Glied  zurück;  damit 

—  =  0  werde  für  r  =  p  muss  man  haben : 
dr 


t  j sinl—  COS  a)cosmdm=iO 


a 

0 

oder,  wie  man  durch  partielle  Integration  findet: 

n 

8)  a*  1  cos  l  —  cos  OD  j  sin^m  dm  =  0. 

0 
Um  irgend  einen  Werth  von  u  zu  finden,  welcher  der  Gleichung  a)  genügt, 
hat  man  demnach  aus  Gleichung  8)  irgend  einen  Werth  von  o  zu  entneh- 
men und  in  6)  einzusetzen.  Man  wird  bemerken,  dass,  wenn  -|-  o  eine 
Wurzel  der  Gleichung  8)  ist,  —  a  ebenfalls  die  Gleichung  8)  befriedigt,  so- 
wie, dass  man  aus  Nr.  6)  denselben  Werth  von  u  enthält,  gleichviel,  ob 
man  die  Wurzel  -f-  a  oder  —  «in  dieselbe  einführt ,  man  wird  sich  dem- 
nach auf  die  positiven  Wurzeln  von  Nr.  8)  beschränken  können,  wenn  man 
mit  Hülfe  von  Nr.  6)  Werthe  von  u  aufsucht. 

Um  ein  particuläres  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung  3)  zo 
finden,  kann  man  den  Werth  S=  e"**"^"'  versuchsweise  in  dieselbe  ein- 
setzen, man  findet,  dass  dieser  Werth  der  Gleichung  3)  genügt,   sobald 

«  =  +  }/a^  m*  — ^*  ist.    Nimmt  man  an ,  es  sei  m  =  ^  (i  j/ —  1 ,  so  ist  ent- 
sprechend w  =  +  j/ —  1  .  j/a*fi^  -{-  a*  und  man  findet  durch  Umsetzung  der 

Exponentialgrössen  ei'*'^  und  e±*'^^^^*^^  in  trigonometrische  Functio- 
nen leicht,  dass  man  particuläre  Integrale  von  3)  erhält,  indem  man  einen 
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der  Ausdrücke  cos  fiXj  sin  fix  mit  einem  der  Aasdrücke  cos  (j/ä^(i*  +  o*  .  ^) 

oder  sin  (^a*f4*  +  o*  .  t)  multipliciH;.  Man  kann  demnach  auch  folgenden 
Ausdruck  als  particuläres  Integral  von  3)  ansehen : 

e  =  (^  sin  fix+  B  cos  fnx)  {M  tos  ^/aV«  +  a»  +  iV5i>i/^a*fi«  +  a») , 

in  welchem  Aj  By  Mj  N^  ^  constante  Grössen  hedeuten.  Damit  dieser  Aus- 
druck den  Bedingungen: 

-7^  =  0,   für  a:  =  0  und  x=l 
dt  ' 

genüge,  muss   auch  für   dieselben   Specialwerthc  der  Variabclen  -— =0 

sein ,  es  muss  also  ^  =  0  und  fi  =  —  sein,  wobei  es  genügt,  für  n  eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  zu  nehmen.  Ein  particuläres  Integral  der 
Gleichung  3) ,  welches  dem  Zustand  der  Luft  an  den  Enden  der  Eöhre  an- 
gepasst  ist,  ist  demnach: 

Ein  allgemeineres  Integral  der  Gleichung  3)  würde  man  erhalten,  indem 
man  in  Gleichung  9)  für  ein  und  dasselbe  a  =  crmi  dem  n  alle  Werthe  von 
w  =  1  bis  n  =  00  ertheilt,  dabei  für  jedes  n  den  Constanten  M  und  N  be- 
sondere Werthe  giebt  und  dann  die  erhaltenen  Ausdrücke  durch  Addition 
vereinigt,  man  gelangt  dann  zu  dem  Ausdrucke: 


1 


0)  S=£sin—^{Mn  costy  -—-+am*  +  N„stnlJ/  _^  +  flf^»^ 

Um  nun  endlich  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  XVII)  zu  er- 
halten, hätte  man  zu  berücksichtigen,  dass  g>  =  uß  gesetzt  wurde;  bezeich- 
net man  mit  u^  den  Werth  von  ti,  welcher  der  m*^  Wurzel  0«,  der  Beding- 
ungsgleichung 8),  entspricht,  so  könnte  man  als  particuläres  Integral  der 
Gleichung  XVII)  folgenden  Ausdruck  ansehen : 

11)  g>  =  w«2:m-y- j  ;if„  cos  ty  —^i-'  +  a^^  +  NnSinty  — — +«^»| 

Setzt  man  nun  in  Gleichung  II)  nach  und  nach  für  er«,  alle  positiven  Wur- 
zeln der  Gleichung  8)  ein  und  addirt  die  erhaltenen  Ausdrücke,  so  gelangt 
man  zu  dem  allgemeinen  Integrale:  - 

XVIII)  tp  —  Zu^  Ssin---<MnCOSiy  —^+aj +  NnSiniy  — -  +  a««J 

Iß.    Bestimmung  der  Coefficienten  3/ und  iVaus  den  Be- 
dingungen des  Anfangszustandes. 

Der  Ausdruck  Nr.  XVIII.  muss  den  Bedingungen  des  Anfangsznstan- 
des angepasst  werden,  d.  h.  die  Constanten  M  und  N  sind  so  zu  bestimmen, 
dass  derselbe  den  Gleichungen  c)  und  d)  genügt,  man  muss  also  haben : 
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12) 


ia=OD  11=00      M^/M 

nnx 


£u^£Mn  sin  —-  =  n(x,  r), 

W=:l   11=1  * 


13)         £u^£N^     T/—^^aJ.8m——=^(x,r). 
»1=1  n  =  l    r  r  I 

Berücksichtigt  man,  dass  in  den  Gleichungen  13)  und  13)  jedes  u^  mit  einem 

Factor  multiplicirt  ist,  welcher  x  enthält  und  verschieden  ist  je  nach  dem 

Wcrthe  von  ixm,  dem  er  zngehört,  so  sieht  man,  dass  man  für  die  letzten 

Gleichungen  auch  schreiben  kann: 

m=ao 
n(x,  r)  =  Zu^Fm  (^,a«)  =  +  UiFt  (j?,a,)  +  u^F^{x,  «,)  +  .... 

14);  '"^^ 

^   ^  fll=O0 

i»  =  l 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  zunächst  irgend  eine  der  Functionen 
Fm{x,  am)  und  fm{x,  #»)  bestimmen,  indem  man  jede  Gleichung  mit  Ui^rdr 
multiplicirt  und  hierauf  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrirt;  hierbei 
verschwinden  nämlich  die  Integrale: 

Q 

UmUnrdr 

0 

jedesmal,  sobald  m  und  n  verschiedene  Werthe  besitzen,  während  hingegen 
das  Integral : 

^  ujrdr 
0 
stets  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

Der  Beweis  des  eben  Behaupteten  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Differenzial- 
gleichung  2)  führen.    Man  erhält  mit  Hülfe  derselben  zunächst : 


I 


Umrdr  = -[r  — -—  +  — —  )dr  — ii-  d  .  -— —  dr 

«'  \      dr*  dr  /  ä*  dr 


0  r  =  0. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  jedes  u„,  der  Bedingung  — !^r=o  für  r  =  0 

dr 

und  r  =  ^  angepasst  ist,  so  erkennt  man,  dass: 

Hmrdr=zO. 
0 
Durch  partiolle  Integration  von : 


/ 
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UmUnrdr 
kann  man  nun  sowohl  erhalten : 


/• 


als  auch: 


oder: 


JR  Jf 


/o*    /*  dUm  du^ 
ö*    /    du^  dUn 


0  u 

Die  eben  aufgestellten  Gleichungen  können  bei  yerschiedenen  m  nud  n  nur 

bestehen,  sobald: 

dUpt  dun  ^ 
r  —^  -p=  dr  =  0, 


mithin  auch: 


J^  dr     dr 
0 


Dahingegen  kann : 


0 


/ 


rUf^  dr 


nicht  Null  werden,  weilrtiM*  innerhalb^es  IntervallesO  und  p  stets  positiv  bleibt. 
Durch  das  Vorhergehende  habe  ich  das  von  Duhamel  nur  angedeu- 
tete Verfahren  zur  Auffindung  der  Goefficienten  ^«,(0;,  0^)  nnd  fmi^^Om) 
hinsichtlich  seiner  Grundlagen  erörtert  und  komme  nun  zu  einem  wichtigen 
Punkte,  zur  Frage  über  die  Convergenz  der  Reihen  14).  Berücksichtigt 
man,  dass  die  Anwendung  des  Duhamel^ sehen  Verfahreiis  zu  den  Wer- 
then  fuhrt :  /  ^ 

fn{XjY)u^ydy 


Fm{x,am)  =  - 


15) 


9 
fyup!dy 

0 


9 

f^{x,y)u^ydy 


9 

fy^m  dy 

0 
Z0H§ehrin  f.MBthemaiiku,Phy\k,  II.  % 
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so  erkennt  man,  dass  die  allgemeinen  Glieder  der  Reihen  14)  Brüche  sind, 
deren  Zähler  Prodncte  eines  einfachen  nnd  Doppelintegrales  sind ,  und  de- 
ren Nenner  ein  dreifaches  transcendentes  Integral  ist.  Aus  diesem  Gründe 
möchte  es  sehr  schwer  fallen,  nachzuweisen,  in  welchen  Fällen  die  Summe 
beider  Reihen  wirklich  mit -den  Functionen  n{x^r)  und  ^(ar,  r)  identisch 
ist.  D  uh  am  el  übergeht  diese  Frage  gänzlich  und  meinen  eigenen  Bemühun- 
gen ist  es  nicht  gelungen ,  im  yorliegenden  Falle  die  Conyergenz  der  Rei- 
hen 14)  zu  entscheiden.  Für  die  gegenwärtige  Untersuchung  bleibt  daher 
nichts  Anderes  zu  thun  übrig ,  als  eine  solche  Beschaffenheit  der  Functio- 
nen n(Xj  r)  und  9(a;,  r)  vorauszusetzen,  dass  sich  die  Reihen  14)  auf  eine 
endliche  Anzahl  von  Gliedern  beschränken,  man  ist  dann  sicher,  keine  fal- 
schen Schlüsse  zu  machen. 

Hat  man  nun  für /'«„(o:,  o«,)  und/M(a:,  a^^  aus  passend  gewählten  n{x,r) 
und  ^(x^r)  Functionen  erhalten,  welche  innerhalb  der  Grenzen  0  und  / 
endlich  und  stetig  sind ,  so  ergiebt  hierauf  die  Bestimmung  der  Coefficien- 
ten  M  und  Ni 


l 


16) 


9 

fY'Ujdy 
0 

l 

fiir  fi 

dß 


^n  = /    -    ■    ,  I  fm(ß,  «m)  •  SM  -^- 

^        ,       '  fsin'^äß'- 


fnß.Y)^'^7'^Y 


9 
fyiim^dy 
0 


ly.    Einfluss  der  Schwingungen,  deren  Richtung  der  Axe  des 
Cy  lind  er  s  nicht  parallel  ist,  auf  die  Tonhöhe. 

Dem  bisherigen  Gange  der  Untersuchung  scheint  es  am  angemessen- 
sten zu  sein,  die  Eigenschaften  der  Schwingungen  für. den  Fall  zu  unter- 
suchen ,  in  welchem  vermöge  der  Beschaffenheit  des  Anfangszustandes  die 
Gleichung  XVIII)  nur  eine  einzige  Wurzel  c«  der  Gleichung  8)  enthält. 

Soll  in  Gleichung  XVIII)  nur  die  Wurzel  »„  =  0  der  Gleichung  8)  vor- 
kommen ,  so  rauss  man  haben : 


Von  E.  Kahl.  387 

J7  {Xy  r)  =  UoFo{x,  0)  =  «Fo(^.  <>) 
W  {x,  r)  =  u^  /i  (o:,  O)  =  tt  /o  (a:,  O) , 

d.  h.  der  Anfangszastand  mass  von  r  unabhängig  sein ,  die  Schwingungen 
müssen  also  parallel  zur  Axe  des  Cylinders  erfolgen.  Man  erhält  in  diesem 

Falle : 

i      • 

0 


0 
und  demnach : 


"■-^/■'^f'A^'f- 


^^^  nnxf  ^         annt    ,    ^     .    anni\ 
9o  =  -Swi-y-l  i«f„co*— ^ —  +  N^stn— — l 

2/ 
Die  Schwingungsdauer  beträgt  somit  — ,  wobei  die  Grösse  der  ganzen 

Zahl  n  von  der  Natur  der  Functionen  17  und  W  abhängt. 

Zur  Auffindung  von  a^  und  ti|  kann  man  sich  der  unendlichen  Reihen 
bedienen ,  in  welche  man  die  Ausdrücke  8)  und  6)  auf  folgende  Weise  ver- 
wandeln kann.    Man  zerlegt  zunächst  jedes  der  beiden  genannten  Integrale 

in  zwei  mit  den  Grenzen  0  und  — ,  rr  ^uid  n  und  findet  hierauf  durch  Zu- 

2     2 

rüekführung  des  zweiten  auf  die  Grenzen  0  und  -— : 

6)  I cos  l  —  r  cos  m  ]  dm  =^  2  1  cosl  —  r  cos  mjda 


0  0 


n 
3 


8)  «■  / cos  ( ~  Qcos  aj  sin*  mdm  =  Sc*  j  cosi  —  q  cos  w j  siv?  fodm  =  0, 
0  0 

Setzt  man  nun  rechter  Hand  unter  dem  Integralzeichen : 

(I  —  r  COÄ  a  )       [  —  rcosmj 
CC                      \           ,           ^«                      /       .     ^^         L  -1- 

-rco.«j  =  l — +    ^,a.3.4 +•••• 

und  integrirt  hierauf,  so  hat  man  nur  zu  berücksichtigen ,  dass : 
/*      «     j  .,/-iX*  +  4)        1.3.5 (2*  — 1)    1 

f 

r   a*      • ,  ^      r(|) . r(k  +  4)      i.3.5....(a<:  — 1)     i     »t 


26» 
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'•-'%^*/VN*>^ÄÄ^^^N, 


Man  erhält  hierauf: 


(fO'.dO'  (!')• 


8)  t?J  cos  y—  Q  cos  mj  stnFada=—il ^—  .|  +  a».4f  i 


Die  Entstehnngsart  dieser  Reihen  giebt  zu  erkennen,  dass  sie  uneinge- 
schränkt für  alle  Werthe  der  Variabelen  r  oder  q  Geltung  besitzen. 

Aus  der  letzten  Gleichung  findet  man  nun  für  den  Werth  des  Integrales: 


—  r  cosl—QCOsmjsin^todto^ 


0 


welches  wir  kurz  mit  P bezeichnen  wollen,  folgendes: 

Für  «  =  0  ist     P  =  0,50 


a 


a  =  0,5  .  — 
9 

19 

P  =  0,48 

«       1    .    " 
Q 

»> 

1>  =  0,44 

a 
a  =  1,5  .  — 

Q 

n 

P  —  0,37 

«       2    .    « 
Q 

»j 

P  —  0,29 

a 
a  =  2,5  .  — 

Q 

n 

1>  =  0,20 

a  =  3    .    — 
Q 

») 

P  =  0,ll 

a  =  3,8295 . 

a 
Q 

>> 

-P  =  0,00 

a 


Es  ist  demnach  «^  =  3,8295  —  die  zweite  Wurzel,  welche  die  Gleichung  8) 

Q 
zu  Null  macht. 

Soll  in  Gleichung  XVIII)  nur  die  Wurzel  oi  vorkommen ,  so  müssen 
die  Functionen,  durch  welche  der  Anfangszustand  bestimmt  wird,  die  Form 
besitzen : 

n  {x,  r)  =  w,  F,  (x,  «t) 

demnach  aus  Factoten  bestehen,  von  welchen  der  eine: 
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Ui=z  I  cos  li 


3,8S95 .  —  co8(o]d(o 


eine  bereits  bestimmte  Function  von  r  allein  ist,  während  die  andern  bei- 
den Functionen  von  x  allein  sind,  bei  deren  Wahl  man  die  Gleichungen  (), 
c)  und  d)  zu  berücksichtigen  hat. 

Einen  der  einfachsten  Fälle  würde  man  vor  sich  haben,  wenn  man  die 
Functionen  F|  und  fi  so  bestimmte,  dass  sich  dadurch  die  Doppelreihe  XVIU) 
auf  ein  einziges  Glied  zurückzöge.    Setzt  man  z.  B. : 

n  {Xj  r)  =  Aui .  sin  — - 


3* 

=  A  sin  — -  I  CO«. (3,8395  .  —  cosa)d(o 
0 ^ 

^B.j/^+  (5,8295  ^y  .u,.sin^ 


~B  •  2/   -Tt~  +  (3>8295- j  .  «Vi ^  /  cos  (3,8295—  cos  »  j  da, 

wobei  A  und  B  Constante  bedeuten,  so  erhält  man: 

n 

/cos  (  3,8295 —  cos  m)  dm 

X  {  ^  CO»  <  j/f^+(ijBi%-y+  B  sin  tj/"^  +  (s,8295  -)* ! 

Die  Schwingangsdauer  beträgt  im  vorliegenden  Falle: 

in 


daher  ist  die  Schwingungsmenge : 

Man  erkennt  sehr  leicht,  dass  diese  Schwingungsmenge  dem  tiefsten  ein-* 
fachen  Tone  entsprechen  müsse ,  welcher  überhaupt  beim  Mitwirken  radia- 
ler Schwingungen  vorkommen  kann,   denn  nimmt  man  statt  der  Wurzel 

0|  =  38295  —  eine  grössere  Wurzel  Om  der  Gleichung  8) ,  so   erhält  man 

eine  grössere  Schwingungsmenge,  als  die  oben  angegebene ;  eben  so  würde 
dem  Anfangszustande : 
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nnx 


n  (ar,  r)  =  Au^  sm  — - 

^f(x,  r)  =  B.u,j/^  +  (sfim^\  sin .  ^ 
die  Schwingungsmenge : 

2« 

also  eine  viel  grössere ,  als  die  oben  erhaltene  entsprechen. 

Es  ist  nun  leicht  zu  übersehen,  dass  sich  die  Töne,  welche  bei  Mit- 
wirkung radialer  Bewegung  entstehen,  durch  ihre  bedeutende  Höhe  von  de- 
nen unterscheiden,  welche  den  parallel  zur  Axe  der  Röhren  stattfindenden 
Luftschwingungen  ihre  Entstehung  zu  yerdanken  haben;  denn  während  die 

Schwingungsmenge  des  Orundtones  bei  letzteren  —  ist,  beträgt  sie  bei  er- 
steren : 


y'.fM'^d'  Y, 


2«  2/f  \     n     /  \Q/ 

welcher  Ausdruck  in  den  gewöhnlich  vorkomoienden  Fällen,  in  denen  das 

Verhältniss  —  ziemlich  bedeutend  ist,  stets  einen  sehr  grossen  Werth  för 

Q 
die  Schwingungsdauer  liefert. 

Das  eben  ausgesprochene  Resultat  hat  Duhamel  nur  durch  nähere 
Betrachtung  der  einfachen  Töne  gefunden,  d.  h.  derjenigen,  welche  einem 
einzigen  Gliede  der  Doppelreihe  XVIJLI)  entsprechen,  auf  die  Fälle,  in 
welchen  die  Töne  der  Summe  einer  Anzahl  von  Gliedern  des  Ausdruckes 
XVIII)  entsprechen,  hat  Duhamel  seine  Untersuchungen  nicht  erstreckt. 

lö.  Vergleich  der  erhaltenen  Resultate  mit  der  Erfahrung. 

Die  Länge  der  Halbwelle  des  Orundtones,  welcher  bei  der  Mitwirkung 
radialer  Schwingungen  entstehen  könnte ,  ist  dem  Vorigen  zufolge : 

*und  würde  demnach  z.  B.  bei  einem  200""*  laugen  Rohre  von  IC"'*  innerem 
Durchmesser: 

200 
48,77  —*''"' 

botragen,  während  Zammincr  bei  seinen  Versuchen  die  Lfinge  der  llalb- 
>veJJe  des  Grundtones  eines  derartigen  Rohres  207,6'" **  fand. 

Dergleichen  ausserordentlich  grosse  I>\ÄeT<iTvi.^Tv  'LVivsiiUen  den  beob- 
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achteten  Halbwellen  der  Töne  und  den  fUr  radiale  Schwingungen  berech- 
neten, könnte  man  bei  allen  bis  jetzt  bekannten  Versuchen  über  tönende 
Köbren  nachweisen. 

Die  Annahme  von  Schwingungen ,  welche  der  Axe  der  Cylinder  pa- 
rallel sind ,  führt,  wie  bekannt  ist,  zu  einer  weit  grösseren,  wenn  auch  noch 
nicht  vollständigen  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  so  dass  man  wohl 
annehmen  darf,  dass  die  Töne,  welche  man  für  gewöhnlich  an  cylindri- 
schen  Röhren  beobachtet,  nur  solchen  Schwingungen  ihre  Existenz  ver- 
danken, welche  der  Axe  der  Röhren  parallel  sind.  Töne  von  der  Höhe,  wie 
sie  die  Theorie  bei  Mitwirkung  radialer  Schwingungen  angiebt,  sind  noch 
von  Niemand  beobachtet  worden. 

%   Schwingungsbewegung  der  Luft  in  einem  beiderseits 
offenen  Rohre  von  rechteckiger  Basis. 

Die  Seitenflächen  des  Rohres  mögen  rechtwinkelig  auf  den  Grund- 
flächen desselben  stehen  und  die  Grundflächen  des  Rohres  im  Lichten  Sei- 
ten von  der  Länge  2m  und  2it  besitzen,  die  Länge  des  Rohres  sei  /.  Die 
Axe  des  Rohres  möge  mit  der  x-Axe  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
sjstemes  zusammenfallen,  dessen  Anfang  in  die  Mitte  der  einen  Grundfläche 
fkllt,  die  y'  und  2- Axe  sei  den  Seiten  m  und  n  der  Grundfläche  parallel. 

Ausser  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  I)  und  II)  sind  bei  der 
Untersuchung  des  vorliegenden  Falles  noch  folgende  Bedingungen  zu  be- 
rücksichtigen : 

17)  r'  =  ^  =  0  füry=  +  m 

^  dy  — 

18)  «;'  =  4^  =  0  für  z= +  /i 

^  dz  — 

19)  1??  =  0  für  or  =  0  uud  x=l. 

'  di 

Die  Gleichungen  17)  und  18)  enthalten  die  Annahme,  dass  die  Wände 
des  Rohres  absolut  fest  seien,  während  Nr.  19)  die  Euler'sche  Hülfsan- 
nahme  ausdrückt,  dass  die  Verdichtung  der  Luft  an  den  Enden  des  Rohres 
beständig  Null  sei.  Wie  bei  den  cylindrischen  Röhren  ist  letztere  Hypo- 
these jedenfalls  nur  deswegen  von  Duhamel  zu  Grunde  gelegt  worden, 
weil  die  Rechnung  dadurch  bedeutend  vereinfacht  wird. 

Duhamel  hat  nur  das  Resultat  angegeben,  zu  welchem  ihn  die  Un- 
tersuchung des  vorliegenden  Falles  geführt  hat,  man  kann  zu  demselben, 
wie  ich  mich  überzeugt  habe,  auch  auf  den  im  Folgenden  betretenen  Wege 
gelangen. 

9o.  Aufsuchung  einesparticulären  Integrales  der  Gleichung  11. 
Um  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  II)  zu  finden,  welches  den 
Bedingungsgleichungen  17),  18)  und  19)  genügt,  setzten  wir  voraus,  dass  9 
die  Form  besitze: 
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wobei 


IT 
I» 


X  eine  Function  von  x  allein, 


1» 


I) 


»» 


»1 
1» 
1» 


»    2^ 

z 


»» 


»» 


i 


»1 


bedeuten  möge.    Führt  man  obigen  Werth  von  9  in  die  Gleichung  II)  ein, 
80  erhält  man: 

1   i  ^—1  ^4.1  ^^i   ^ 


20) 


Der  Gleichung  20)  wird  nur  Genüge  geleistet,  sobald  folgende  Beziehungen 
stattfinden : 

1    1   d«r 


21) 


=  —  K^ 


Y'du' 
1  ,  d«Z  _ 

'z''dF  —  ~^' 

wobei  k,  X^^  Xf,  X^  beliebige  Constanten  sind,  welche  nur  an  die  Be- 
dingung : 

k^X,+X,+X, 

gebunden  sind.  Nehmen  wir  an,  diese  Constanten  seien  negativ,  so  würde 
die  Integration  der  Gleichung  21)  auf  Ausdrücke  für  X,  Y,  Z  und  T  führen, 
welche  sich  den  Gleichungen  17),  18)  und  19)  nicht  anpassen  lassen,  die 
Constanten  Ar,  ifj,  X^,  X^  sind  daher  als  positiv  zu  betrachten.  Die  Integra- 
tion der  Gleichungen  21)  liefert  nun : 

T  =;=  A  cos a}/T .  t  +  Bsinaj/T .i 
X=Pi  cosj/Yt.x  +O1  sinj/W^,x 
r=P^cosj/%.y  +  OtSin'/Xi.y 
Z  =  P^cos/X^.z  +  QzSin/Xs.z, 

wobei  A,  B,  P^^  P^,  P^^  (j^^  Q^^  Q^  Constante  sind. 

Den  Gleichungen  17),  18)  und  19)  zufolge  muss  man  haben: 

=  0  für  y  =  +  m 

dZ 

--  =  0  für  z  =  +  n 

dz  — 

X  =  0  für  a:  =  0  und  o:  =  /. 
Man  genügt  den  vorigen  Bcdingungsgleichungen ,  sobald  man  setzt: 


22) 
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Qf  =  0,  iTt  =  ^T"  (^  ^^^^  beliebige  ganze  positive^Zabl) 
0»  =  0,  il^3  =  — 5"  (r  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl) 

jPi  =0,  Ä'j  =  -— j-  (p  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl). 
Die  Constante  k  erhält  demnach  den  Werth : 

Setzt  man  nun  die  erhaltenen  Werthe  für  die  Constanten  in  Nr.  22)  ein 
und  bildet  hierauf  den  entsprechenden  Werth  von  q> ,  so  erhält  man ,  wenn 
man  zugleich  die  überflüssigen  Constanten  unterdrückt : 

YY\            -•  P^^         9ny         mz  ( ^  .        ^t/p*   t    ^   l    ^ 
XX)  9==5in^-- — .cos^—^.co8 {Msmnail/  tt  +  "T"  +  -T 


^-"""/?+?+?}- 


Man  könnte  ein  allgemeineres  Integral  der  Gleichung  11)  dadurch  bilden, 
dass  man  den  Constanten  p^  q^r  alle  möglichen  zwischen  0  und  oo  gele- 
genen Werthe  ertheilt,  für  verschiedene  Werthe  von/»,  g,  r  auch  den  M  und 
N  verschiedene  Grösse  giebt  und  die  dadurch  erhaltenen  Ausdrücke  von  9 
addirt,  wobei  man  nur  Sorge  zu  tragen  hätte,  dass  diese  Summe  nicht  un- 
endlich gross  ausfällt.  Man  würde  jedenfalls  hierbei  untersuchen  müssen, 
in  welchen  besonderen  Fällen  das  so  erhaltene  allgemeine  Integral  von  11) 
eine  regelmässige  Wiederkehr  desselben  Bewegungszustandes  im  fiohre 
andeutet.  Endlich  würde  die  Frage  zu  erörtern  sein,  welche  Beschaffenheit 
die  anfänglich  der  Luft  im  Rohre  mitgetheilte  Bewegung  haben  müsse ,  da- 
mit tönende  Schwingungen  entstehen.  Alle  diese  Fragen  lassen  wir,  wie 
Duhamel,  unerörtert  und  halten  uns  nur  an  das  particuläre  Integral  XX), 
welches  auf  eine  regelmässige  Wiederkehr  desselben  Bewegungszustandes 
hinweist  und  für  welchen  sich  leieht  die  Beschaffenheit  der  ursprünglichen 
Erschütterung  auffinden  lässt,  welche  denselben  zur  Folge  hat. 

2/3.  Einfluss  der  Schwingungen,  welche  der  Axe  des  Rohres 
nicht  parallel  sind,  auf  die  Schwingungsmeuge. 

'  Sobald  die  ursprüngliche  Erschütterung  von  der  Beschaffenheit  ist, 
dass  der  Schwingungszustand  im  Rohre  durch  die  Gleichung  XX)  reprä- 
sentirt  wird,  so  ist  die  Schwingungsmenge  des  etwa  entstehenden  Tones: 


2-i^  i-P"  7/,+  «*    'V^    '' 


wobei  p,  9)  r  dem  Früheren  gemäss  positive  ganze  Zahlep  bedeuten.     Ist 
g  =±=  r  =  0,  so  geschehen  die   Schwingungen  parallel  zur  Axe   und  die 
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Schwingungsm^nge  ist  — .  Den  tiefsten  Ton,  welcher  von  Gleichung  XX) 

angezeigt  wird ,  wenn  die  Geschwindigkeiten  v  und  w  nicht  Null  siud ,  er- 
hält man ,  indem  man  p  =  ^  =  r  =  1  setzt ;  seine  Schwingungsmenge 
beträgt :  


^/^+?+? 


während  die  Halbwelle  desselben  die  Länge: 

\ 


V 


besitzt.  Uan  erkennt  aus  dem  Vorigen,  dass  sehr  hohe  Töne  zunr Vorschein 

kommen  müssen,  wenn  die  Verhältnisse  —  und  ~,  wie  bei  den  Pfeifen 

m  n 

mit  vorwiegender  Längsdimension ,  einigermassen  gross  sind  und  wenn  die 
Schwingungen  nicht  einzig  und  allein  der  Länge  des  Rohres  parallel  sind. 
Bei  einem  Rohre  z.  B.,  welches  quadratische  Basis  hat  und  bei  welchem 
sich  die  Breite  zur  Länge  wie  1  zu  10  verhält,  würde  die  Schwingungs- 
menge      .38,28  sein,  während  ihr  Betrag  bei  parallelen  Schwingungen  nur 

2/.  Vergleich  der  erhaltenen  Resultate  mit  der  Erfahrung. 

Bei  nicht  parallelen  Schwingungen  liegt  der  durch  die  Theorie  ange- 
gebene Ton  in  Röhren  von  vorwiegender  Längendimension  so  hoch  über 
den  wirklich  beobachteten  Tönen,  dass  man  wobl  annehmen  muss,  dass  die 
letzteren  nur  solchen  Schwingungen  ihr  Dasein  verdanken,  welche  der  Axe 
der  Röhren  parallel  sind.  Dieser  Schluss  wird  übrigens  durch  die  That- 
Sache  gerechtfertigt,  dass  die  beobachteten  Töne  denjenigen  sehr  nahe- lie- 
gen, welche  die  Theorie  für  Schwingungen  angiebt,  welche  der  Axe  des 
Rohres  parallel  vor  sich  gehen. 

Die  Schwingungsmenge  i  (23),  welche  bei  nicht  parallelen  Schwingun- 
gen stattfindet,  geht  für  ein  Rohr,  dessen  Dimensionen  l\  m\  n  sind,  über  in: 


i-r-P 


2/7'        •  m*  p'  ■  n»   p' 
Die  Schwingangstnengen  t  und  t"  würden  in  das  Verhältniss  treten: 

.     .,        11 

V        l  V      l 

sobald  — 7  =  —  und  -7=—,   d.  h.   wenn  die  beiden  Rohre   ähnlich   sind. 
mm  n        n 

Dies  stimmt  mit  dem  von  Savart  ausgesprochenen  allgemeinen  Gesetze 
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überein,  dass  die  Loftachwingungen  in  ähnlichen  Bänmen  Töne  hervorbrin- 
gen ,  deren  Schwingnngsdaner  homologen  Dimensionen  der  Körper  propor- 
tional sind. 

S.  Schwingungen  der  Luft  in  einem  Rohre,  welches  durch 
vier  Ebenen  gebildet  wird,  von  denen  zwei  parallel  sind. 

Das  Rohr  wird  durch  zwei  sich  schneidende  Ebenen  und  durch  zwei 
parallele  Ebenen  gebildet ,  welche  letzteren  einen  rechten  Winkel  mit  dem 
Durchschnitt  der  beiden  ersteren  einschliessen ,  die  Enden  des  Jlohres  sind 
Gylinderflächen ,  deren  gemeinschaftliche  Axe  ebenfalls  der  Durchschnitt 
der  erstgenanDten  Ebenen  ist.  Duhamel  legt  seinen  Untersuchungen 
dieses  Falles  die  vereinfachende  Annahme  zu  Grunde,  dass  Geschwindig- 
keit und  Verdichtung  in  allen  Funkten  einer  Gylinderfläche  dieselbe  sei, 
deren  Axe  der  Durchschnitt  der  beiden  sich  schneidenden  Ebenen  ist  und 
dass  die  Bewegung  nur  im  Sinne  des  Radius  dieser  Cy linderfläche  erfolge. 
Er  gelangt  dadurch  zu  dem  Resultate,  dass  Grundton  und  Obertöne  bei 
beiderseits  offenen  oder  einerseits  geschlossenen  Röhren  nicht  in  einem  ein- 
fachen harmonischen  Verhältnisse  stehen.  Was  den  UntersuchuDgsgang 
und  das  Nähere  der  Resultate  anbelangt,  so  bitte  ich,  die  Originalabhand- 
lung*) nachzusehen,  der  Umstand,  dass  experimentelle  Untersuchungen 
zur  Prüfung  der  theoretischen  Resultate  in  vorliegendem  Falle  nicht  zu  Ge- 
bote stehen,  hat  mich  veranlasst,  hier  nicht  weiter  auf  den  Gegenstand  ein- 
zugehen. 

Luftschwingungen  in  conischen  Röhren. 

L:i  der  mehrmals  erwähnten  Originalabhandlung  D  u  h  a  m  e  Ts  wird  zu* 
nächst  der. Beweis  gegeben,  dass  sich  auch  in  conischen  Röhren  eine  Er- 
schütterung mit  der  Geschwindigkeit  a  des  Schalles  in  freier  Luft  fortpflanze. 
Ich  habe  diese  etwas  weitläufige  Untersuchung  nicht  mit  aufgenommen; 
ebenso  wenig  werde  ich  die  Untersuchungsmethode  hier  berühren ,  welche 
Duhamel  für  den  Fall  vorschlägt,  dass  die  Schwingungen  der  Luft  in  co- 
nischen Röhren  ganz  beliebig  gerichtet  sind.  Man  bedarf  nämlich  der  letz- 
teren in  allen  hierher  gehörigen  Fällen  keinesweges ,  sondern  kann ,  wie 
Duhamel,  mit  Hülfe  einer  die  Rechnung  vereinfachenden  Annahme  zu 
Resultaten  gelangen ,  welche  im  Wesentlichen  mit  der  Erfahrung  überein- 
stimmen. Diese  Annahme  besteht  darin,  dass  sowohl  anfänglich  als  in  spä- 
teren Zeiten  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  für  alle  Punkte  dieselbe  sei, 
welche  sich  in  gleicher  Entfernung  von  der  Spitze  des  Kegels  befinden, 
von  welchem  die  tönende  Röhre  einen  Theil  ausmacht.  Durch  diese  An- 
nähme  wird  zunächst  eine  Vereinfachung  der  Gleichungen  I)  und  II)  er- 
zielt, indem  dieselben  auf  die  Form  gebracht  werden,  in  welcher  man  sich 
ihnen  oft  bei  der  Untersuchung  Über  die  Ausbreitung  des  Schalles  in  freier 
Luft  bedient. 


*)  Jouni.  d.  math.  pures  et  appliq.  t.  XI  Vy  p.  105. 


396  Ueber  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röluren. 

In  die  Spitze  des  Kegels  möge  man  sich  den  Anfang  eines  rechtwinke- 
ligen Coordinatensjstemes  gelegt  denken.  Die  Entfernung  eines  Punktes  x, 
y,  z,  welcher  im  Innern  des  Bohres  liegt,  vom  Goordinatenanfange  sei  r; 
die  Luft  möge  am  Ende  der  Zeit  i  im  Punkte  x^  y,  z  die  Geschwindigkeit  v 
und  die  Verdichtung  s  besitzen.  Der  Bewegungszustand  im  Punkte  x^y^z 
wird  nach  dem  Früheren  durch  die  Gleichungen  I)  und  11)  bestimmt,  in 
denen  u\  v\  w  die  nach  den  Axen  geschätzten  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit V  bedeuten : 

'  dx  dy  dz^  c^  di 


rn  d^V _  .(^<P  ,^t^  t^v\ 


Um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen,  differenzirt  man  zunftchst  die 

Gleichung : 

r«  =  a:«  +  y«  +  z», 

wodurch  man  erhält : 

rdrs=xdx  +  yrfy+  zdz. 

Wegen  der  angenommenen  alleinigen  Bewegung  im  Sinne  des  Badius  kann 

man  in  der  letzten  Gleichung  die  Substitutionen  machen:  —  =  — ,    —  =— , 

r       V       r       V 

z       w 

—  =  — :  man  erhält : 

r        V 

.«'  dx  '\-  V  dy  -{•  w  dz^=v  dr^ 

oder : 

dx       ^  dy    ^^  dz 

Da  die  linke  Seite  als  vollständiges  Differenzial  auch  kurz  dcp  =  —  dr 

dr 

geschrieben  werden  kann ,  so  ist  demnach : 

dq> 
t;  =  — -. 

dr 

X  V 

Ist  V  an  einer  beliebigen  Stelle  bekannt,  so  ist  daselbst  auch  u= — v,  »'=—», 

r  r 

w  =  —V  bekannt ,  es  genügt  daher ,  sich  zur  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit statt  der  ersten  drei  Gleichungen  von  I) ,  nur  der  eben  gefundenen 

Gleichung  v  =  -~  zu  bedienen. 

dr 

Die  Umformung  der  Gleichung  II)  erfordert  die  nochmalige  Differen- 
ziation  der  Gleichungen: 

, dq) dip   X         , dq> dq)    y  , dq>       dq>    z 

dx       dr'r^  dy        dr'r^  dz        dr'r^ 

Man  erhält: 
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^=:d  ^^     ^ 
da^  dr 

ds<p        ,    dr*  r 


dy^  dr       dy 

dfp    z 


dr d^fp    s^       dq>  /  \        a^\ 

dx~'dT^''r^'^  dr  \7~"  r»"/ 

dr^_dt^  J^i^(±_^\ 
dy       dr*'  r*^  dr\r        r*J 


d^fp dr'r    dr d^q>    7?       dfp  f  \        z*\ 


Die  Einsetzimg  dieser  Werthe  in  Gleichung  ü)  giebt: 

dV 
oder: 


ii*~'''\d?^  r   dr)' 


d/«  •  dr«    * 

Die  Annahme  radialer  Bewegung  ftthrt  demnach  zu  den  Gleichungen : 

dr*  dr» 

Das  Integral  vorstehender  Di£ferenzialgleichnng  ist: 

XXH)  rg)  =  /;(r— a/)  +  F,(r  +  aO». 

wobei  fi  eine  willkürliche  Function  von  r  —  ai  und /^  eine  willkürliche 
Function  von  r^ai  ist. 

Duhamel  hat  sich  bei  seinen  analytischen  Untersuchungen  nicht  des 
Integrales  XXII)  bedient,  dessen  Gebrauch,  wie  ich  gefunden  habe,  meist 
nur  auf  einem  äusserst  unbequemen  Wege  zu  Resultaten  Über  die  Schwing- 
ungen der  Luft  in  couischen  Röhren  führt;  er  setzt  vielmehr  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung  XXI)  aus  particulären  Integralen  zusammen.  Ebenso 
mag  Duhamel  die  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  veranlasst  haben ,  in 
Betreff  des  Zustandes  der  Luft  an  den  Enden  der  Röhren  die  Annahmen 
von  Eni  er  zu  Grunde  zu  legen.  Diese  Behandlung  des  Problemes  führt, 
wie  man  aus  dem  Folgenden  ersehen  kann,  auf  einem  sehr  eleganten  Wege 
zur  Lösung. 

4.  Schwingungen  der  Luft  in  einem  beiderseits  offenen 

conischen  Rohre. 

Die  Entfernung  der  kleineren  Grundfläche  des  kegelförmigen  Rohres 
von  der  Spitze  des  Kegels  möge  6,  die  Entfernung  der  grösseren  Grund- 
fläche von  der  Spitze  6  +  /  sein ,  wobei  /  die  Länge  des  Rohres  bedeutet. 
Der  Zustand  an  den  Enden  der  Röhre  lässt  sich  nach  dem  Vorgange  von 
Eni  er  durch  die  Gleichungen  ausdrücken: 


398  Ueber  die  Theorie  der  Luftschwingongen  in  Röhren. 


für  Jedes  /  und  r  =  6 ,  sowie  r  =  6  -f-  /  ist : 

\ 


24)  }  i?l  =  0. 

dt 


Dieser  Gleichung  kann  man  nun  irgend  ein  particuläres  Integral  der  Glei- 
chung XXI)  anpassen  und  hierauf  durch  Summirung  von  dergleichen  In- 
tegralen ein  allgemeineres  Integral  bilden.  Duhamel  wählt  das  particn- 
läre  Integral: 

rqf=:{A  sin  atnt  +  B  cos  amt)  (sin  tnr  +  Mcos  mr)^ 

in  welchem  A,  By  M^tn  constante  Goef&cienten  bedeuten,  von  denen  zwei 
durch  die  Bedingungen  für  die  Enden  der  Röhre  bestimmt  werden  können. 
Diese  Bedingungen  erfordern,  dass: 

sinmb  +  M  cos  m6  =  0, 
sin  m(b  +  /)  +  Mcos  m(b  +  /)  =  0. 

Durch  Elimination  von  M  aus  beiden  Greichungen  findet  man :  sintnl^^^O^ 

demnach  m  =  — r- ,    während   die   erste   der   beiden   Gleichungen    allein 

/ 

nirh 

M=  —  tang  m6  =  ^tang  — —  giebt,  wobei  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 

deutet.  Setzt  man  die  eben  erhaltenen  Werthe  in  das  particuläre  Integral 
ein ,  so  findet  man ,  dass  dasselbe  ersetzt  werden  könne  durch : 

« 

/      .    nnat                 nnat\    .    nn{r  —  b) 
rq>=z\A,sm — ^  B  cos — - — jstn ^ -. 

Dieses  Integral,  in  welchem  A  und  B  wiederum  Constante  bedeuten,  kann 
man  zur  Bildung  des  allgemeinen  Integrales  anwenden ,  indem  man  dem  n 
alle  möglichen  negativen  und  positiven  Werthe  beilegt,  für  jedes  n  auch 
den  Constanten  A  und  B  besondere  Werthe  ^theilt  und  hierauf  alle  aof 
diese  Weise  erhaltenen  particulären  Integrale  summirt.  Da  man  aber  bei 
der  nun  folgenden  Bestimmung  der  Constanten  A  und  B  aus  dem  anfäng- 
lichen Beweguögszustande  finden  würde,  dass  man  für  das  dem  Anfangs- 
zustande angepasste  Integral  denselben  Ausdruck  erhält,  gleichviel  ob  man 
positive  und  negative  n  oder  nur  positive  n  genommen  hat,  so  kann  man 
sich  auf  letztere  beschränken.  Das  allgemeine  Integral  von  Gleichung  XXI) 
ist  demnach: 

XXIII)    rq)=z  £   [  A^.stn  — ; 1-  B^  cos  — ; —  )  sm —^ 

Die  Bestimmung  der  Constanten  A  und  B  verlangt  die  Kenntniss  des  an- 
fänglichen Zustandes  der  Luft  in  der  Röhre ;  anstatt  der  anfänglichen  Ge- 
schwindigkeit und  Verdichtung  im  Rohre  kann  mau  sich  aber  auch  als  ge- 
geben denken: 

25)  {fUr<  =  0,y  =  /-(r),    ^=/-(r);        • 
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denn  diese  Fnnctionen  bestimmen  den  Anfangszustand  vollkommen.   Man 
erhält  nun  annächst: 

11  =  1  ' 


26) 

I     EÄmttn ,         


"i*^w«IiiL(ll=^=4A'-). 


Holtiplicirt  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  mit  sin  — ^-- -dr  und  in-* 

tegrirt  zwischen  den  Grenzen  h  und  h  -^  l^so  hätte  mau  zu  berücksichtigen, 
dass  für  irgend  welche  positive  k  und  n  die  Beziehungen  gelten : 

Die  angedeutete  Integration  führt  demnach  zu  den  Ausdrücken : 


27) 


B,=lfrF{r).sin!^^±p^dr 


2       f 


2      /*     ^,  ,   .  nn(r  —  b)^ 


lieber  die  Convergenz  der  linken  Seiten  von  26)  kann  man  folgende  Ent- 
scheidung treffen:   Es  ist  bekannt,  dass  der  Ausdruck: 

28)      V(^)  =  ^  ^»  ^^  ^^j  wobei  C^--=  —  /  ^ (w)  sin  nu  du 

n  =  l  »g' 

für  alle  zwischen  0  und  n  gelegene  o:  richtig  ist,  sobald  i//(a:)  zwischen  Q 
und  n  endlich  und  stetig  ist,  dass  derselbe  jedoch  für  x  =  0  unda;=:9s 
nicht  mehr  gilt.  Nimmt  mau  nun  in  den  Gleichungen  26)  und  27)  die  Sub- 
stitution r=—  X  +  b  vor  uud  vergleicht  hierauf  mit  28),  so  erhält  man  das 
n 

Resultat : 

Die  Ausdrücke  26)  gelten  für  jedes  zwischen  b  und  6  +  /  gelegene  r, 
sobald  die  Functionen  rFiy)  und  rf(ry  zwischen  b  uud  6-f-/  endlich  und 
stetig  sind ;  für  r=^b  und  r  =  b+l  gelten  sie  jedoch  im  Allgemeinen  nicht 
mehr.  Dass  die  Doppelreihe  XXIII)  convergirt,  sobald  die  linken  Seiten 
von  36)  convergiren  und  die  Glieder  der  letzteren  sämmtlich  positiv  sind, 
versteht  sich  von  selbst;  wechseln  aber  die  Vorzeichen,  so  ist  wohl  die 
Convergenz  von  XXIII)  in  jedem  speciellen  Falle  besonders  zu  erweisen. 
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Nimmt  man  an,  die  Functionen  rF{r)  und  rf(r)  seien  zwischen  r  =  6 

und  r  =0  +  1  endlich  und  stetig  und «o  beschaffen,  dass  Gleichung  XXm) 

eine  convergente  Doppelreihe  bildet,  so  wird  die  Schwingungsdauer  des 

2/ 
Tones  —  betragen.     Es  giebt  in  diesem  Falle  eine  unendliche  Zahl  von 

Functionen  F{r)  und  f(r),  die  dieselbe  Schwingungsdauer  zur  Folge  haben 
würden.  Trifft  man  jedoch  über  den  anfänglichen  Zustand  die  specielle 
'Bestimmung,  dass  derselbe  durch  die  Gleichungen  repräsentirt  werde: 

/W= — r"*7     — i — ' 

in  denen  Ä  und  B  constante  Grössen  bedeuten,  so  würde  sich  der  Ausdruck 
r^  in  folgenden  zusammenziehen: 

XXIV)  rq>s=:lA8tn— ^Bcos — - — )«'»l ^-j -) 

2/ 
und  die  Schwingungsdauer  würde  —  sein.    Man  erkennt  aus  Vorstehen- 

na 

dem  auch,  dass  Grundtöne  und  Obertöne  gleich  langer  cjlindrischer  und 
conischer  Bohren  dieselben  sein  müssen.  Die  Geschwindigkeit  und  Ver- 
dichtung der  Luft  würden  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sein : 

dw       f  .   .  nitat   ^    ^        nnat\fnn       /wn;(r  — &)\       1    .  /wn;(r— &m 


s 


l  dq>  nn  (  ,       nnat        „    .    nnai\      .   /^»(r— 6)\ 


Die  Stellen,  wo  die  Verdichtung  der  Luft  unausgesetzt  Null  ist,  oder  die 
Schwingungsbäuche,  besitzen  die  Entfernungen 

30)  r  =  b+^l 


n 


von  der  Spitze;  die  Entfernungen  der  Scbwingungsknoten  von  der  Spitze 
des  Kohres  sind  aus  der  Gleichung: 

31)  ^^n»(r-fe)^H«r 

zu  bestimmen  und  entsprechen  den  zwischen  h  und  ^  +  /  liegenden  Wurzeln 
derselben. 

Vergleich  der  erhaltenen  Eesultate  mit  experimentellen 

Untersuchungen. 

Auch  im  vorliegenden  Falle  ist  wegen  der  angewendeten  Untersucbungs- 
metbode  insofern  eine  durchgängige  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie 
und  Erfahrung  nicht  zu  erwarten,  indem  z.  B.  jener  zufolge  eine  unend- 
liche Schwingungsdauer  statthaben  müsste.  .  Was  jedoch  die  Bchwingungs- 
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menge  nnd  Knotenlage  anbetrifft,  so  harmoniren  Theorie  und  Erfahrung 
sehr  gnt,  wie  Zamminers'*)  vortreffliche  Untersuchungen  zeigen.  Zam- 
min  er  wendete  sieben  Röhren  von  Weissblech  an,  von  denen  jede  485,4"^ 
Länge  besass ;  die  erste  derselben  war  cylindrisch,  alle  Röhren ,  ausgenom- 
men die  letzte,  waren  an  beiden  Enden  offen.  Die  Dimensionen  der  ange- 
wendeten Röhren  finden  sich  in  folgender  Tabelle : 


Oberer 

Unterer 

Verhiltniss 

Bezeichnang. 

OurchmeMer 

Darchmcsser. 

beider. 

c 

.16,6-«" 

16,6~ 

1,000 

e 

15,4 

18,2 

1,182 

r 

13,9 

19,0 

1,367 

9 

11,8 

23,5 

1,091 

h 

8,6 

25,8 

3,000 

k 

6,6 

26,1 

3,995 

l 

0,0 

28,9 

OD 

Das  lAnblasen  der  Röhren  geschah  auf  die  oben  angegebene  Weise 
und  es  wurde  mit  derselben  Vorsicht,  als  bei  den  dort  angegebenen  Ver- 
suchen, die  Tonhöhe  durch  die  Saitenlänge  des  gleichgestimmten  Mono- 
chordes bestimmt.  Aus  Zamminers  Untersuchungen  ergiebt  sich  zunächst, 
dass  Grundton  und  Obertöne  bei  conischen  Röhren  und  gleich  langen  cy- 
lindrischen  die  nämlichen  sind,  wie  dies  auch  aus  DuhameTs  Theorie 
folgt.  Die  hierher  gehörigen  Beobachtungen  Zamminer^s  sind  in  folgen- 
der Tabelle  enthalten,  in  welcher  anstatt  der  Schwingungsmenge  der  Töne 
die  Längen  des  gleichgestimmten  Monochordes  angegeben  sind : 


Crregungtetelle. 

c 

e 

f 

9 

h 

k 

/ 

Mittel. 

Gmndton 

1.  Oberton 

2.  Oberton 

weites  Ende 
eng^es  Ende 

• 
weites  Ende 
enges  Ende 

weites  Ende 
enges  Ende 

410,2 
410,5 

410,4 
409,6 

410,0 
409,1 

409,9 
408,7 

412,0 
411,6 

409,6 
409,7 

410,6 
412,1 

410,3 
203,4 
135,3 

410,3 
203,2 
203,7 

410,0 
202,4 
202,0 

401 

»,5 

40t 

9,3 

411,8 
203,0 
203,6 

40< 

ö,7 

411,3 
204,5 
204,4 

203,5 
134,5 
134,2 

202,2 
135,2 
134,6 

203,3 
136,0 
135,0 

204,4 
136,7 

. 

134,4 

134,9 

185,5 

136,7 

Die  Lage  der  Schwingungsknoten  hat  Z  am  min  er  auf  die  Weise  be- 
stimmt, dass  er  die  Röhren  (die  Aze  vertikal)  soweit  in  Wasser  einsenkte, 
bis  der  vorher  auf  die  Monochordsaite  übertragene  Ton  beim  Anblasen  wie- 
der hörbar  wurde.  Das  Niveau  des  Wassers  befindet  sich  dann  an  dersel- 
ben Stelle,  wo  beim  Anblasen  der  nicht  in*s  Wasser  gesenkten  Röhre  der 
Schwingungsknoten  liegt.   Mögliche  Fehler  hat  Zamminer  durch  umsich- 


^  Poggend.  Annal.  Bd.  97.  8.201. 
ZelUehrift  f.  Mathematik  a    Phyiiik.  11. 
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tige  Anwendung  des  Verfahrens  sehr  vermindert,  was  die  Principien  des- 
selben anbelangt,  so  verweise  ich  auf  S.  403.  Bei  den  eben  erwähnten  Ver- 
suchen wurden  die  Knoten  an  denselben  Stellen  gefunden ,  an  welchen  sie 
nach  Duhamel 's  Theorie  liegen  müssen,  wie  man  aus  folgenden  Angaben 
sehen  kann,  bei  welchen  beispielsweise  drei  von  Zamminer  beobachtete 
Knotenlagen  mit  drei  von  mir  aus  Gleichung  31)  berechneten  znsammenge- 
stellt  sind. 


Entfernung  des  Knotens    1 

Bohren. 

Yom  engen  Ende.          | 

beobachtet 

berechnet 

IM  IM« 

tt%  tt%» 

e 

230,6 

234,5 

" 

189,5 

188,9 

' 

0,0 

0,0 

5.  Schwingungen  der  Luft  in  einem  am  engen  Ende  gedeckten 

conischen  Bohre. 

Das  Rohr  möge  die  Länge  /  besitzen  und  die  Entfernung  seiner  schmä- 
leren Basis  von  der  Spitze  des  Kegels  b  betragen.  Ausser  den  Gleichun- 
gen XXI) : 

dq>       1  d(p 

XXI) 


dr'   '  €^  dt 

d*q>         ,  d*(rq>) 
— —  =  a  —  / 
dr»  dr^ 


sind  in  diesem  Falle  noch  die  Gleichungen  zu  berücksichtigen : 


32) 
33) 


dw 
y=-:^  =  0  für  r  = 


dr 


b  und  beliebige  /, 


1  dq) 
«  = j  —TT-  =  0  für  r  =  6  +  /  und  beliebige  /. 


Ein  particulares  Integral  der  Gleichung  XXI)  ist :  • 

34)  r<p=^{A  sin  amt  +  B  cos  amt)  (sin  mr  +  M  cos  mr) , 

in  welchem  Ä^  B^  M^m  Constante  bedeuten.  Um  diesen  Ausdruck  den  Be- 
dingungsgleichungen 32)  und  33)  anzupassen,  hat  man  ~-  und  —?- zu  be- 
stimmen und  hierauf  in  dieselben  einzusetzen.  Man  erhält  so  zunächst 
(wegen  33) : 

35)  M=—tgm{b  +  r). 

m 

Setzt  man  diesen  Werth  in  34)  ein ,  so  erhält  man : 

(A  sin  amt  +  B  cos  amt)  sin  (b  +  l  —  r)m 

reo  = —  -^ T— ^ — r— ^: ^ — 

cosm{b'^l) 

und  hierauf  nach  der  Differenziation  nach  r  wegen  32) : 

36)  tgml  =  —  mb. 
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Das  particuläre  Integral  34)  kann  man  nun,  indem  man und 

cos  m  (o  +  /jT 

..   ,  -.  kurz  mit  -4j  und  Bi  bezeichnet,  schreiben : 

cos  «  (ö  -f-  /) 

XXV)     r  y  =  (-4|  sin  ami  +  B^  cos  ami) .sintn{b  +  l —  r), 

wobei  für  m  irgend  eine  positive*)  Wurzel  der  Gleichung  36)  einzusetzen  ist. 

Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  m  irrational  sind ,  würde  es  für  die  ge- 
genwärtige Untersuchung  keinen  besonderen  Vortheil  gewähren,  wenn  man 
ein  allgemeineres  Integral  auf  die  Weise  bilden  wollte ,  dass  man  in  XXV) 
alle  möglichen  Wurzeln  von  36)  einsetzt,  den  Constanten  A  und  B  für  jede 
Wurzel  einen  andern  Werth  ertheilt  und  hierauf  die  so  gewonnenen  Aus- 
drücke für  9  summirt.  Einem  so  gebildeten  allgemeinen  Integrale  würde 
eine  regelmässige  Wiederkehr  desselben  Zustandes  im  Rohre  nicht  ent- 
sprechen. 

Ist  nun  der  anfängliche  Bewegungszustand  der  Luft  im  Rohre  so  be- 
schaffen, dass  der  Schwingungszustand  am  Ende  der  Zeit  t  durch  die 
Gleichung    XXV)    bestimmt    ist,    so     beträgt    die     Schwingungsdauer 

—  und  die  Schwingungsmenge  des  etwa  entstehenden  Tones  •- — .    Da  die 

m  unter  einander  nicht  in  einem  einfachen  Verhältnisse  stehen,  so  können 
auch  Grundton  und  Obertöne  ein  solches  nicht  besitzen. 

um  die  Lage  der  Schwingungsknoten  und  Schwingungsbäuche  zu  be- 
stimmen, hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  man  den  Gleichungen  XXI)  zu- 
folge haben  muss : 

(At  sin  ami  +  B*  cos  ami)  Vsin  m(b  +  l  —  r)  /.    .  ,       xl 

r  =  —  i— i —r ^1 ^ — ' '  +  mcosm{b+l — r)  j 

(H,  sin  ami  —  A,  cos  ami)   .       ,,    ,    ,         v 

s  =z  m  ^-2 = '  smm(b+  l  —  r). 

r 

Je  nachdem  man  v  oder  s  der  Null  gleich  setzt,  findet  man,  dass  die  Lage 
der  Schwingungsknoten  aus  der  Gleichung: 

37)  igm{b  +  l—r)=  —  mr, 

der  geometrische  Ort  der  Schwingungsbäuche  aus  der  Gleichung : 

88)  smm{b  +  l—  r)  =  0 

zu  bestimmen  ist. 

Es  möge  hier  noch  folgende  Aufgabe  Platz  finden:  Ein  beiderseits 
offenes  conisches  Rohr,  dessen  Constanten  b'  und  /'  sind,  wird  so  angebla- 

a 
•en ,  dass  es  seinen  Grundton  voq  der  Schwingungsmenge  ^  hören  lässt, 

hierauf  wird  dasselbe  —  die  Axe  vertikal ,  das  schmälere  Ende  nach  unten 

*)  Die  negatiyen  Wnrseln  Ton  36)  sind  yon  gleichem  absointem  Werthe ,  als  die 
positiTen,  deshalb  giebt  eine  negative  Wurzel  bei  der  Sabstitntion  in  XXV)  einen 
Werth,  der  sich  bei  der  Unbestimmtheit  von  At  und  Bt  nicht  von  dem  unterscheidet, 
den  man  durch  Substitution  der  entsprechenden  positiven  Wureel  erhalten  würde. 
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gekehrt  —  soweit  in  Wasser  eingesenkt ,  bis  es  beim  Anblasen  wieder  den 

■ 

Ton  — ;  als  Grundton  giebt.  Es  ist  zu  untersucheu,  ob  das  Niveau  des  Was- 

St  • 

sers  beim  zweiten  Versuche  sich  an  der  Stelle  befindet,  an  welcher  beim 
ersten  Versuche  sich  der  Schwingungsknoten  befand  ? 

Die  Lage  des  Schwingungsknotens  beim  ersten  Versuche  wird  ans 
Gleichung  3l)  bestimmt.  Die  Entfernung  r'des  Schwingungsknoten  von  der 
Spitze  des  Kegels  ist  die  zwischen  h  und  6  +  /  liegende  Wurzel  der  trans- 
cendenten  Gleichung: 

39)  ig    ^   ^.        =~ 

Dass  in  der  That  zwischen  r  =  h'  und  r  =  ft'  +  /'  nur  ein  einziger  Werth 
liegt,  der  vorige  Gleichung  befriedigt,  erkennt  man,  indem  man  berück- 
sichtigt ,  dass : 

in  diesem  Falle  giebt   es   aber  nur  einen  einzigen  zwischen  0   und  •-- 

liegenden  Werth  von -j- ,  woraus  überdies  folgt,  dass  r  zwischen  h* 

und  ^'  +  -^  liegen  muss.    Senkt  man  nun  das  Rohr  soweit  in  das  Wasser 

ein,  dass  der  Abstand  seines  Niveau's  von  der  Spitze  des  Kegels  r  beträgt, 

wobei  r  die  zwischen  h  und  ^  +  tt  Hegende  Wurzel  der  Gleichung  39)  ist, 

jt 

In 
so  würde  beim  Anblasen  ein  Ton  von  der  Schwingungsdauer  —  gehört  wer- 

am 

den  müssen,  wobei  nach  Nr.  36)  m  die  erste  positive  Wurzel  der  Gleichung : 

40)  igmib'  +  r  —  r)  =  —  mr 

bedeutet.    Diese  Wurzel  muss  zwischen  den  Grenzen  liegen : 


6'  +  /'  —  r  -^  '"  ^  2(^'  +  /'  —  0 
Es  soll  nifn  versucht  werden,  ob  man  der  Gleichung  40)  durch  den  aus  der 

Gleichung    =  —  entnommenen  Werth  m  =  — 7-  genügt.    Dieser  Werth 

am         a  ^00 

ist  innerhalb  der  für  m  angegebenen  Grenzen  enthalten,  er  wird  der  Gleichung 
40)  Genüge  leisten,  sobald  seine  Substitution  zeigt,  dass  r  wirklich  dasje- 
nige r  ist,  welches  Nr.  39)  entnommen  gedacht  wurde,  d.h.  sobald  man  durch 

Substitution   von  m  =  -7  in  40),  die  Gleichung  39)  erhält.   Letzteres  findet 

wirklich  statt  und  somit  ist  dann  erwiesen,  dass,  wenn  man  das  auf  die  an- 
gegebene Weise  bis   an  die  Knotenfläche  eingesenkte   Rohr  anbläst,  die 

ScbwingüDgßmeDge  rp  wie  beim  Anblasen  des  ganzen  beiderseits  offenen 


Von  E.  Kaul. 


405 


Rohres  eintritt.  Sobald  man  am  eingesenkten  Kohre  einen  höhern  oder  tie- 


a 


fern  Ton  als  -—j  wahrnimmt ,  befindet  sich  das  Nivean  über  oder  unter  der 

2/ 


a 


Knotenfläche,  so  dass  also  beim  Tone  -—7  das  Wasser  die  Knotenfläche  rieh- 

tig  markirt. 

bß.   Vergleich  der  erhaltenen  Kesnltate  mit  experimentellen 

Untersuchungen. 

Z  am  min  er  hat  die  bereits  Seite  401  beschriebenen  Röhren  auch  am 
weiten  Ende  offen,  am  engen  Ende  gedeckt,  angewendet.  Die  Methode  des 
Anblasens  war  dieselbe,  als  bei  dessen  früher  beschriebenen  Versuchen 
Auch  hier  hat  sich  eine  hinreichende  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie 
und  Erfahrung  herausgestellt,  so  dass  die  von  erster  er  vorausbestimmten 
Grund-  und  Obertöne  beim  Versuche  wirklich  erscheinen.  Ich  lasse  bei* 
spielsweise  eine  Zusammenstellung  der  von  Zamminer  beobachteten 
Grundtöne  der  einerseits  gedeckten  Röhren  mit  den  durch  die  Theorie 
bestimmten  folgen;  es  ist  in  folgender  Tabelle  nicht  die  Schwingungs- 
menge, sondern  die  Saitenlänge  des  auf  den  Ton  abgestimmten  Monochor- 
des angegeben,  die  Berechnung  der^Saitenlängen  in  der  zweiten  Columne 
ist  von  mir  aus  Gleichung  36)  und  der  Saitenlänge  820,6,  die  dem  Tone  der 
Röhre  c  entspricht,  geschehen. 


Röhren. 

Berechnete 

Beobachtete 

Differenz. 

Saitenlänge. 

Saitenläng-e. 

mm. 

mm. 

m  m* 

c 

820,6 

820,6 

—    — 

e 

767,8 

785,6 

.+  17,8 

r 

724,4 

727,8 

+   3,4 

9 

636,4 

624,5 

—  11,0 

h 

563,1 

572,8 

+    9,7 

k 

526,2 

529,0 

•f  3,7 

l 

410,3 

411,3 

+    1,0 

Die  in  der  vierten  Columne  aufgeführten  Differenzen  könnten  leicht 
SU  bedeutend  erscheinen ,  es  ist  jedoch  zu  berücksichtigen,  dass  die  Röhren 
sämmtlich  vom  Klempner,  nicht  vom  Mechanicus  angefertigt  worden  wa- 
ren, sowie,  dass  Zamminer  die  Töne  nur  bei  sehr  verschiedener  Wind- 
stärke hervorzubringen  vermochte.  Dass  auch  die  beobachtete  Knotenlage 
mit  der  berechneten  Übereinstimmt,  zeigte  sich  z.  B.  am  Kegel  /.  Zam- 
miner bestimmte  die  Lage  der  Knotenfläche  hier  dadurch,  dass  er  den  Ton. 
auf  das  Monochord  Übertrug  und  hierauf  nach  und  nach  Wasser  in  den  Ke- 
gel füllte.  Das  Niveau  des  Wassers  fällt  bei  senkrechter  Stellung  der  Kegel- 
axe mit  der  Knotenstelle  zusammen ,  wenn  der  Kegel  beim  Anblasen  zu- 
gleich den  ursprünglichen  Ton  giebt.  Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die 
von  Zamminer  beobachtete  und  die  von  mir  mit  Hü\{^  Ncsxi<a\^\0«Ksscw^'^JCNy 
herechnete  KDotenlage. 
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Abstände  der  Knotenfläebe 

Ton. 

von  der  Spitie.   ' 

Beobachtet.            Berechnet. 

in  m« 

MM. 

1.  Oberton 

0,0 

0,0 

351,4 

347,1 

2.  Oberton 

0,0 

0,0 

237,4 

231,4 

404,4 

397,9 

6.  Schwingungen  der  Luft  in  einem  am  weiten  Ende  gedeck- 
ten conischen  Rohre. 

Die  Oleichungen  XXI)  würden'  in  diesem  Falle  wieder  den  Ausgangs- 
punkt der  Untersuchung  bilden,  ihnen  würden  folgende  Bedingungen  für 
den  Zustand  an  den  Enden  des  Rohres  zuzufügen  sein : 

*  = --^  =  0  fürr  =  ft  und  jedes  /, 

V  =  -~  =  0  fürr  =  6+/  und  jedes  U 
dr 

Als  particuläres  Integral  von  XXI)  hätte  man  auch  hier  wieder  Nr.  34)  zu 
benutzen  Ich  Übergehe  die  Entwickelung  ganz,  welche  der  des  vorigen 
Falles  sehr  ähnlich  ist  und  gebe  nur  das  Endresultat  an : 

Der  Schwingungszustand  im  Rohre  ist  bei  tönenden  Schwingungen 
immer  einer  von  denjenigen,  welche  durch  die  Gleichung  charaktcri- 
sirt  sind: 

XXVI)  g)  r  =  (yi  sin  amt  +  B  cos  amt)  sin  m  (r  —  6), 

wobei  für  m  irgend  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

39)  iangml  —  m{b'\'  t) 

2ä 

zu  nehmen  ist.  Die  Schwingungsdauer  beträgt  — ;  die  Schwiugungsbäocbe 

sind  durch  die  Gleichung: 

40)  sin  m  {r  —  6)  =  0, 

die  Schwingungsknoten  jedoch  durch  die  Gleichung: 

41)  tang  m(r  —  b)  =  mr 

bestimmt. 

Auch  die  hier  mitgetheilten  Resultate  sind  durch  Zamminer's  Unter- 
suchungen bestätigt  worden,  wovon  man  sich  leicht  durch  den  Vergleich 
von  DuhameTs  Analyse  mit  Zamminer's  experimentellen  Untersuchun- 
gen überzeugen  würde,  deren  Resultate,  wie  bereits  mehrfach  erwähnt 
wiirde,  im  97.  Bde.  von  l*oggend.  Annalen  niedergelegt  sind. 
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Hiasichtlich  der  Differentialgleichung: 

d*u   ,     l  du  ,   €f 
dr^        r  dr       a* 

bemerke  ich  nachträglich ,  dass  das  particuläre  Integral  derselben : 


u  =  I  cosl  —  cos  m)  rftt) , 
0 


einen  Specialfall  der  BesseTschen  Function  bildet  und  sich  demnach  mit 
Anwendung  der  Hanse  naschen  Bezeichnung  schreiben  lässt: 

Ebenso  kann  man  die  Bedingungsgleichung:    —  =  0  für  r  =  p,    in  die 


Form  bnngen: 


Ja,      =0 
17'  ' 


und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  Hülfe  der  Tafeln  für  die  Bcssel 
sehe  Function  ermitteln. 


Ich  halte  es  nicht  für  überflüssig,  am  Schlüsse  des  eben  beendeten 
Berichtes  einen  Rückblick  auf  die  in  demselben  abgehandelten  Gegenstände 
zu  werfen. 

Bei  den  älteren  Untersuchungen  über  die  Schwingungen  der  Luft  in 
cjlindrischen  Röhren  war  man  genöthigjb  gewesen ,  die  Seite  230  unter  I., 
3. ,  3.,  4.  angegebenen  Voraussetzungen  zu  machen ;  ihnen  gesellte  man  die 
Annahme  zu,  dass  alle  Lufttheilchen,  welche  sich  in  einem  und  demselben 
auf  der  Axe  des  cjlindrischen  Rohres  rechtwinkeligen  Querschnitte  befin- 
den» gleichzeitig  gleiche  Verdichtung  und  gleiche  der  Cylinderaxe  parallel 
gerichtete  Geschwindigkeit  besitzen.  Die  Veränderungen,  welche  die  Luft- 
bewegung an  den  geschlossenen  oder  offenen  Enden  der  Röhren  erleidet, 
vermochte  man  nicht  durch  die  Rechnung  zu  bestimmen ,  man  machte  des- 
halb die  Annahme,  dass  an  den  offenen  Enden  die  Verdichtung  beständig 
Null,  an  den  geschlossenen  Enden  die  Geschwindigkeit  beständig  Null  sei. 
Die  eben  angegebenen  Annahmen  nöthigten  wiederum,  bei  allen  hierher 
gehörigen^Schwingungsproblemen  den  Ideengang  zu  nehmen,  dass  man  eine 
anfänglich  im  Innern  des  Rohres  bewirkte  Störung  des  Gleichgewichtes  der 
Luft  als  gegeben  betrachtete  und  hieraus  die  Bewegungsart  der  Luft  zu 
bestimmen  suchte,  welche  als  Folge  des  anfänglichen  Zustandes  eintreten 
mnsste.  Obwohl  auf  diesem  Wege  eine  unendliche  Dauer  der  Bewegung 
bewiesen  wurde,  hatte  man  doch  auf  der  anderen  Seite  die  Gcnugthuun«; 
das  Zustandekommen   regelmässiger  Schwingungen  nachzuweisen,    dorm 
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Zahl  in  der  Zeiteinheit  mit  der  durch  Versache  bekannten  Schwingnngs- 
menge  angenähert  übereinstimmte.  Dass  eine  vollständige  Ueberein- 
Stimmung  nicht  stattfand ,  konnte  zweierlei  Ursachen  haben : 

Erstens  war  es  wohl  möglich,  dass  die  Annahme 'unrichtig  sei,  dass 
die  Schwingungen  nur  der  Axe  der  Röhren  parallel  geschehen.  Duhamel 
hat  in  seiner  verdienstlichen  Arbeit  bewiesen,  dass  die  Annahme  von 
Schwingungen,  welche  der  Axe  der  Röhren  nicht  parallel  sind,  wenigstens 
bei  Röhren  von  vorwaltender  Längendimension  nicht  im  Stande  ist,  Theorie 
und  Erfahrung  in  vollkommene  Uebereinstimmung  zu  versetzen ,  sondern 
im  Gegentheil  auf  sehr  hohe  Töne  führt ,  wie  sie  noch  nie  beobachtet  wor- 
den sind. 

Zweitens  konnte  wohl  die  mangelnde  Uebereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Erscheinung  in  den  fehlerhaften  Annahmen  über  den  Bewe- 
gungszustand der  Luft  an  den  Enden  der  Röhre  ihren  Grund  haben.  Von 
dieser  Idee  geleitet,  versuchte  Poisson,  den  vorhandenen  Uebelständen 
durch  die  Annahme  abzuhelfen ,  dass  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  an 
den  Enden  der  Röhre  in  einem  constanten,  von  der  Zeit  unabhängigen  Ver- 
hältnisse stehen  und  dass  Geschwindigkeit  und  Verdichtung  resp.  an  ge- 
schlossenen und  offenen  Röhrenenden  zwar  nicht  Null,  aber  doch  sehr  klein 
sind.  Die  Poisson* sehe  Annahme  führt  zwar  auf  eine  endliche  Schwing- 
ungsdauer und  scheint  wohl  recht  geeignet  zu  sein,  einzelne  Fälle  der  Re- 
sonanz mit  Glück  theoretisch  zu  untersuchen ,  auf  der  andern  Seite  bedarf 
sie  jedoch,  wie  Hopkin's  Versuche  beweisen,  namentlich  für  offene  Röh- 
renenden einer  Correctiou.  Dies  würde  übrigens  ebenfalls  aus  dem  Um- 
stände hervorgehen,  dass  Poisson^s  Annahme  bei  beiderseits  offenen 
Röhren,  welche  beim  Anblasen  tönen,  auf  dieselben  Töne  führt,  als  die  An- 
nahme, dass  die  Verdichtung  an  den  Enden  der  Röhre  Null  sei  —  und  diese 
theoretischen  Töne  sind  bekanntlich  etwas  höher,  als  die  wirklich  beobach- 
teten. 

*  So  hängt  denn  dem  Vorigen  zufolge  die  weitere  Ausbildung  der  Theorie 
der  Luftschwingungen  von  einer  exacten  theoretischen  oder  experimentellen 
Untersuchung  über  den  Schwingungszustand  an  den  Enden  der  Röhren,  oder 
von  einer  geschickten  und  glücklichen  Annahme  über  denselben  ab.  Auch 
den  vortreftlichen  Untersuchungen  DuhamcTs  über  Luftschwingungen  in 
conischen  Röhren  etc.  und  allen  zu  unternehmenden  theoretischen  Ver- 
suchen über  Luftschwingungen  in  Hohlräumen  von  irgend  welcher  Gestalt 
würden  dergleichen  Bestrebungen  zum  Vortheil  gereichen,  da  Jergleichen 
Untersuchungen  bis  jetzt  noch 'sämmtlich  mit  den  Mängeln  behaftet  sein 
müssen,  welche  die  Annahme  nach  sich  zieht,  dass  Geschwindigkeit  und 
Verdichtung  resp.  an  geschlossenen  und  offenen  Röhrenenden  Null  sei. 

Wo  eine  Theorie  noch  in  der  Ausbildung  begriffen  ist,  werden  gut  aus- 
geführte experimentelle  Untersuchungen  sowohl  zur  Prüfung  der  vorhan- 
denen theoretischen  Untersuchungen,  als  auch  zur  Anregung  neuer  theore- 
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scher  Fragen  wünschenswertb  sein.  Die  Thatsachen,  welche  zur  Prüfung 
er-  vorhandenen  theoretischen  Arbeiten  über  Luftschwingungen  geeignet 
aren,  habe  ich  in  gegenwärtigem  Berichte  schon  an  mehreren  Orten  ange- 
ihrt.  Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig,  derjenigen  experimentellen  Arbeiten 
u  gedenken,  denen  eine  theoretische  Erklärung  noch  nicht  zur  Seite  steht. 

Dieselben  betreffen: 

1.  die  Tonhöhe  von  Pfeifen,  bei  welchen  ein  Ende  oder  beide  Enden 
theilweise  gedeckt  sind.  Die  theilweise  Deckung  eines  Röhrenendes 
geschieht  durch  Befestigung  eines  Deckels  an  dasselbe,  in  dem  sich  eine 
Oeffnung  von  grösserem  oder  geringerem  Flächeninhalte  befindet. 
Werthheim,  welcher  den  Einfluss  der  theilweisen  Deckung  an  cj- 
lindrischen  und  paraUelepipedischen ,  und  Zamminer,  welcher  den« 
selben  nur  an  cylindrischen  Pfeifen  untersuchte,  fanden,  dass  die  Ton- 
höhe bei  theilweiser  Deckung  des  angeblasenen  Endes  um  so  geringer 
ist,  je  geringer  der  Flächeninhalt  der  Oeffnung  des  partiell  gedeckten 
Endes  ist.  Die  Versuche  beider  Gelehrten  sind  mit  grösster  Sorgfalt 
angestellt  und  von  Werthheim  in  den  Ann.  d.  chim.  el  d.  phys.  ^^^^särie^ 
L  31,  p.  385,  von  Zamminer  in  Pöggend.  Annal.  Bd.  97,  S.  173  be- 
schrieben worden.  Zwar  hat  sich  aus  diesen  zahlreichen  Versuchen 
inductorisch  kein  einfaches  Gesetz  über  die  Wirkung  der  partiellen 
Deckung  ergeben,  allein  die  sorgfältig  aufgezeichneten  Beobachtungen 
sind  doch  als  sehr  schätzbares  Material  für  künftige  theoretische  Un- 
tersuchungen zu  betrachten. 

3.  Die  Tonhöhe  vdh  Kugeln  und  Kugelabschnitten,  über  welche  Werth- 
heim und  Zamminer  an  den  oben  angegebenen  Orten  Mittheilungen 
gemacht  haben ,  die  sich  auf  zahlreiche  Versuche  gründen. 

3.  Die  Töne,  welche  beim  Ausströmen  von  Luft  aus.  engen  kreisförmigen 
Oeffnungen  entstehen.  Ueber  diesen  Gegenstand  hat  Mas  so  n  ausser- 
ordentlich zahlreiche  Versuche  gemacht,  welche  er  in  den  Ann.  d.  chim. 
el  d.  phys.  3^^°**  serie  t.  40,  p.  333  beschrieben  hat  und  aus  denen  hervor- 
geht, dass  die  Tonhöhe  unabhängig  vom  Durchmesser  der  Ausströ- 
mungsöffnungen ist,  sowie  dass  die  Schwingungsmenge  der  entstehen- 
den Töne  der  Geschwindigkeit  der  ausströmenden  Luft  direct  propor- 
tional ist. 
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ZLV.  Veber  Hormalatalleit  Bei  Dnrchlesnng  der  zweiten  Aufgabe  snr 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  welche  Prof.  Baur  in  Nr.  XXV.  der  klei- 
neren Mittheilungen  des  dritten  Heftes  dieses  Jahrganges  behandelt,  erin- 
nerte ich  mich,  eine  etwas  allgemeinere  Aufgabe  vor  einigen  Jahren  in  Un- 
tersuchung genommen  zu  haben,  bei  welcher  sich  einzelne  interessante 
Kesultate  ergaben,  deren  Veröffentlichang  zum  Theil  deshalb  unterblieb, 
weil  ich  später  einige  dieser  Sätze  in  der  „  Lehre  von  den  Combinationen 
nach  einem  neuen  System  bearbeitet  und  erweitert  von  Prof.  Oettinger'* 
(Freiburg  1837)  schon  gegeben  fand.  In  der  That  stimmt  das  dortige  achte 
Capitel ,  „  StQllenelemente  bei  Versetzungen  "  überschrieben ,  mit  einigen 
meiner  Resultate  zusammen  und  namentlich  kommt  die  Formel  135  auf  S.  103 
auch  mit  dem  Werthe  jener  Wahrscheinlichkeit  überein,  den  Prof.  Banr 
auf  eine  ganz  verschiedene,  elegante  Weise  entwickelt.  Es  möge  verstattet 
sein,  hier  nur  noch  einiges  Weitere  hinzuzufügen,  welches  noch  nicht  be- 
kannt zu  sein  scheint. 

Was  zunächst  die  Bezeichnung  betrifft,  deren  ich  mich  bediene,  so 
nenne  ich  P^  die  Anzahl  aller  Permutationen,  welche  überhaupt  aus  den  Ele- 
menten <7i,  ^t,  ^8)  •  •  •  ^1  gebildet  werden  können;  P  aber  die  Anzahl  der 
Permutationsforraen,  in  welchen  k  Elemente  (weder  mehr  noch  weniger)  an 
ihrer  Normalstelle  stehen,  d.  h.  an  derselben  Stelle  wie  in  einer  be- 
stimmten Form ,  zu  welcher  wir  die  Form  a^  a,  . . .  a,,  wählen  und  ihr  den 

Namen  Normal  form  beilegen  wollen.    Es  wird  demnach  P^^^  die  Anzahl 

der  Permutationsformen  bedeuten,  in  welcher  kein  Element  seine  Normal- 
stelle einnimmt,  und  so  heisst  die  an  den  angegebenen  Orten  entwickelte 
Formel  in  unserer  Bezeichnung: 

,)  .><»)= i>;.i"i=ii):  und«.  (^)=i. 

Die  allgemeinere  Frage  nach  P^  lässt  sich  hierauf  leicht  beantworten. 
Diese  Permutationsformen  werden  nämlich  gebildet,  indem  k  Elemente  aus 
den  n  ausgewählt  werden,  die  ihre  Normalstellen  einnehmen  sollen,  wäh- 
rend von  den  übrigen  n  —  k  Elementen  keines  seine  Normalstelle  einneh- 
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men  darf.  Da  nun  k  Elemente  aus  n  Elementen  auf  ^  ^^"~   ^'"  y^~    '^  ) 

tri  ...  k 

Arten  gewählt  werden  können,  und  die  ührigen  n  —  k  Elemente  sich  unter 
der  vorgeschriehenen  Bedingung  P^^!^/^  mal  versetzen  lassen,  so  ist: 


^  "     "  i.2...k  »-* 


M)  _  «_(«  —  0  ...  (n  —  A:  +  1) 

M 

oder  durch  Benutzung  von  I. 

3)    ^r=^v'Xi=;^;und/^(^)==^-l.  sowie««  (^^^ 

Auch  hiermit  stimmt  nach  Oettinger,  Formel  143  und  144  auf  S.  105. 
Die  weiteren  Folgerungen  sind  neu.  Wird  n  —  i  statt  n  in  die  Formel  1 
gesetzt,  und  dann  mit  n  multiplicirt ,  so  erhält  man  die  Becursion: 

V  Pn  =n.  P^^i  +  (—1) 

und  durch  nochmalige  Benutzung  derselben 

Es  ist  somit  Pm     niemals  durch  ;?,   immer  durch  n —  1  thcilbar.      Und 

(0)  (0) 

femer  sind  die  Zahlen  P«    und  Pn^i  stets  relative  Primzahlen. 

Es  leuchtet  ein,  dass  bei  Berücksichtigung  aller  Pn  Permutationsformen 
jedes  der  n  Elemente  Pn^i  mal  an  seiner  Normalstelle  stehen  wird,  dass 
es  also  im  Ganzen  n  Pn^i  =  Ph  u^aI  vorkommt,  dass  ein  Element  seine 

Normalstelle  einnimmt.      Auf  der  anderen  Seite  giebt  es  allgemein  P^ 
Formen,  in  deren  jeder  genau  k  Elemente  ihre  Normalstelle  einnehmen; 

in  sämmtlichen  Pn  Formen  nehmen  daher  A.  P^  Elemente  ihre  Normal- 
stelle ein,  und  lassen  wir  für  k  die  verschiedenen  Werthe  von  0  bis  n  zu, 
so  muss  sein : 

Eine  fthnliehe  Ueberlegung  verschaflft  uns  einen  zweiten  Werth  für  P^. 
Nämlich  die  P^  möglichen  Permutationsformen  aus  den  n  Elementen  zer- 
fallen in  Gruppen ,  je  nachdem  eine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  ihre 
Normalstelle  einnimmt.    D.  h.  es  ist : 

7)  />«=x"/>i*> 

folglich  durch  Verbindung  der  beiden  Werthe  durch  Gleichung: 

8)      p|»' = Pf >  +  a .  p,"'  + + («— 3) .  p;^-« + «  - 1, 

indem  von  selbst  klar  ist ,  dass  P^         =  o,  P«,    =  1  sein  muss. 

Gab  diese  letztere  Gleichung  den  Zusammenhang  von  Functionen,  bei  de- 
nen der  untere  Index  constant,  der  obere  veränderlich  war,  so  lässt  sich 
auch  eine  weitere  Formel  ableiten,  in  welcher  bei  constantem  oberen  Index 
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der  nntere  sich  rerlnderi.     Wird  xuLmlich  der  Werth  Ton  Pn    aus  3.  in  7. 
eingeführt,  so  ergiebt  sich : 

Aehplicherweise  ist: 

Pm^l=  Pn—\  +  (« *}  ^»-2   T p- ä /»i,_8  +  .  .  . 

+ T^s ^^  + Tj ^^+'' 

£>  «^•>      .     r         .  »<•>       .  w(n— l)(yt— a)  ^W 

•  1.3 

n(w— l)(w— a)(w~3)    (•)     n(w— l)(n— 2)  ^(t) 
"^  1.2.3  '"*■  1,2  * 

folglich  durch  Verbindung  mit  9. 

VAX     n<«>_  I  ^^^— 0  pW      .  ,  n(;i~l)(;i~2)     (•) 

.           n(yi-l)..(n-/+l)    (O)  ox>'(w-*)pW  ,  „     , 

-f-(/— -I). p-^ ^^ /*„-./+.. +(/i— 3). -p-^P«    +if— I. 

Vuu  weiterreichendem  Interesse  scheinen  namentlich  die  Untersuchungen 

zu  sein,  bei  welchen  man  die  Function  P„     abgesehen  von  ihrem  combina- 

torischen  Sinne  betrachtet,  also  für  n  und  k  auch  negative  und  gebrochene 

Werth e  zulässt. 

Cantor. 


XLVI.  Elementare  Herleitung  einer  von  Poncelet  aufgestellten  Häher- 
ungsformeL  Bezeichnet  9  einen  zwischen  den  Grenzen  a  —  ä  und  0  +  ^ 
enthaltenen  spitzen  Winkel,  so  dass 

1  ^  cos  {(f  —  a)  >  cos  öy 
so  erhält  man  aus  Vergleichung  des  veränderlichen  Ausdruckes  cos  (gp — c) 

mit  dem  arithmetischen  Mittel  seiner  beiden  Qrenzwerthe,  d.  i.  mit  cos*  ■-, 

i 

die  Formel: 

co^  -  =  cos  (q)  — of)  +  Q^ 
Jt 

S 
worin  q  den  zwischen  0  und  sin*  -  gelegenen  absoluten  Werth  der  Differenz 

Ja 
S 

von  cos*  -  und  cos  {tp — a)  darstellt.     Wird  in  der  vorhergehenden  Gleich- 
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ung  beiderseitig  mit  se(^-  multiplicirt  und  zugleich  s=q  sec^  -gesetzt,  so 
entsteht  die  neue  Oleichnng 

•  I  =  se<^  -cos  (9 — a)  +  f, 

3 

welche  mit  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnungen 

a  ==  sec^  -  cos  «,  0  =  secr  -  ^m  a 

anf  die  Form 

y  cos*  9  +  sin*  q)  z=:  a  cos  q>  +  6  «m  9  +  « 
gebracht  werden  kann. 

Man  multiplicire  nun  mit  der  beliebigen  Grösse  r  und  setze  r  cos  q>=x 
r  sin  9  =  y,  so  ergiebt  sifh  bei  Vernachlässigung  von  t  die  angenähert 
richtige  Formel 

^a:*  +  y*  =  aa:  +  by. 

Die  hierin  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a  und  b  nöthigen  Winkel 

o  und  d  folgen  aus  der  Oleichnng  tan  q)  =  -  und  den  für  den  Winkel  9  vor- 

gelegten  Grenzen;  es  sind  nämlich  (an  (jt — d)  und  tan  (a  +  i)  die  Grenz- 

werthe  des  Quotienten  — .   Was  ferner  den  in  der  Näherungsformel  enthal- 

tenen  relativen  Fehler  betrifit,  so  kann  derselbe  mit  Rücksicht  auf  die  obi- 
gen Werthe  von  e  und  q  den  Maximalwerth 

Em  =  to»*—- 

nicht  überschreiten. 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern ,  so  mögen  x 
nnd  y  keiner  weitern  Beschränkung  -unterworfen  sein,  als  dass  x  ">  y.     Da 

in  diesem  Falle  der  Quotient  ^  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  enthalten 

X 

» 
ist,  so  erhält  man 

tan  (o —  S)=0  oder  a=  d, 

ten  (a  +  «)  =  l  oder  «+  «  =  45*, 

Qnd  hieraus  «  =  5  =  23®  30'.     Dies  giebt: 

a  =  sec*  11«  15'.  cos  22»  30'  =  0,960434 

b  =  sec*  11«  15'.  sin  22«  30'  =  0,397825 

f^   =:  tan*  11®  15'  =  0,039566. 

Mit  einer  in  vielen  praktischen  Fällen  ausreichenden  Abrundung  der 

gefundenen  Zahlen  kann  hiernach,  sobald  o;  >  ^,  angenähert 

y  X*  +  y*  =  0,96  a:  +  0,  4  y 
gesetzt  werden,  wobei  der  Fehler  4^  des  richtigen  Werthes  nicht  über- 
schreitet. 


414  Kleinere  Mittheilangen. 

Die  hier  entwickelten  Resultate  stimmen  vollkommen  mit  denen  Über- 
ein, welche  zuerst  von  Poncelet  in  dessen  ^^Mecanique  appiiquee  aus  macki- 
nes,^*^  so  wie  in  Crelle's  Jonmal  f.  d.  Mathematik,  Bd.  13,  8.  977  n.  f.  aufge- 
stellt worden  und  hieraus,  da  sie  sich  namentlich  zur  praktischen  Verein- 
fachung mehrerer  Formeln  der  Mechanik  eignen,  in  viele  neuere  Lehr- 
bücher dieser  Wissenschaft  übergegangen  sind*).  Da  an  den  angegebenen 
Orten  zur  Begründung  der  obigen  Formeln  fast  durchgängig  die  Hilfsmittel 
der  hohem  Mathematik  angewendet  werden ,  so  dürfte  vorstehender  Ver- 
such einer  elementaren  Herleitung  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein. 

Dresden.  O.  Fort. 


ZLVIL  Veber  gewiiia  elliptische Intognif.  Von  Angelo  Genocchi 
in  Turin.     (Auszug  eines  Briefes.)     Die  von  Ihnen  unter  No.  4,  S.  51  des 

2ten  Jahrgangs  angegebene  Formel 

4«  ^ 

/Isin^da     _ _  n  /(l  +  j/l— r«) 

lässt  sich  unabhängig  von  der  Theorie  der  Gammaftinktionen  auf  folgende 
Weise  entwickeln.     Man  setze  cot^^=su  also 

/n  00 

Isin^da      _  ri(\  +  i^)du 

_      0  0 

und  snbstituire 

1 


man  erhält  jetzt  rechter  Hand  das  Doppelintegral 

^00      1 

r    r     u*  du  V  dv 

J    J  1— r«  +  M«  1  +  M«r«' 
0      0 

welches  für  1  — r*=c',  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  und 
bei  Zerlegung  des  Bruches  folgende  Form  annimmt: 

0  0 

1  1 

/vdv      /n  l         n    \ n     /*  dv     n  l(i  +  c) 
l—c^v^  \TV~J^/~~J  J  l  +  cv~~'l         c      ' 
0                    ^                                      0 


*)  Vgl.  u.  A.  Weisbach's  Lehrbuch  der  Ingenieur-  undMaschinen-Mechanik^ 
3.  Aufl.,  Th.  1,  S.  279. 
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Der  gefundene  Werth  stimmt  mit  Ihrer  Angabe  überein. 

Auf  ähnliche  Weise  gelangt  man  leicht  zu  folgender  Formel : 


fHl^r^sin^^)ä^.l(l±J^) 


=  -/  (     '  ^  . :)— »(/r  — /2); 

2     ^|_^|_r«y 


setzt  man  hier  (wie  auf  S.  öS  Ihres  AuCsatzes)  r^:=k  sin  9,^1 — Af*m*9  = 
^(Ar,9),  multiplicirtmit'  .  .  und  integrirt  vony  =0  bis9  =  ^9r,  so  er- 
hält  man  das  Doppelintegral: 


=^i"  +  fA:/(|). 


Mittelst  theilweiser  Integration  ergiebt  sich  die  Reductionsformel 

/  »in*  *.  /  (l — r*  »I»»  ♦)  <f  * 

in  Verbindung  mit  den  obigen  Formeln  kann  diese  Gleichung  zur  Ermittel- 
ung des  Werthes  von 


/ 


dienen,  wenn  u  eine  ganze  Funktion  von  sin  ^,  und  v  einen  der  Ausdrücke 
sin  ^y  cos  d,  1  —  r*  m*  d  bezeichnet. 

Für  die  Verdoppelung  der  elliptischen  Integrale  hat  man  bekanntlich 
die  Formeln : 

2m 9) cos  fp^  (Ar,  9)  rf^      rfy 

multiplicirt  man  den  Logarithmus  der  ersten  Gleichung  mit  der  zweiten 
Gleichung  und  integrirt  nachher  zwischen  den  einander  entsprechenden 
Grenzen  ^=0,  t(;=7K  und  9=1=0,  9=-|  9r,  so  gelangt  man  zu 
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0  0  0  0 


+  2 
Der  Werth  des  ersten  Integrales  ist: 


j  n^{k,q>)dfp      ^  p(t^k^sin'fp}dfp 


i  Isin^diff  f  l  sin  fp  d^ 


es  bleibt  daher 


fl(l^l^sin^q>)d^_         I     dtp  ficostpdtp       f^^{k^qi)dfp 

J         J(k,q,)  ^     J^^yJ    ^{k,<p)      Y       ^{k,<p)     ' 

d.  i.  vermöge  der  bekannten  Integralwerthe  rechter  Hand 

Der  Werth  des  links  stehenden  Integrales  mnts  negativ  sein,  weil  i(i-k^sm*tp) 
immer  negativ  bleibt  för  9  >  0;  man  gelangt  mittelst  dieser  Bemerkung  zu 
der  Relation : 

K  ^  n  \  k  r 

welche  für  k  =  cosd'  mit  derjenigen  tibereinstimmt,  die  W.  Roberts  in  den 
Nouvelles  Annales  de  M,  Terquem  1850,  pag.  182  zum  Beweise  vorlegte. 

Man  kann  übrigens  für  das  Yerhältniss  K' :  K  eine  einfachere  und  nä- 
her liegende  untere  Grenze  finden  wenn  man  von  der  Gleichung 

ausgeht  und  bemerkt,  dass  der  Werth  des  linker  Hand  verzeichneten  Inte- 
grales negativ  ist.      Setzt  man  nämlich 

fi/c  \    •  ««     j  1.3.5...  (2n—l) 

«„=/  l{2cos,p)  ««.>rf^,  c.=    3.4.6..:. (2„)     ' 

0  ^      ^ 

so  ergiebt  sich  zunächst  vermöge  der  bekannten  Reihe  für  J  (Ar,  <p) 

f'%!^)    '^  y  =  "'  +  "'  ^.  ^  +  «.  ^.  Ar«  +  •  •  •  • 


Ferner  erhält  man  leicht  durch  theilweise  Integration 

In—  I  TT 


«»  =— lir:: —  ««-i  —  7—^« 


0 
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oder»  wenn  or„  =  —  c„  ß^  gesetzt  wird,* 

Es  ist  aber 

ao^=l  l(2cos<p)dq)  =  0,  o»  =  —  —  c,, 

0 
folglich 

ft  =  —  1,  ft  =  —  1  — i,  A  =  —  1—4  —  1»  etc., 

mithin  sind  auch  sftmmtliche  a,  mit  Ausnahme  von  Og  rs  0,  negativ,  woraus 

die  Behauptung  folgt,  dass  die  linke  Seite  der  vorigen  Gleichung 

einen  negativen  Werth  besitzt.     Demnach  ist 

Der  Werth  des  vorhin  entwickelten  Doppelintegrales  liefert  hierzu  eine 
obere  Grenze.  Da  nämlich  /  (1 — ksin^fp  sin^d)  immer  negativ  ist,  so  hat 
jenes  Doppelintegral  einen  negativen  Werth ;  daraus  folgt 

also  mit  dem  Vorigen  zusammen 

4'(f)>©>f'(¥> 

Diese  Ghrenzbestimmungen  können  übrigens  auch  aus  den  bekannten  Jaco- 
bi* sehen  Formeln 

y/c-viVii  [,^.^)(,^^(,^^) , 

^(1  + ?)*(!  +  ?*)*  (»  +  ?*)* 

/  I  \  AT' 

Iiergeleitet  werden,  worin  M —  )  =  »  —  ists     Wegen  g<l,  g*<5'.  S^<8^ 

etc.  ist  nämlich  j/k  <  ]/2  j/q  oder  k  Kij/q,  ^""^  P*A     7  "^  ^(t) 

d.h.— —  <  M-]r)»  was  der  brsteTheil  der  obigen  Ungleichung  ist.   Ferner  * 
hat  man  nach  den  erwähnten  Formeln 

f^_A'    f"'^^  (,_y)(i_5.)(i_j5)...  ^y  y^ 

mithin  7/  —  >  -7-  und,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt)  "5  "jF  >  M  ~T~  ) 
tibereinstimmend  mit  dem  zweiten  Theile  der  obigen  Ungleichung. 

ZeUsehrift  f.  Mathematik  o.  Physik.  IL  ^ 


418  Kleinere  Mittheilongen. 

Einige  Aufmerksamkeit  scheint  mir  das  bestimmte  und  einfache,  von 
zwei  Argumenten  abhängige  Integral 

^(MÖ '^ 

zu  verdienen,  weil  sich  die  unvollständigen  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  mit  logarithmischen  Parameter  darauf  zurückführen  lassen,  wie 
ich  nachher  zeigen  werde.  (Jacobi  benutzt  bekantlich  zu  demselben 
Zwecke  ein  unbestimmtes  Doppelintegral.) 

Um  zunächst  die  Fundamentaleigenschaft  der  erwähnten  Funktion,  die 

W{ky  tp)  oder  Wamu  heissen  möge,  wenn  u=zF{k^g>)  ist,  zu  entwickeln, 

setze  ich 

amp  =  <p^  amq=rl>^  öm (/>  +  g)  =  <y,  atn(jf — q)=d; 

nach  den  bekannten  Additionsformeln  ist  dann 

{l  +  ksina  sin  ^)  {i  +  k  sin  d  sin  d)  (\  —  l^  sin*  q>  sin*  ^) 
=  1 — k*  sin*^(sin*q>  +  sin*d)  +A*  sin*  (p  sin*  ^  +  ^k sing) sin ^ cos 'iffJifif)^ 
wobei  sich  der  zweite  Theil  nicht  ändert ,  wenn  man  g>  und  ^  gegen  einan- 
der vertauscht.  Lässt  man  — Ar  an  die  Stelle  von  k  treten  und  multiplicirt 
die  entstehende  neue  Gleichung  mit  der  ersten ,  so  behält  die  rechte  Seite 
die  erwähnte  Eigenschaft;  es  ist  daher  für  ^=atnu  und  bei  Vertaoschnng 
von  9  und  <&  d.  h.  von  pundu 

[1— Ä*5m*am  {p-\-^)sin*  am  u][i—l^sin*atn  (p—q)  sin*  am  m]  [i—J^sin*  ampsin*amqf 
=  [  1 — /r*  sin*  am  (u  +  q)  sin*  amp]  [  1  —  k*  sin*  am  {u  —  q)  sin*  amp] 

X  [l  —  k* sin*  am  u  sin*  am  q]*. 
Von  beiden  Seiten  der  Gleichung  nehmen  wir  die  Logarithmen,  multipllci- 
ren  mit  du  und  integriren  von  m=0  bis  w=ür,  dies  giebt 

Warn  {p  +  q)+  Warn  (p  —  q)+2Kl{l  —k*sin*amp  sin*  am  q) 
K  K 

=  /  /  [  1  —  Ä* sin* am  {u  +  q) sin* amp] ofu  +  /  / [1  —  Ä* sin* am  {u—  q) sin* amp]  du 

0  0 

+  2  Wamq. 

Pie  beiden  auf  m  bezüglichen  Integrale  lassen  sich,   wenn  zur  Abkürzung 

/(l  —  k^sin*amvsin*amp)=iV  gesetzt  wird,  auf  fT)Igende  Weise  umwandeln: 

j  V  dv=  j  V  dv  +  j  V  dv  —  j  V  dv, 

q  0  AT  •     0 

A'  — y  0  K  K 

I  Vdv  =  J    V  dv  +  1  Vdv  —  I    V  dv, 


wej^en 


0  q  K-^-q  K 

J  V  dv  =  j  V  dv,  I  V  dv  z:--^  I  V  dv 
—  y  0  K  K—q 
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ist  die  Summe  der  beiden  erwähnten  Integrale 

K 

=  2l  Vdv  =  2  Wamp, 

0 

Mach  Substitution  dieses  Werthes  ergiebt  sich  als  Fundaraentaleigenschaft 

der  Funktion  W  die  Gleichung 

Wam{p  +  q)+  Wam(p-g) 

■ -^  =  fr  am  p  +  Jf^am  q 

—  K  l  (l  —  /r*  sin*  am  p  sin*  am  q)^ 
Diflferenzirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  q^  multiplicirt  dtnn  mit 
dp  und  integrirt  von/>=0  bis  p=Py  so  erhält  man 

Warn  (p+q)  —  Wam  (p — q)  =  2p    f^  ^ 

aq 

I  4  Tj-  i^  **'*'  ^^  P  ^*^  ^^^  9.  ^^^  ^"^  qJam  q   , 

-r*Ä  I , .   .  , r-j dp, 

t/  1  —  fr  sm^  am  p  svr  am  q 

0 

und  hierin  liegt  in  der  That  die  erwähnte  Heduction  weil 

d  Wamq d  W{i\f)  ^^      ptl^8inrl;C0S'il;J{tlf)sin*&    dd^ 

dq  d^         ^*^  J        l  —  k*sin*^  m«d         J(0) 

ein  Yollständiges  Integral  dritter  Art  ist,  welches  bekanntlich  auf  elliptische 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  zurückgeführt  werden  kann. 

Weun  man  die  obige  Fundamentalgleichung  schlechtweg  mit  dp  mul- 
tiplicirt und  vonp=0  h'iB p=F  {ky<p)  integrirt,  so  erhält  man  eine  Gleich- 
ung mittelst  deren  die  von  drei  Argumenten  abhängige  Transcendento 

7(1  — Ä«  sin*  (psin*ilf) 


ß 


auf  Integrale  von  der  Form 

u 


d  q) 


P 


Wam  u  du 

Ö 

zurückgeführt  wird.    W.  Roberts  hat  zu  demselben  Zwecke  dreifache  In- 
tegrale benutzt,  {Journal  de  Liouville.  1847). 

Für  den  speciellen  Fall  q  =p  giebt  die  Fundamentalformel 
Wam  (2p)  =  4  Wam  p  —  2  iL  l  (\  —  /^  sin^  «»»p); 
multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dp  und  integrirt  yonp=0  bis  p^=  A", 
so  gelangt  man  für  2/>=5  zu 

2  A'  K  K 

^jWamsds^z^iWampdp  —  2  A'  ll  {\^h^  sin^  am  p)  dp 

0  0  0 

oder 
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0 
d.  i: 

wie  W.  Roberts  auf  anderem  Wege  gefanden  hat. 

ZLVm    Veber  eine  Eeihenentwiekelnng.    Mitteist  des  Theoremes 
von  Lagbanqe  liat  es  keine  Schwierigkeit,  den  Ausdruck 


„.,  =  (!^iS^)* 


in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Beihe  zu  verwandeln ,  will 
man  dagegen  nur  von  dem  Maclaurin'schen  Satze  Gebrauch  machen, 
so  kommt  es  darauf  an ,  den  Werth  von  /^"^  (0)  zu  finden.  Es  wäre  nnn 
zwar  das  Natürlichste  /<">  (0)  aus  /^">  (x)  abzuleiten,  man  wird  aber  diesen 
Versuch  bald  aufgeben,  weil  /^"^  (.r)  voraussichtlich  ein  sehr  complicirter 
Ausdruck  von  schwer  erkennbarem  Bildungsgesetze  ist;  so  bleibt  denn 
nichts  übrig,  als  /^"^  (0)  unabhängig  von  der  Kenntniss  des  /^*>  (x)  zu  ermit- 
teln, und  in  der  That  kann  man  hierzu  durch  folgenden  Kunstgriff  ge- 
langen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung; 

I   , 

X 

80  erhalten  wir  durch  Differentiation 


., x  +  ^  —  ^j/l-j-x   1 


/t 


y  =  ___-•_- :ll-1__lji. = — 1 

^  '  2}/^i  +x  2j/x  +  X  2  (i  +xY) 

oder 

r  +  X.  YY'  =  —  \  r«. 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  Y^~^  und  differenziren  nachher  n — l 
mal,  wobei  wir  von  der  bekannten  Formel 

B^»»  (x  Z)  =  X  /)./'  Z  +  m  Ar"*"^  Z 
Gebrauch  machen;  wir  erhalten  auf  diesem  Wege 

I>.r"~^  (  j.ir-1  Y')  +  X  i>^"-»  (r*  Y')  +  («  — 1)  Z?^«-2  (F*  r) 

oder  auch 

A  A:  -f-  1  Ar  -f-  1 
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Für  x  =  0  verschwindet  linker  Hand  das  zweite  Glied,  und  die  übrig  blei- 
bende Gleichung  enthält  nur  die  beiden  Differentialquotienten  i>'*  T*  und 
2>ii— 1  yt+ij  drückt  man  jenen  durch  diesen  aus,  so  hat  man  die  Recur- 
sionsformel 

Durch  n  malige  Anwendung  derselben  gelangt  mau  zu 

_  k      (a n+k -  1)  (2 u  +k-i)\i „+k-3)...in  +  k)[ ^^ ^J 

-(-'^  k+H 2=: L*^     Jo 

d.i.  nach  Hebung  von  k+n^  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Factoren  im 
Zähler  und  unter  Bücksicht  auf  den  Umstand,  dass  Y  bei  verschwindenden 
a:  den  Werth  ^  annimmt  ^ 

[/),-  F*l  =^=gi  (*+«+!)  (*+«+2)...(*+2n-l). 
Hiermit  ist  /^"^  (0)  gefunden  und  der  Maclaurin'sche  Satz  giebt  nun 

_  2.  (,_*.£,  ,  k{k+3)/x\'      k{k+i)(k+b)/xY 
2»  I  14  1.2     \4/  1.2.3        \4j 

k{k+b)ik+6)[k+7)/x\*  I 

oder  auch  1.2.3.4  \4/        '"i 

( ?_.Y 

V  1  +  }/i+x/ 

diese  Gleichungen  gelten  übrigens,  wie  man  leicht  finden  wird,  nur  unter  der 

Bedingung  l>a:>  —  1.     Für  x=-  —  4«(l— «)  zieht  man  daraus 

1 

k     ,         ,  ,   k(k+^)  .,        ,,     k(k+4)(k+b)   ,  ,. 

wobei  z  zwischen  den  Grenzen  0  und  \  enthalten  sein  muss. 

Wir  haben  die  vorstehende  Entwickeluug,  deren  Endresultate  bekannt, 
wenn  auch  nicht  auf  so  einfachem  Wege  bewiesen  waren,  nur  desswegen 
mitgetheilt,  weil  uns  die  zur  Bestimmung  von  [Dx*'  T^]o  benutzte  Methode 
noch  weiterer  Anwendungen  fähig  zu  sein  schien.  SCHLÖMILCH. 

ZLVIV.  Veber  die  Vrsache  des  Kupferniedersclilags  an  der  Daniel- 
fchen  Kette  und  über  denen  Verhütung  macht  Herr  Fr.  Place  Nachste- 
hendes bekannt  (Poggend.  Ann.  Bd.  100.  S.  590).  Die  bekannte  Erschei- 
nung des  Kupferniederschlags  an  der  dem  Kupfer  zugewandten  Seite  der 
Thonzelle  eines  DaniePschen  Elements  ist  ein  Uebclstand ,  welcher  sowohl 
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eine  schnellere  Zerstörung  und  darum  öftere  Erneuerung  der  Thonzelle, 
als  auch  eine  baldige  Schwächung  des  Stromes  und  einen  unnöthigen  Zink- 
verbrauch zur  Folge  hat.  Herr  Place,  welcher  auf  eine  Beseitigung  die- 
ser Uebelstände  bedacht  war,  suchte  zunächst  bei  erfahrenen  Technikern, 
Telegraphen-Beamten  etc.  einigen  Rath  zu  erholen ,  fand  aber  mehr  oder 
weniger  irrige  Meinungen  über  die  Ursache  und  Bedeutung  dieses  Kupfer- 
niederschlags verbreitet,  namentlich  die  Ansicht,  dass  dieser  Niederschlag 
nothwendig  wäre  und  einen  wesentlichen  Theil  zur  Erhaltung  der  Constanz 
der  Kette  bilde,  während  doch  gerade  das  Gegentheil  statt  findet,  indem 
das  angesetzte  und  in  die  Thonzelle  hineingewachsene  Kupfer  eine  leitende 
Brücke  vom  Zink  zum  Kupfer  abgiebt  und  so  eine  Nebenschliessung  der 
Kette  bewirkt,  mithin  die  Wirkung  im  eigentlichen  Schliessungsbogen 
merklich  schwächt.  Herr  Place  giebt  nun  über  die  beregte  Erscheinung 
und  deren  Beseitigung  folgende  Erklärungen  und  Mittel  an : 

1)  Die  Kupferbekleidung  der  Thonzelle  ist  nicht  ein  Theil  des  die 
Polarisation  verhütenden  Kupferniederschlags;  denn  während  das  Yolta- 
metcr  1862  Kubikcentimeter  Knallgas  entbindet  (1  Gramm  Wasser  zersetzt), 
nimmt  das  Gewicht  des  Kupfercjlinders  um  die  volleii  äquivalenten  3,518 
Gramm  zu,  mag  dabei  auf  die  Thonzelle  viel  oder  wenig  Kupfer  abgelagert  sein. 

2)  Die  Kupferbekleidung  ist  auch  kein  secundäres  Stromproduct,  denn 
man  kann  Tage  lang  einen  kräftigen  Strom  erhalten ,  ohne  dass  sich  eine 
sichtbare  Spur  von  ihr  zeigt,  während  man  andrerseits  an  ungeschlossenen 
und  nie  geschlossen  gewesenen  Ketten  in  einigen  Tagen  10  bis  30  Gramm 
Bekleidung  erhalten  kann.  Die  in  Hede  stehende  Bekleidung  hat  also  mit 
der  galvanischen  Thätigkeit  der  Kette  überhaupt  gar  nicht  das  Geringste 
zu  schaffen. 

3)  Füllt  man  die  Kette  auf  die  übliche  Art  mit  den  Flüssigkeiten,  stellt 
aber  die  Kupfer-  und  Zinkcylinder  nicht  hinein ,  so  bleibt  die  Bekleidung 
aus,  sie  entsteht  also  nicht  durch  eine  Thätigkeit  der  beider  Flüssigkeiten 
aufeinander;  sie  bleibt  ferner  aus,  wenn  man  auch  den  Kupfercylinder  ein- 
setzt, sie  tritt  aber  nach  einigen  Tagen  ein,  wenn  man  den  Zinkblock  ein- 
stellt, dieser  ist  also  wesentlich  erforderlich. 

4)  Stellt  man  einen  wohl  amalgamirten  Zinkblock  in  verdünnte  Schwe- 
felsäure von  der  gewöhnlichen  Concentration  (5  bis  20  Proc.  nach  Gewicht), 
so  ist  der  chemische  Angriff  wohl  sehr  verringert,  aber  niemals  vernichtet. 
Bekanntlich  löst  sich  ein  Gemenge  von  Zink  und  Blei,  Zink  und  Eisen, 
Mangan,  Kadmium  etc.  nicht  auf,  sondern  nur  das  Zink  wird  als  Zinkvitriol 
gelöst,  während  die  beigemengten  Stoffe,  Eisen,  Blei,  Mangan,  Kadmium  etc. 
metallisch  zu  Boden  fallen.  Nun  ist  das  im  Handel  vorkommende  und  zn 
galvanischen  Erregungen  angewandte  Zink  stets  mehr  oder  weniger  mit 
diesen  Stoffen,  namentlich  Eisen,  verunreinigt.  In  Folge  hiervon  bekleidet 
sich  bald  das  in  der  Säure  stehende  Zink  mit  einer  grauen  losen  Schicht, 

dio  wir  vorläußg  als  „Zinkschlamm"  bczeicliueu  wollen,  und  die  eben  aus 
den  genannten  metallischen  Stoffen  \>Oöte\\l. 


Kleincrc  Mitthcilungcn.  423 

5)  Hat  sich  der  Zinkschlamm  reichlicher  angehäuft,  so  sinkt  er  zu  Bo- 
den, so  dass  der  Zinkblock  öfters  mehr  als  i  Centimeter  tief  in  ihm  steht.  — 
Auch  kommt  es  dnrch  schräge  Stellung  oder  Bewegung  des  Zinkblocks  bald 
dahin,  dass  grössere  oder  geringere  Quantitäten  Zinkschlamm  an  der  Wand 
der  Thonzelle  hängen  bleiben. 

6)  Die  Wand  der  Thonzelle  ist  nach  längerer  Zusammenstellung  der 
Kette  stets  von  Kupferritriollösung  duch zogen.  An  der  inneren  Wand 
der  Thonzelle  hänge  nun  in  der  Säure  eine  Quantität  Zinkschlamm,  so 
wird  dieser  auf  die  bekannte  Art  (gerade  wie  ein  in  Kupfervitriol  getauchter 
Eisendraht)  auf  der  Thonzellenseite  Kupfer  reduciren.  Die  so  gebildete 
Kupferschicht  berührt  direct  den  metallischen  Zinkschlamm ;  letzterer  steht 
in  verdünnter  Schwefelsäure,  erstere  in  Kupfervitriollösung  (von  der  die 
Wand  durchzogen  ist).  Somit  hat  man  ein  kleines  DanielPsches  Element 
in  schönster  Form ,  die  constanten  und  ziemlich  kräftigen  Ströme  verdicken 
in  der  bekannten  Art  die  Kupferschicht,  die  auf  diese  Art  in  Fäden  den 
Gängen  in  der  Thonwand  folgend,  diese  durchwächst ,  um  sich  aussen  frei 
und  massenhaft  auszubreiten. 

7)  Demgemäss  beginnt  die  Durchwachsung  stets  an  der  dem  Zink  zu- 
geNvandten  Seite,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  sie  unterbricht, 
noch  ehe  sie  vollendet  ist. 

8)  Die  Noth wendigkeit  des  Zinkes  (3)  verwandelt  sich  mithin  in  die 
Nothwendigkeit  des  Zinkschlammes.  In  der  That,  als  ich  die  Flüssigkei- 
ten in  gewöhnter  Weise  einfüllte,  beide  Metalle  fortliess,  und  die  Säure  et- 
was früher  gebildeten  Zinkschlamm  that,  denselben  auch  an  den  Wänden 
in  regelmässigen  Figuren  vertheilte,  hatte  ich  schon  10  Stunden  später  den 
Kupferbeschlag  ganz  entsprechend  an  der  Aussenseite  der  Zelle. 

9)  Zu  einer  vollständigen  Erklärung  der  Bekleidung  sind  also  folgende 
zwei  Bedingungen  nothwendig  und  ausreichend: 

A)  Anhaften  von  Zinkschlamm  an  der  Wand  der  Thonzelle. 

B)  Durchzogensein  der  Thonzelle  durch  Kupfervitriollösung. 

10)  Verhindert  man  eine  dieser  Bedingungen,  so  verhindert  man  auch 
die  Bekleidung.  Die  Bildung  des  Zinkschlammes  kann  wohl  nicht  leicht 
auf  eine  praktisch  brauchbare  Art  umgangen  werden,  allein  das  Anhaften 
lässt  sich  recht  wohl  vermeiden.  Mein  erstes  Geschäft  mit  einer  neuen 
Thonzelle  ist,  dass  ich  sie  über  der  Spirituslampe  erwärme,  1  Grm.  Wachs 
in  ihr  schmelze  und  dieses  durch  passendes  Neigen  und  Schwenken  über 
den  Boden  und  etwa  5  Millimeter  hoch  an  denWänden  ausbreite ,  denn  hier  ist 
die  Lieblingsstelle  der  Bekleic^ing.  Alles  Auftragen  von  Firniss  ist  nicht 
so  gut  (dieser  Ucberzug  hat  stets  Kisse,  durch  welche  die  Durch  Wucherung 
hindurchsetzt;  Wachs  aber  dringt  in  alle  Gänge  und  bewirkt  eine  wahrhafte 
Verstopfung  derselben),  jedenfalls  aber  gänzlich  zwecklos,  wenn  es  von 
Aussen  erfolgt.     Sodann  sehe  man  darauf^  da&B  4.\^  utv\.^t^'S\^0[v^^^'^^>«^- 
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blockes  *)  eben  und  senkrecht  auf  dessen  Axe  sei,  so  dass  es  frei  und  gerade 
mitten  in  der  Zelle  feststehe.  Den  entstehenden  Zinkschlamm  nehme  ich 
alle  zwei  bis  drei  Tage  mit  einer  Blechkratze  ab,  die  ein  15  Cent,  langes, 
unten  1  Gent,  weit  rechtwinklig  gebogenes  Eisenblech  ist.  Man  verwendet 
dabei  Sorgfalt  darauf,  nicht  an  die  Thonzelle  zu  streichen.  Der  wenige  nie- 
derfallende Schlamm  wird   vom  Wasser  unschädlich  gemacht. 

Führt  man  diess  mit  Sorgfalt  und  Sauberkeit  aus ,  so  ist  die  erste  Be- 
dingung (9  A)  vermieden,  und  die  Bekleidung  bleibt  ans. 

11)  Obgleich  die  Verhinderung  dieser  Einen  Bedingung  vollständig 
genügt,  so  ist  es  doch  leicht,  auch  der  Bedingung  (B)  etwas  entgegenzu- 
wirken. Giesst  man  rasch  nach  einander  Säure  und  Kupfervitriollösung 
in  die  Kette,  so  ist  das  sehr  unvortheilhaft.  Die  Säure  durchdringt  wegen 
ihrer  bedeutenderen  Zähheit  nur  langsam  die  Zelle,  der  mittlerweile  einge- 
gossene Kupfervitriol  kommt  ihr  weit  rascher  entgegen,  und  fast  die  ganze 
Wand  ist  mit  letzterem  durchzogen.  Ich  giesse  die  Säure  4  bis  &  Stunden 
vor  der  Kupfervitriollösung  ein,  dann  ist  die  ganze  Wand  von  Säure  durch- 
zogen. Hierdurch  ist  der  Lösung  der  Eintritt  schon  sehr  erschwert,  wozu 
noch  die  bekannte  Ueberführung  tritt,  so  dass  bei  stetem  Gebrauch  der 
Kette  alle  Eindringungs  -  Versuche  der  Lösung  zurückgeschlagen  werden. 
Hierin  liegt  auch  der  Grund ,  dass  gerade  bei  geöfiheter  Kette  die  Beklei- 
dung häufiger  und  schneller  eintritt  als  bei  geschlossener.  Man  begreift 
ferner  den  Vortheil  bei  sehr  lange  andauerndem  Gebrauche  der  Kette,  dann 
und  wann  eine  neue  Thonzelle  einzusetzen  und  die  alte  (nun  doch  durchzo- 
gene) auszuspülen;  überhaupt  ist  das  Ausspülen  nöthig  und  noch  wirksa- 
mer ist  tagclanges  Stehenlassen  der  Zelle  voll  Brunnenwasser ,  das  man  so 
oft  durch  reines  ersetzt,  als  es  blau -grün  und  trübe  wird. 

12)  Seit  2  Monaten  hat  sich  bei  dieser  Vorsicht  (10,  II)  noch  keine  Spur 
einer  Bekleidung  wieder  an  den  Zellen  gebildet,  obschonich  1  bis  4  Elemente 
stets  in  Thätigkeit  habe ,  und  die  Kupfercylinder  seitdem  wenigstens  40  bis 
50  Grm.  schwerer  geworden  sind.  Ich  hätte  in  der  Zeit  früher  mindestens 
ebenso  viel  Kupfer  auf  die  Zellen  bekommen,  was  ein  nutzloser  Verbrauch 
von  nahezu  ^  Pfund  Kupfervitriol  wäre,  und  sicher  5  bis  6  Zellen  zerstört 
hätte. 


*)  1)  Mit  grossem  Vortbeilc  bedient  man  sich,  statt  des  lästigen  Hohlcylinder, 
massiver  Zinkblocke,  die  bei  19  Cent.  Höhe  und  299  Qiiadratcent.  Fläche  ein  Ge- 
wicht von  700  Grm.  haben.  Die  Amalgamation  dauert  wenige  Sekunden.  Alle  zur 
Danieirschen  Kette  gehörigen  Stücke,  diese  Blöcke  und  vortreffliche  Thonzellen  lie- 
fert der  Mechaniker  Herr  Meissner  («HJ^a)  sehr  gut.  • 
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Recensionen. 

Onmdlehran  der  neuoren  Oaomotrie.  Erster  Theil :  Die  Theorie  des 
anliannonischen  YerhältnisseSy  der  homographiscben  Theilung  und 
der  Involution ,  und  deren  Anwendung  auf  die  geradllxiigen  und 
Kreisfiguren ;  nach  Chasles  :  TraiU  de  Geometrie  superieure  frei 
bearbeitet  yon  De.C.H.Sohnüse  (349  S.  mit  in  den  Text  gedruck- 
ten Holzschnitten).   Braunschweig.   £.  Leibrock.  1856.   2*k  Thlr. 

Diese  Schrift  ist  im  Wesentlichen  eine  Uebersetsung  des  trefflichen 
Werkes  yon  Ghasl es rTrotte*  de  Giamitrie  sup^r.  Weggelassen  sind  dabei 
einige  Capitel  oder  einzelne  Partien  und  manche  Sätze  dear  Originalwerks, 
welche  nach  der  Ansicht  des  Herrn  Schnuse  entweder  in  einem  zweiten 
Theile,  worin  die  Theorie  der  Kegelschnitte  mit  abgehandelt  Verden  soll, 
Platz  finden  möchten ,  oder  nicht  recht  in  ein  systematisches  Lehrbuch  der 
neueren  Geometrie  gehören,  oder  yon  geringerem  Lxteresse  sind  und  ledig- 
lich den  Preis  des  Buches  in  nicht  ganz  gerechtfSertigter  Weise  erhöhen 
würden.  In  welche  von  den  drei  aufgestellten  Kategorieen  die  eine  oder 
andere  der  weggelassenen  Partieen  gehört  und  was  yon  dem  Chasles^schen 
Werke  in  dem  in  Aussicht  gestellten  zweiten  Theile  noch  zu  erwarten  ist, 
wird  in  der  Vorrede  nicht  bemerkt.  Hinzugefügt  hat  dagegen  der  Herr 
Uebersetzer  einige  Bemerkungen  über  die  Lage  und  Gonstruction  der  ima- 
ginären Punkte  und  Linien,  woyon  das  Weitere  unten. 

Der  Inhalt  des  Originalwerked  und  der  yorliegenden  Uebersetzung 
oder  „freien  Bearbeitung*'  ist  folgender:  Herr  Chasles  schickt  dem 
eigentlichen  Werke  eine  werthyolle  Abhandlung  yoraus  über  die  Entwicke- 
lung  der  Geometrie  yom  Alterthume  an  bis  in  die  neueste  Zeit,  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  alles  dessen,  was  als  Keim  und  Ursprung  des  be- 
sonderen, mit  „neuerer  Geometrie*'  (fiSomdtrie  superieure)  bezeichneten 
Zweiges  dieser  Wissenschaft  gelten  kann.  Es  Iftsst  sich  dieselbe  alis  ein 
Auszug  (zum  Theü  auch  Ergänzung,  s.  pag.  zxxn  der  Einleitung)  der 
früher  yon  demselben  Verfasser  erschienenen  Schrift  Ap&rfu  historique  sur 
Torigine  et  le  developpemeni  des  Mdihodes  en  Gdamitrie  (übersetzt  unter  dem 
Titel:  Geschichte  der  Geometrie,  hauptsächlich  etc.  yon  Chasles,  übertragen 

Literaturztg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phya.  11.  1 


LiteraturzeitUDg. 

von  Dr.  Sobncke,  Prof.  etc.)  anzusehen.  In  der  vorliegenden  Uebersets- 
ung  ist  diese  Abhandlung  nicht  berücksichtigt. 

Das  eigentliche  Werk  zerfällt  in  vier  Abtheilnngen,  von  denen  die 
erste  in  13  Kapiteln  die  Fundamentalsätze ,  die  Theorie  des  auhannoni- 
schen  Verhältnisses  (des  DoppelschnittsverhXltnisses),  der  homographischen 
(collinearen  Theilang  and  der  Involution  enthält.  Im  ersten,  einleitenden, 
Kapitel  ist  die  Anwendung  der  Zeichjen  +  und  —  zur  Bestimmung  der 
Richtung  des  eine  (Gerade  beschreibenden  Punktes  und  des  Drehungssinnes 
der  einen  Winkel  beschreibenden  Geraden  erörtert,  oder  kurz  das  Princip 
der  Zeichen  für  Abschnitte  von  Geraden  und  für  Winkel  festgestellt ,  das 
auch  in  der  ganzen  Folge  des  Werkes  streng  festgehalten  wird.  Herr 
Chasles  scheint  der  erste  in  Frankreich  zu  sein,  welcher  dieses  Princip  seit 
einiger  Zeit  (in  dem  1837  erschienenen  Apercu  histoHque  He.  ist  dasselbe 
noch  nicht  aufgestellt)  mit  aller  Consequenz  bei  seinen  mathematischen 
Untersuchungen  sich  zu  eigen  gemacht  und  mit  nicht  geringem  Erfolge  da- 
bei in  Anwendung  gebracht  hat.  Wenn  er  daher  in  der  Vorrede  S.  IX  be- 
merkt, dass  die  zeitherige  VemachlXssigung  dieses  Princips  ein  Hemmniss 
für  die  Fortschritte  der  Geometrie  abgegeben  habe  (on  a  donc  beaucaup 
perdu  ä  ne  pas  introduire  sysiemaüquemeni  dans  la  GiomUrie  pure  U  principe 
des  signes :  les  progris  de  la  scienee  en  ont  etä  n^eesidiremetU  reiardSt) ,  so  hat 
er  gewiss  i^icht Unrecht;  wenn  aber  damit  auch  nach  dem  Zusammenhange 
mit  dem  Vorhergehenden  im  Allgemeinen  gesagt  sein  soll ,  dass  vor  ihm 
das  orwXhnte  Princip  nicht  in  Anwendung  gekommen  sei,  so  dürfte  dieses 
sicher  insofern  unrichtig  sein,  ab  bereits  längere  Zeit  vorher  Herr  Mob  ins 
in  allen  seinen  Schriften,  also  mindestens  von  dem  Ericheinen  des  bary- 
eentrischen  Calculs  an  gerechnet  (1837)  selbiges  aufgestellt  und  dorch- 
gehends  in  Anwendung  gebracht  hat.  Hat  nun  Herr  Chasles  davon  weniger 
Notiz  genommen,  so  mag  dies  erklärlich  [obsu  entschuldigen,  mag  da- 
hin gestellt  bleiben*)]  sein  durch  seine  Unkenntniss  der  deutschen  Spraehe; 
was  soll  man  aber  sagen ,  wenn  von  deutsehen  Schriftstellern  ttber  neuere 
Geometrie  oder  einzelne  Gegenstände  derselben  der  barycentrische  Calenl 
lange  Zeit  nach  seinem  Erscheinen  unberQcksichtigt  geblieben  ist,  während 
die  an  und  fUr  sich  sehr  vortrefflichen  Notep  zum  Aper^  hiitoriq%te  des 
Herrn  Chasles  sich  einer  ungleich  grösseren  Aufmerksamkeit  zu  erfrenen 


*}  In  Deutschland  pflegt  jeder  Originalschriftsteller  die  Arbeiten  des  „gebflde- 
ten"  Aaslandes ,  also  namentlich  Frankreichs  und  Englands ,  in  berllcksichtigen  und 
in  Fragen  der  PrioritZt  selbst  an respectiren ,  weil  die  dara  n&thige  Kenntntss  der 
französisehen  oad  englisehen  Sprache  gleichsam  als  etwas  Selbstverstttodliehes  ver- 
ausgesetst  wird.  In  Frankreich  und  England  dagegen  gilt  noch  recht  hänfig  die  Un- 
kenntniss der  deutschen  Sprache  als  Tollgiltige  Entschuldigung  bei  unberechtigter 
Aneignung  fremden  geistigen  Eigenthums.  Herr  C h  asi e s  macht  insofern  noch  eine 
rühmliche  Ausnahme,  als  er  wenigstens  lebhaft  bedauert,  der  deutschen  Sprache  nicht 
mächtig  zu  seint  (Aperfu  hütorique,  Cap.  Y.  §.22;  S.  211  d.  8ohncke*schen  Hebers,) 
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gehabt  haben  (man  vergl.  s.  B.  Adams:  die  harmonischen  Verhält- 
nisse etc.  1846).  Man  kann  hierin  wieder  einen  Beleg  für  das  eigenthttm- 
liche  Schicksal  deutscher  Gkistesprodaction  finden ,  welcher  in  der  Begel 
nur  dann  allgemeinere  Anerkennnng  an  Theil  wird,. wenn  sie  mit  fran- 
zösischer oder  englischer  Enveloppe  als  etwas  Nenes  offerirt  wird. 

Das  zweite  nnd  dritte  Kapitel  enthalten  die  metrischen  Eigenschaften 
des  anharmonischen  Verhältnisses  zwischen  yier  Punkten  einer  Geraden 
und  vier  Cteraden  eines  Strahlenbttschels ,  sowie  die  auf  zwei  derartige 
gleiche  Verhältnisse  bezüglichen  Sätze.  Sind  nämlich  A^  B^  C^  D  vier 
Punkte  einer  Geraden  und  a,  6,  e,  d  vier  Gerade  eines  Strahlenbüschels 
der  Ebene,  so  iat  der  Ausdruck 

AC     AD       -  »tu  (g c)     sin{ad) 
CB  '  DB^^     sin  (cd)  '  sinlhd) 

von  Möbius  als  ein  Doppelschnittsyerhältniss  (ratio  bisseeiionalis. 
Baryc.  C.  S.  344),  später  kürzer  von  ihm  und  Steiner  (systematische  Ent- 
wickelung  etc.  1832)  als  Doppelverhältniss  bezeichnet  worden,  yon 
Chasles  dagegen ,  der  denselben  etwas  abweichend 

AC     BC^     sin(ac)  ^  sin  (fi c) 
AD  '  BD'    sinlad)  '  sin(bd) 

sehreibt,  ein  anharmonisehes  Verhältniss  deshalb  genannt  worden, 
weil  daraus  in  dem  besonderen  Falle,  dass  sein  Werth  =  —  1  ist,  die  be. 
kannte  harmonische  Proportion  hervorgeht.  Da  die  Benennung  „  Doppel* 
verhältniss*'  ebenso  kurz,  wie  bezeichnend  und  klar  ist,  dagegen  mit  der 
negativen  Bezeichnung  „anharmonisch*'  überhaupt  jedes  Verhältniss  be- 
legt werden  kann,  das  eben  kein  harmonisches  ist,  so  dürfte  wohl  schon  in 
diesem  Betracht  und  abgesehen  von  einer  gewissen  historischen  Berechtig- 
nng  das  ^, Doppelverhältniss**  vor  dem  „anharmonischen''  Verhältniss  den 
Vorzug  verdienen,  trotzdem,  dass  bereits  manche  Geometer  den  letzteren 
'  Namen  ohne  Weiteres  angenommen  haben.  —  Die  metrischen  Eigenschaf- 
ten des  Doppelverhältnisses  sind  übrigena  in  den  angegebenen  Kapiteln 
des  Chasles^fchen  Werkes  sehr  systematisch,  klar  und  ausführlich  ausein- 
ander gesetzt.  Das  vierte  Kapitel  behandelt  in  ähnlicher  Weise  die  Rela- 
tionen des  speciellen  Falles,  wenn  däa  Doppelverhältniss  in  das  harmonische 
fibergeht.  Das  fünfte  Kapitel  enthält  die  Theorie  des  imaginären  Punkten- 
nnd  Strahlenpaares.  Dass  durch  Einführung  des  Imaginären  in  die  Geo- 
metrie den  betreffenden  Sätzen  eine  grössere  Allgemeinheit  gegeben  wer- 
den kann,  ist  schon  vielseitig  erkannt  und  ausgesprochen  worden.  Auch 
Herr  Chasles  hat  zu  diesem  Zwecke  von  dem  Imaginären  in  betreffenden 
Fällen  Anwendung  gemacht  und  seine  Theorie  mit  einer  höchst  beachtens- 
werthen  Consequenz  durchgeführt.  Indem  ihm  das  Imaginäre  wie  in  der 
{gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  zunächst  ab  Wurzel  einer  quadrati- 
Bohen  Gleichung  sich  darstellt,  legt  er  bei  der  geometrischen  Deutung  oder 
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Anwendang  desselben  darauf  den  besonderen  Nachdruck ,  dass  der  imagi- 
nftre  Ausdruck  eine  gewisse  Function  reelldr  Grössen,  nämlich  der  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  ist.  Lassen  sich  daher  auf  irgend  eine  Weise  die 
expliciten  imaginären  Elemente  durch  die  reellen  Elemente,  deren  Function 
sie  sind ,  vertreten^  so  ist  nach  Herrn  Chasles  damit  der  Weg  bezeichnet, 
die  imaginären  Elemente ,  d.  h.  die  imaginären  Punkte  und  Linien  (s.  B.  die 
imaginären  Doppelpunkte  und  Doppelstrahlen  bei  einer  Involution,  die 
imaginären  Durchschnittspunkte  eines  Kreises  und  einer  Geraden,  die 
ganz  ausserhalb  desselben  liegt  etc.) ,  welche  unter  gewissen  Bedingungen 
die  Lösung  einer  Aufgabe  iuYolyirt ,  gar  nicht  mm  Vorschein  kommen  ta 
lassen  und  doch  die  Lösung  der  Aufgabe  oder  den  durch  dieselbe  repräsen- 
tirteu  geometrischen  Satz  für  alle  Fälle  als  möglich  und  giltig  hinzustellen. 
Der  Uebersetzer,  Herr  Schnuse,  bemerkt  zu  dieser  Behandlungsweise  der 
Sätze  von  Seiten  des  Herrn  Verfassers  nicht  mit  Unrecht,  dass  dabei  eine 
Hauptfrage ,  die  nach  der  Lage  der  imaginären  Elemente,  ganz  unentschie- 
den bleibe.  Nach  dem  Vorgange  von  Gauss  u.  A.  weiss  man  aber,  dass 
ein  imaginärer  Punkt  einer  Geraden  zwar  nicht  in  derselben ,  wohl  aber  in 
einer  durch  die  Gerade  zu  legenden  Ebene  construirbar  ist.  Diese  Con- 
strnction  der  imaginären  Punkte  gewährt ,  es  lässt  sich  nicht  leugpien ,  in 
den  Fällen,  wo  dieselben  bei  analytischer  Betrachtungsweise  auftreten, 
eine  gewisse  Befriedigung  und  wQrde  auch  auf  die  von  Herrn  Chasles  ge- 
gebene Theorie  und  Anwendung  des  Imaginären  ohne  Zweifel  sowohl  ein 
helleres  Licht  geworfen ,  als  auch  dieselbe  in  nicht  unwesentlichen  Stücken 
ergänzt  haben.  Diese  Lücke  hat  nun  der  Herr  Uebersetzer  in  einigen  No- 
ten unter  dem  Text,  hauptsächlich  auf  S.  40,  41,  42  und  270,  auszufüllen 
versucht.  So  scbätzenswertb  diese  Zugabe  des  Hesm  Schnuse  auch  sein 
mag,  so  hätte  doch  nach  der  Meinung  des  Referenten  dieselbe  in  einer  der 
übrigen  von  Herrn  Chasles  gegebenen  Bearbeitung  und  Darstellung  des 
Gegenstandes  mehr  angemessenen  Ergänzung  bestehen  können ;  vielleicht 
hätte  dann  auch  die  gelieferte  Uebersetzung  eher  auf  den  Titel  einer 
„freien  Bearbeitung^^  des  Chasles^schen  Werkes  Anspruch  machen  dürfen, 
als  ihr  bis  jetzt  zuzugestehen  ist.  Bei  näherem  Eingehen  auf  die  Dar- 
stellung der  imaginären  Elemente  in  der  Geometrie  kann  nach  dem  jetzigen 
Standpunkte  der  Theorie  derselben,  sowie  nach  der  nicht  unerheblichen 
Tragweite ,  welche  letztere,  in  den  Chasles^schen  Lehrgang  mit  verflochten, 
speciell  erhalten  hat,  es  nicht  blos  mit  den  kurzen  Bemerkungen,  dass  und 
wie  ein  imaginäres  Punkte-  oder  Linienpaar  zu  constmiren  ist,  sein  Be- 
wenden haben ,  vielmehr  dürfte  eine  Darstellung  des  organischen  Zusam- 
menhanges der  imaginären  und  reellen  Elemente  in  analytischer  wie  rein 
constructiver  Beziehung  als  eine  nicht  unberechtigte  Forderung  an  einen 
systematischen  Lehrgang  der  Geometrie,  wie  er  im  Uebrigen  durch  das 
Chasles'sche  Werk  gegeben  ist,  hingestellt  werden,  insbesondere  nach  und 
in  Folge  der  neueren  Untersuchungen  wnd  B^fwtboiluu^en  der  Theorie  des 
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Imaginären  durch  namhafte  Mathematiker.  Namentlich  hätten  dabei  die 
höchst  sinnreichen  Deutungen  und  Anwendungen,  welche  Herr  Möbius  von 
dem  Imaginären  gemacht  und  in  den  Berichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  d. 
Wissenschaften  (Jahrg.  1862  8.  41,  I8d3  S.  14  u.  176),  sowie  auch  in  dem 
Crelle*schen  Journal  veröffentlicht  hat,  berücksichtigt  und  verarbeitet  wer- 
den können. 

Das  sechste,  siebente  und  achte  Kapitel  des  Chasles*schen  Werkes 
enthalten  in  derselben  Ausführlichkeit  und  Klarheit  die  Theorie  der  homo- 
graphischen Strahlenbüschel  mit  zwei  und  einem  Mittelpunkte.  Unter  Ho- 
mographie  ist  bei  Chasles  dieselbe  Verwandtschaft,  welche  Herr  Möbius 
allgemeiner  CoUineation  genannt  hat,  zu  verstehen.  Durch  die  homo- 
graphischen Gebilde  auf  einer  Geraden  ist  die  Theorie  der  Involution  na- 
turgemäsB  vorbereitet,  welche  dann  in  den  nächst  folgenden  fünf  Kapiteln 
mit  einer  Gründlichkeit  und  Eleganz  bearbeitet  ist,  wie  sie  wohl  in  keinem 
anderen  Werke  über  neuere  Geometrie  zu  finden  sein  dürfte. 

Die  drei  folgenden  Abtheilungen  enthalten  Anwendungen  der  voraus- 
gescliickten  Theorieen  und  zwar  zunächst  auf  geradlinige  Figuren.  Man 
findet  daselbst  L  die  Probleme  des  ApoUonius  vom  ^  bestimmten  Schnitt, 
vom  Verhältnissschnitt  und  Raumschnitt  (Sectio  deiermmata^  Sectio  rationis, 
Sectio  spatii)  allgemein  gelöst;  ferner  die  wichtigsten  Sätze  über  das  Drei- 
eck ,  Viereck ,  Sechseck  und  Vieleck  im  Allgemeinen ;  die  verschiedenen 
Darstellungen  einer  Geraden  als  der  Aufeinanderfolge  einer  Reihe  nach 
gewissen  Gesetzen  bestimmter  Punkte;  die  Lehre  von  dem  Gentrum  der 
mittleren  Distanzen  und  der  mittleren  Harmonikaien  (fehlt  in  der  Ueber- 
sets.) ;  allgemeine  Relationen  zweier  Systeme  von  Punkten  einer  Geraden 
und  Anwendung  derselben  auf  Zerlegung  rationaler  Brüche  (fehlt  gleich- 
falls in  der  Uebers.). 

Die  dritte  Abtheiiung  enthält  eine  allgemeine  Theorie  der  Goordi- 
naten  eines  Punktes ;  die  Lehre  von  den  Verwandtschaften  der  Figuren, 
insbesondere  die  Betraehtung  homographischer  (eollinearer) ,  homologer 
(collinear  oder  perspectivisch  liegender)  und  correlativer  (reciprokor)  Fi- 
guren. Zum  Schluss  dieser  Abtheilung  stellt  der  Verfasser  (im  37.  Kapitel) 
eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  verschiedenen  Methoden  der  Be- 
weisführung mit  Hilfe  der  eben  erwähnten  Principe  an  (die  in  der  lieber- 
seiiung  gleichfalls  fehlt)  und  motivirt  den  von  ihm  im  Lehrbuche  befolg- 
ten Gang. 

Die  vierte  Abtheilung  behandelt  die  Theorie  des  Kreises,  insbe- 
sondere die  an  demselben  in  Verbindung  mit  Geraden  vorkommenden 
Doppel-  und  harmonischen  Verhältnisse,  die  Lehre  von  den  Polen  und 
Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kreis,  die  Sehnen-  und  Tangenten- Vier-  und 
"belecke ,  die  Beziehungen  zweier  und  mehrerer  Kreise  zu  einander ,  die 
Potenzlinien  (oüce  radical)^  Potenzpunkte,  Ae'hnlichkeitspunkte  und  Aehn- 
liehkeitsaxen ,  das  Tactionenpreblem  u.  a.  w.\  t^tii»t  V^waa  Va.  ^«äX^^^öw««. 
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setznng  fehlt)  die  Theorie  und  Bedeutmig  eines  immginüren  Sjreiaei,  die 
im  Wesentlichen  mit  der  oben  erwähnten  Auffassung  imaginärer  Elemente 
überhaupt  übereinstimmt' und  deren  Anwendung  auf  stereometrisehe  Be* 
trachtungen  am  schiefen  ELreiskegel,  welche  gewissermaassen  die  Einlei- 
tung und  den  Uebergang  su  den  Kegelschnitten  yermitteln.  Das  letite 
Kapitel  enthält  noch  eine  Anwendung  gewisser  Eigenschaften  des  Kreises 
auf  elliptische  Functionen. 

Gehen  wir  «schliesslich  auf  vorliegende  Uebersetsung  des  Herrn 
Schnusenoch  insbesondere  ein,  so  hat  sie  das  Verdienst ,  in  wohlfeiler 
Ausgabe  das  höchst  schätsbare  Werk  ron  Herrn  Chasles  seinem  haupt- 
sächlichsten Inhalte  nach  dem  deutschen  Publicum  lugänglich  gemaeht  m 
haben.  Die  Buchhandlung  hat  hierbei  das  Ihrige  durch  gute  Ausstattang 
beig^agen.  Zu  wünschen  wäre  allerdings,  dass  maneherlei  Druckfehler 
vermieden,  namentlich  aber  etwas  mehr  Aufmerksamkeit  auf  die  Buch- 
stabenbezeichnung  in  den  Figuren,  wobei  die  Weglaasung  der  Aceente 
nicht  selten  sehr  stierend  ist,  beobachtet  worden  wäre.  (Man  sehe  S.  306  n. 
306,  wo  in  der  Figur  am  5  der '  fehlt,  desgl.  in  Fig.  813,  wo  der  Stellen- 
seiger l  am  m  entweder  fehlt  oder  undeutlich  ausgeführt  ist  u.  a.  a.  O.) 
Noch  störender  und  wirklich  seitranbend  für  den  Leser  ist  die  Verwechs- 
lung der  Figuren.  Zu  §.  374  sind  iwei  Figuren  beigesetit,  die  nicht  au- 
sammen  gehören;  es  gehört  vielmehr  su  der  ersten  (links  stehend^  die 
SU  §.  S77  beigedruckte  erste  (links  stehende)  Figur;  dagegen  ist  die  zweite 
(rechts  stehende)  dem  §.  374  beigestellte  Figur  zu  §.  377  zu  nehmen.  Die 
§§.  374  —  377  incl.  sind  somit  nach  den  beigedruckten  Figuren  gar  nicht 
verständlich.  Es  möchte  daher  die  verehrl.  Buchhandlung  den  Exemplaren 
noch  eine  darauf  bezügliche  erläuternde ,  resp.  berichtigende  Note  beifügen 
oder  die  betreffenden  Bogen  Umdrucken  lassen.  Witzsohel. 


Lehrbücher  und  Beispielsammlungen  für  den  mafhematisehen  Xlemontar- 
unterricht 
1)  Arithmetik  und  Algebra  für  Gymnasien  und  Realschulen  von  F.  H. 
Müller,  Prof.  am  Berlinischen  Gymnasium  zum  grauen  Kloster. 
(Berlin.  1867.  Verlag  von  Jul.  Springer.  380  S.  8.  Preis  %  Thbr.) 
Der  in  diesem  Lehrbache  abgehandelte  Cursus  der  Arithmetik  und 
Algebra  ist  seinem  Umfange  nach  der  gewöhnliche  oder  zeitherige  an  Gym- 
nasien und  Bealschulen  eingeführte,  insoweit  von  demselben  alles,  was  zur 
algebraischen  Analysis  gehört,  ausgeschlossen  ist.    Nach  der  Ansicht  des 
Herrn  Verfassers  ist  von  dem  eigentlichen  Elementarunterrichte  dasjenige 
au  sondern,  wobei  unendliche  Formen  als  Data  für  weitere  Theorien  be- 
nutzt werden ,  wenn  auch  das  Resultat  des  Unendlichen  schon  früh ,  z.  B. 
schon  bei  den  Decimalbrücheh,  auftritt.    Ob  damit  der  Umfang  des  Unter- 
richts auf  Gymnasien  und  höheren  Realschulen  streng  zu  begrenzen  ist, 
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kann  in  Betracht  der  Anforderungen  der  Gegenwart  und  der  jetaigen  £nt- 
wiekelong  der  Wissenschaft  nach  der  Meinung  nicht  allein  des  Referenten, 
sondern  auch  namhafter  Lehrer  und  Mathematiker  (vergl.  die  Vorrede  zu 
der  kürzlich  erschienenen  Bretschn  ei  der 'sehen  Arithmetik)  zwar  be- 
zweifelt und  bestritten  werden,  doch  wird  es  nicht  wenig  Unterrichts- 
anstalten  irgend  welchen  Ranges  geben ,  auf  denen  das  angegebene  Maass 
des  Unterrichtsstoffes  ein  völlig  hinreichendes  sein  wird. 

Das  Lehrbuch  beginnt  mit  der  Darstellung  der  combinatorischen  Ope- 
rationen (die  rechnende  Combinatorik  ist  davon  getrennt  und  an  den  Schluss 
d6z  Lehrgangs  gestellt) ,  ohne  dass  jedoch  die  darauf  folgenden  nächsten 
Abschnitte  der  eigentlichen  Arithmetik  davon  abhttngig  gehalten  sind ,  so 
daas  diese  Einleitung ,  falls  sie  Bedenken  gewisser  Schwierigkeit  erregen 
sollte,  auch  beim  ersten  Unterrichte  weggelassen  werden  kann.  Uebrigens 
ist  der  Ansicht  des  Verfassers  recht  wohl  beizupflichten,  wenn  er  sagt,  dass 

asytactischen  oder  eombinatorischen  Operationen  dem  arithmetischen 
fangspensum,  sonst  so  arm  an  geeignetem  Uebungsmaterial,  insofern  die 
Sehfiler  in  ihrer  Praxis  der  Theorie  weit  voraus  sind,  reichen  Stoff  zu  den 
mannigfaltigsten  Uebungsaufgaben  liefern  und  somit  sowohl  dem  Bildungs- 
grade der  betreffenden  Schüler  angemessener  seien,  als  auch  deshalb  ein 
lebhafteres  Interesse  für  den  Unterricht  überhaupt  erregen.  In  den  ersten 
Abschnitten  (Summen  und  Differenzen ,  Produkte  und  Quotienten)  sind  die 
Stttee  auf  ein  Minimum  beschränkt;  später  ist  dasselbe  zwar  auch  noch 
festgehalten,  doch  werden  die  Sätze,  welche  für  einen  ersten  Unterricht 
zwar  zu  schwer,  doch  für  einen  gewissen  Abschluss  der  Theorie  nothwen- 
dig  sind,  in  Anhänge  verlegt^  die  bei  einer  Wiederholung  der  betreffenden 
Abschnitte  in  einer  höheren  Klasse  zu  berücksichtigen  sind.  So  wird  z.  B. 
der  dritte  Abschnitt,  der  1)  Potenzen  und  Wurzeln  von  Zahlen,  2)  Poten- 
len  und  Wurzeln  von  Potenzen  und  Wurzeln,  3)  Potenzen  und  Wurzeln 
von  Producten  und  Quotienten,  4)  Potenzen  und  Wurzeln  von  Summen  und 
Difierenzen,  5)  Irrational-  und  imaginäre  Zahlen  behandelt,  durch  einen 
Anhang  ernänzt,  der  A,  Potenzen  mit  Bruchexponenten,  B.  Potenzen  mit 
negativen  Exponenten,  im  Ganzen  also  die  Erweiterung  des  Potenzbegriffes 
enthält. 

Es  würde  hier  zu  weit  führen,  den  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte 
näher  zu  besprechen ;  es  sei  daher  im  Allgemeinen  nur  noch  bemerkt,  dass 
las  Lehrbuch  diejenigen  Theile  der  angewandten  Arithmetik ,  welche  für 
lie  meisten  Berufsklassen  von  practischer  Bedeutung  sind ,  entsprechend 
berücksichtigt  und  namentlich  deren  rationelle  Fundirung  den  Augen  des 
Schülers  hinlänglich  klar  und  deutlich  hervorhebt  —  ein  nicht  unwesent- 
licher Vorzug  dieses  Lehrbuchs  vor  vielen  andern ,  welcher  es  namentlich 
rar  Einführung  in  Realschulen  empfiehlt.  (Man  vergl.  insbesondere  den 
Abschnitt  über  Proportionslehre  und  dessen  Anhang.) 

Bezüglich  der  Darstellung  des  Ganzen  ist  noch  besonders  hcrvorzu- 
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heben ,  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  einerseits  wohl  gelungen  ist,  eine  ge- 
wisse Kürze  und  Prägnanz  zn  beobachten,  ohne  jedoch  andererseits  dadnrck 
der  nöthigen  Klarheit  und  Deutlichkeit  oder  einer  leichteren  Verständlich- 
keit für  den  Schüler  irgendwie  Abbruch  zu  thun.  In  dieser  Besiehung 
möchte  Referent  das  Lehrbuch ,  welches  sich  ausserdem  durch  einen  sehr 
massigen  Preis  auszeichnet ,  zunächst  der  Einsicht  und  nähern  J^flfong  der 
Herren  Lehrer  der  Mathematik  anempfohlen  wissen. 


Sammlung  von  Au^ben  aui  der  Arithmetik  und  Algehxm  fbr 

und  Oewerbschulen  bearbeitet  Yon  Fried.  HopkAMM,  Prof.  der 
Math,  am  K.  Ojmnasium  zu  Bayreuth ;  in  drei  Theilen.  (Erster 
Theil ,  arithmetische  Aufgaben ,  2.  Auflage  mit  Resultaten ;  zwei- 
ter Theil,  algebraische  Aufgaben,  2.  Auflage  mit  Resultaten. 
Bayreuth,  Gran 'sehe  Buchhandl.  1856.  1.  Theil:  15  Nn. 
2.  TheU :  20  Ngr.   8.  Theil  1  Thlr.)  * 

Wie  schon  mehrere  Beurtheilungen  der  ersten  Auflage  dieser  BM- 
spielsammlung  rühmend  anerkannt  haben  (man  s.  Gruhert's  Archir  f.  Matb. 
u.  Phys.  Nr.  76  u.  88,  Mager's  Pädagogische  Revue,  Aprilheft  1854,  „die 
Volksschule *'  4.  Heft.  1856  etc.),  ist  diese  Sammlung  Tielleicht  die  reich- 
haltigste ;  die  Zahl  der  Aufgaben  geht  in  die  Tausende.  Dabei  sind  die 
Aufgaben  kurz  und  deutlich. gefasst  und  jedes  überflüssige  Wort  sorgfUtig 
vermieden.  Eine  sehr  anzuerkennende  Raumerspamiss  hat  der  Herr  Ver- 
fasser dadurch  erzielt,  dass  er  den  nöthigen  Text  zu  gleichartigen  Aufgaben 
nie  mehr  als  einmal  drucken  Hess,  in  demselben  aber  statt  der  numerischen 
Angaben  sich  schon  in  dem  ersten  Theile  der  Buchstaben  als  allgemeiner 
Symbole  bediente  und  sodann  unter  den  Text  die  für  diese  Buchstaben  ein- 
zusetzenden Zahlen  für  mehr  oder  weniger  Fälle  stellt.  Als  Beispiel  ent- 
nehmen wir  dem  VI.  Abschnitte  der  zweiten  Abtheilung  des  ersten  Theiies 
folgende  Aufgabe:  m  Stück  einer  Waare,  jedes  zu  n  Ellen,  kosten  im 
Ganzen  a  Fl. ;  wie  theuer  ist  die  Elle  zu  verkaufen  mit  einem  Gewinn  oder 
Verlust  von  p  %  V 

W  (ö)  (6)        (7) 

23  26  17  3 

43  43  61        54 

1150,4  1007  ,V  1296|^  120 
p=  9  G.  13  6.  8  G.  4  V.  3  V.  5^  V.  15  G. 
und  so  sind  ausserdem  noch  für  7  Aufgaben  derselben  Art  die  numerischen 
Werthe  für  m,  w,  a,  p  daselbst  angegeben.  Diese  Einkleidungs  weise  der 
Aufgaben  hat  aber  ausserdem  noch  den  nicht  unerheblichen  Vortheil ,  dass 
sich  der  Schüler  schon  zeitig  an  den  Gebrauch  der  allgemeinen  Zahlen  ge- 
wöhnt und  der  Begriff  derselben  allmälig  in  ihm  vorbereitet  und  herange- 
bildet wird.     Bei  den  Geldrechnungen  sind  gleichmässig  die  Gulden  und 


(l) 

(2) 

(3) 

m—   11 

39 

13 

n  —   59 

50 

37 

a  —  1300 

2674,8 

972/^ 
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Kreuzer  (österreichische  and  rheinische)  wie  Thaler  and  Silbergroschen 
berücksichtigt.  Ueberhaapt  ist  das  Strebisn  des  Herrn  Verfassers,  die 
Sammlang  möglichst  vielen  Verhältnissen  gleichmttssig  anzupassen ,  wohl 
anzaerkennen. 

Dieselbe  Reichhaltigkeit,  streng  geordnete  Aufeinanderfolge  und 
Lttckenlosigkeit  in  den  Aufgabenreihen  ist  in  dem  zweiten  Theile  beob- 
achtet ,  welcher  die  AufgaBen  für  die  Buchstabenrechnung  bis  einschliess- 
lich der  allgemeinen  Potenzlehre,  sowie  für  die  Lehre  von  den  Gleichungen 
des  ersten  Grades  mit  einer  and  mehreren  Unbekannten  enthtflt.  (Der 
dritte  Theil,  wie  zu  erwarten  ebenso  bearbeitet,  liegt  Kef.  zur  Zeit  noch 
nicht  vor.) 

Für  Lehrer  ist  diese  Sammlung,  deren  Werth  bezüglich  der  zweiten 
Auflage  noch  durch  Beifügung  der  Resultate  in  besonderen  Heften  nicht 
unwesentlich  erhöht  worden  ist ,  jedenfalls  eine  sehr  schätzbare  Hilfe  beim 
Unterricht.  Ihrer  Einfahrung  in  Schulen  hat  die  Verlagshandlung  durch 
entsprechende  Ausstattung,  gutes  Papier  und  deutlichen  Druck,  sowie  vor- 
sttglich  durch  verhältnissmässige  Wohlfeilheit  jeden  Vorschub  geleistet. 

WiTZSCHEL. 


Slemente  der  allgemeinen  Arithmetik,  von  J.  Bootz.  ü.  Cursus.  Er- 
langen, bei  F.  Enke  1857. 

Der  erste  Cursus  dieses  Machwerks  hat  in  diesen  Blättern  (S.  1 14  ff. 
des  vorigen  Jahrgangs)  eine  Besprechung  erfahren ,  die  demselben  den  ge- 
bührenden Platz  unter  den  Plagiaten  der  neuem  Zeit  anweisst.  Nicht 
glimpflich,  jedoch  vollständig  berechtigt  ist  das  ürtheil  eines  Mannes,  der 
sich  die  Frttchte  seines  Fleisses  nicht  ruhig  rauben  lassen  wollte.  In  dem 
inswischen  erschienenen  zweiten  Cursus  des  fraglichen  Werkes  hat  der 
ehrenwerthe  Herr  Verfasser  mit  einer  ungleich  grösseren,  alle  Vor- 
stellung übersteigenden  Keckheit  sein  literarisches  l^eiben  fortgesetzt 
und  in  weit  eclatanterer  Weise  mit  fremdem  Kalbe  gepflügt.  Der 
Verfaser  des  Werkes,  dem  Herr  Bootz  seine  mathematische  Weisheit  in 
seinem  opus  verdankt,  ist  todt;  es  ist  daher  Sache  der  Ueberlebenden ,  ein 
Verfahren  zu  brandmarken,  dass  bei  grösserer  Verbreitung  die  Begriffe  Über 
das  literarische  „Mein  und  Dein"  wesentlich  zu  verwirren  geeignet  wäre. 
Das  Werk':  „Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien  von  C.O.Wunder, 
H.  Theil,  Leipzig  bei  W.  Engelmann  1839,  aus  dem  Herr  Bootz  mit  höchst 
nnkritischer  Sichtang  das  seinige  compilirte,  ist  weder  in  der  Vorrede, 
noch  im  Texte  mit  einer-  Silbe  erwähnt ;  es  ergiebt  sich  daraus  mit  voller 
Oewissheit,  dass  sich  der  Verfasser  d er  Unrechtmässigkeit  seiner  Handlungs- 
weise vollständig  bewusst  war,  da  ihm  der  Gebrauch  ehrlicher  Männer 
die  Quelle ,  aus  der  sie  zu  schöpfen  Veranlassung  'finden,  anzugeben,  jeden- 
falls bekannt  sein  musste.  ^ 

Liesse  die  verdächtige  bis  auf  unbedeutende  Worte  sich  erstreckende 


10  »  Literatunseitang« 

üebereinstimmaiigy  die  bereits  im  Inbaltsyeneichntsse  sieh  seigt,  sieh  wenn 
aach  mit  geringer  Wahrscheinlichkeit  ans  der  gleichen  Anordntiiig  des  Stof- 
fes erklaren,  so  verschwiiidet  jeder  Zweifel  ttber  die  nnredliche  Handlongs- 
weise  des  Herrn  Bootz,  wenn  man  die  Paragraphen  selbst  vergleicht.  Höchst 
unnöthigefimwissensehafUiehe,  sprachlich  nicht  m  rechtfertigeiide  und  selbst 
unsinnige  Bedactionsverändemngen  aosg^nommen,  wie  ja  statt  bekannt- 
lich, aweite  vom  Ende  statt  Torletzte,  *ganz  unabhängig  statt 
unabhängig  —  was  versteht  Hr.  Boota  unter  tji  eilweiser  Unabhängig- 
keit ?  —  und  dergleichen  mehr ;  ist  das  Original  mit  seiner  breiten  Dar- 
stellungsweise,  den  beigefügten  charakteristischen  Beispielen,  ja  wie  wir 
unten  sehen  werden ,  sogar  mit  Druckfehlem  §.  für  §.  zum  grössten  Theii 
wörtlich  abgedruckt. 

Es  würde  zu  weit  führen  und  kaum  der  Mühe  lohnen,  wollten  wir  alle 

die  Belege  anführen,  die  das  ausgesprochene  Urtheil  bestätigen;  statt  aller 

wollen  wir  die  erste  beste  Seite  herausgreifen  und  es  dem  Leser  überlasseoi 

falls  er  es  noch  für  nöthig  halten  sollte ,  sich  weitere  Belege  zu  sammeln. 

Wunder,  S.70.  Bootz,  8.$. 

Aufgabe.   Alle  Permutationen  für       Aufgabe.    Alle  Permutationen  ge- 
irgend    eine    gegebene    Elementen-  gebener  Elemente  aufzustellen, 
menge    1 ,  2,3,...  (n — 1)  n  darzu- 
stellen. 

I.  Auflösung.  Die  erste  oder  nied-  Erste  Auflösung.  Man  erhält  die 
rigste  Permutation  erhält  man ,  wenn  erste  oder  niedrigste  Permutatiooi 
man  alle  gegebenen  Elemente  gut  ge-  wenn  man  alle  gegebenen  Elemente 
ordnet  neben  einander  stellt;  dieselbe  gut  geordnet  nebeneinanderstellt;  man 
ist  also  z.B.  für  5  Elemente:  12345.  hat  also  für  4  Elemente  abcd:  ans 
Hieraus  leitet  man  nach  und  nach  dieser  Permutation  leitet  man  alle  an* 
alle  übrigen  ab,  indem  man  nach  ei-  dern  nach  einer  der  beiden  folgenden 
ner  der  beiden  folgenden  Regeln  von  Begeln  ab : 
jeder  Permutation  zu  der  nächstfol- 
genden übergeht. 

A.  Wenn  das  letzte  Element  höher  1)  Ist  das  letzte  Element  höher  als 
als  das  Vorletzte  ist;  so  vertausche  3as  zweite  vom  Ende,  so  ver- 
man  beide  mit  einander  und  lasse  die  tausche  man  beide  und  lasse  die  übri- 
übrigen  unverändert; . . .  gen  ungeändert. . . 

B.  Wenn  aber  das  vorletzte  Ele-  2)  Wenn  das  zweite  vom  Ende 
ment  höher  als  das  letzte  ist;  so  suche  höher  ah  das  letzte  ist,  so  suche  man 
man  von  der  Rechten  nach  der  Lin-  von  rechts  nach  links  hin  das  erste 
ken  hin  das  erste  Element,  welches  Element,  das  niedriger  ist,  als  das 
niedriger  ist  als  das  rechts  neben  ihm  rechts  neben  ihm  stehende ;  an  dessen 
stehende;  an  dessen  Stelle  setze  man  Stelle  setze  man  das  nächste  (!!) 
das  nächst  höhere  aus  den  rechts  von  höhere  aus  den  rechts  von  ihm  ste- 
ihm  stehenden,  lasse  die  links  davon  henden,  lasse  die  linksstehenden  un- 
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Wniider,  8.78  '     Booti,  S.6. 

befindlichen   nngeXndert    nnd   setae  geftndert  nnd  setse  die  noch  übrigen  ' 
rechts  davon  die  noch  übrigen  Ele-  Elemente  gat  geordnet  hin. 
mente  gnt  geordnet  hin. 

Ist  anch  diese  zweite  Regel  nicht  Ist  diese  sweite  Regel  nicht  mehr 
mehr  anwendbar,  weil  kein  Element  anwendbar,  weil  kein  Element  n.s.  w. 
n.  s.  w. 

Dass  der  Ansdmck  „  nächste  höhere  *'  etwas  gans  anderes  bedeutet, 
als  das  im  Original  stehende  „nächst  höhere*'  und  dass  durch  diese  Ver- 
ballhomung  vollständiger  Unsinn  in  seine  Regel  gekommen  ist,  scheint  Hr. 
Bootz  in  seiner  Ignoranz  nicht  bemerkt  an  haben.  Nach  seiner  Regel  jst 
z.B.  die  auf  16432  folgende  Permutation  51234^  während  es  in  'Wirklichkeit 
und  nach  der  Wander 'sehen  Regel  21345  ist. —  Diess  eine  Beispiel  wird 
genügen ,  die  Leichtfertigkeit  nnd  Unwissenheit  4es  Plagiators  in's  Licht 
zu  setzen.  In  gleicher  Weise  hat  er  die  Combinations-  und  Variationslehre, 
die  Entwickelung  des  Binomialtheoroms ,  die  Kettenbrüche,  überhaupt  mit 
wenig  Ausnahmen,  für  welche  wir  uns  nicht  bemühten,  das  Original  aufzu- 
suchen ,  das  ganze  Buch  fabricirt.  Dass  er,  mit  der  Quotientenbezeichnung 
der  Kettenbrüche  unbekannt,  eine  Menge  Papier  verschwendet  und  z.  B.  zu 
dem  Kettenbruche  [6,  1,  8,  I,  I,  2, 6,  2,  I,  L,  1,  1,  3,  4^  1»  2,  •  • .]  eine  volle 
Seite  braucht,  bt  zwar  ebenfalls  geeignet,  den  Standpunkt  seines  mathe- 
matischen Wissens  zu  bezeichnen,  in  der  Hauptsache  aber  ein  Verfahren, 
das  er  bei  seinem  Verleger  zu  verantworten  hat,  der  durch  die  Unwissen- 
heit seines  Lieferanten  ohnediess  am  schwersten  getroffen  wird« 

Ehe  wir  aber  von  der  literarischen  Thätigkeit  des  Herrn  Bootz  schei- 
den, können  wir  uns  nicht  versagen,  noch  ein  Beispiel  der  Intelligenz  des 
Herrn  Bootz  anznftlhren.  Als  Anwendung  der  PermntationBlehre  führt 
Wunder  den  bekannten  Hexameter  an :  Toi  Utn  sunt  dotes,  Virgo,  quot  sidera 
coelo  und  fügt  hinzu : 

Wunder.  Boots 

bringt  dasselbe  Beispiel  und  sagt: 
Jacob  BemouUis  {Ars  cat^fectandi  Die  acht  Worte  geben  nach  Jacob 
j9.i/.,jM^.76)giebt  an,  dass  nach  seinen  Bemoullis  eingnen  Untersuchungen 
eignen  Untersuchungen  die  Anzahl  der  {Ars  ca^Jeeiandi  p»lL^  pag.  76)  durch 
richtigen  Hexfuneter  9312  sei,  wobei  Versetzung  3312  richtige  Hexameter, 
er  wohl  Hexameter  ohne  Censur,  aber  wobei  er  wohl  die  Hexameter  ohne 
keinen  Spondaikus  mitgerechnet  zu  Canfur  (I !) ,  aber  keinen  Spondaikus 
haben  scheint.  mitgerechnet  zu  haben  sagt. 

Konnte  denn  Herr  Boots  nicht  einen  wenn  anch  nur  mittelmässigen 
Quartaner  des  Erlanger  OymnasinmB  um  Belehrung  angehen,  was  ein  Hexa- 
meter mit  oder  ohne  Censur  sei?  Des  Verfassers  sprachliche  und  logische 
Bildung,  von  der  fachwissensehaftliehen  nioht  zu  reden,  erinnert  ohnehin 
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oft  an 'den  Qaartaner.    Wahrlich  1  hXtte  man  nicht  Omnd  snr  EntrflstaDg, 
man  könnte  über  solche  Dinge  lachen. 

In  der  Vorrede  zum  vorliegenden  zweiten  Carsiu  hat  Herr  ililfslehrer 
Bootz  einen  demnächst  erscheinenden  Cnrsns  der  Stereometrie  und  Trigo- 
nometrie  angekündigt.  Nach  dem  Vorausgegangenen  lässt  sich  annehnen, 
dasB  Herr  Bootz  bei  der  Verfertigung  auch  dieser  Bücher  ein  ähnliches  Ver- 
fahren  anwenden  werde ,  worauf  wir  die  Leser  dieser  Blätter  hiermit  aof- 
merksam  gemacht  haben  wollen.  Dr.  Jobdan. 


Programme. 

1.  Einige  ProUeme  dtrWirmeiheorie.  VonDr.DBiCKs.  Michaelisprogramm 
von  18&Ö  der  höheren  Bürgerschule  zu  Mühlheim  a.  d.  Ruhr. 

Die  durch  Versuche  ermittelten  Gesetze  für  strahlende  Wärme  (IhUnig 
et  Peiit:  Recherches  $ur  la  memre  des  temperaiures  et  sur  ies  lots  de  la  cammu- 
nieation  de  la  chalew)  geben  dem  Verfasser  Oelegenheit  zur  Behandlung 
einer  Keihe  von  Aufgaben  theils  allgemeiner  theils  specieller  Natur.  Die 
erste  Aufgabe  betrifft  die  Bestimmung  der  Wärmeänderung  der  Oberflächen- 
einheit,  wenn  sich  in  einer  luftleeren  Umgrenzung  mehrere  Körpec  befin- 
den; daran  knüpfen  sich  in  natürlicher  Folge  die  Fragen  nach  dem  Ans- 
strahlungs-  und  Einstrahlungsvermögen ,  dem  gegenseitigen  Verhältnisse 
beider  (welches  eine  Funktion  der  Temperatur  ist) .  nach  der  Grösse  der 
Absorptionscoefficienten,  der  Temperatur  u.  s.  w.  Die  entsprechenden  Auf- 
gaben für  den  Fall,  dass  die  betrachteten  Körper  sich  in  einem  gasfönmgen 
Medium  befinden,  bilden  den  zweiten  Theil  der  Abhandlang,  welchem  sich 
endlich  noch  die  Untersuchung  einiger  speciellen  Fälle  anreiht. 

Die  Darstellung  des  Verfassers  ist  eben  so  präcb  als  klar ,  die  Hand- 
habung des  Calcüls  gewandt  und  sicher. 


2.  Zur  Theorie  der  Kugelfimktionen.  Von  0  berlehrer  Bertram.  Michaelis- 
programm von  185&  der  Königstädtischen  Realschule  zu  Berlin. 
Die  Kugelfunktionen,  welche  in  der  Theorie  der  Wärme  und  bei  den 
Störungsrechnungen  eine  hervorragende  Rolle  spielen,  sind  ganze  rationale 
algebraische  Funktionen  der  Sinus  und  Cosinus  zweier  Winkel  ^ ,  q>  und 
eines  ganzen  Index  n,  und  genügen  der  Differentialgleichung 

"^"  +  '^^'  +  ^ ä^ +1Ü^J^='- 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung ,  d.  h.  die  allgemeine  Form  der 
Kugelfunktionen  bestimmt  der  Verfasser  in  §.1.  mittelst  eines  sehr  ein- 
fachen Verfahrens  und  leitet  daraus  die  von  Laplace,  Legendre,Js- 
cobi,  Heine  und  Neu  mann  gefundenen  Eigenschaften  der  betreffenden 
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Funktionen  ab.  Unter  die  merkwürdigsten  Eigenschaften  derselben  gehört 
%.  B.,  dass  jede  Funktion  zweier  Variabelen  ^  and  9  in  eine  Reihe  von  Kn- 
gelfanktionen  verwandelt  werden  kann. 

In  nahem  Zusammenhange  hiermit  steht  die  Aufgabe ,  den  Ausdruck 

{  l  —  2a  [cos  S  cos  B^  +  sin  B  sin  8|  cos  (9  —  9,)]  +  ö*}  ""* 

nach  Potenzen  von  a  <  1  so  zu  entwickeln ,  dass  die  Coefficienten  von  a, 
a*  etc.  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  q>-rg>i  geordnet  sind  (bekannt- 
lich hat  dieses  viel  behandelte  Problem  zuerst  auf  die  Kugelfunktionen  ge- 
führt); auch  hier  giebt  der  Verf.  eine  neue  Behandlung  der  spocielleren  Auf- 
gabe ,  worauf  die  obige  zuletst  hinauskommt.  —  Dai^  Schriftchen  ist  recht 
gut  geschrieben  und  lässt  in  dem  Verfasser  einen  tüchtigen  Schüler  Ja- 
cob i '  s  und  Dirichlet^s  erkennen.  Scrlömilch. 
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Recensionen. 

Analytiiohe  Gheometrie  der  Ebene  nnd  des  Ranmes  für  polare  Coordi- 
nateniyiteiiLe.  Von  J.  A.6bun£Rt,  Professor  zu  Greifsn^ald.  Greifs- 
wald nnd  Leipzig,  1857.  C.  A.  Eoch's  Verlagshandlung ,  TL.  Kunike. 

Das  vorliegende  Werk  dos  bekannten  Herausgebers  des  Archivs  der 
Mathematik  gehört,  wie  manches  seiner  Geschwister,  unter  jene  eigenthüm- 
lichen  Bücher ,  von  denen  man  nicht  weiss ,  für  wen  sie  eigentlich  geschrie- 
ben sind.  Der  Vorrede  nach  zu  urtheilcn  will  der  Verfasser  eine  Lücke 
im  System  der  Mathematik  ausfüllen,  er  meint,  weil  es  Lehr-  und  Hand- 
bücher der  analytischen  Geometrie  giebt ,  in  denen  fast  nur  das  rechtwink- 
lige Coordinatensystem  benutzt  wird,  so  sei  es  nicht  mehr  als  billig,  dass 
auch  einmal  das  polare  Coordinatensystem  ebenso  ausschliesslich  zur  An- 
wendung komme.  Zufolge  dieser  Erklärung, die  nur  einen  Schluss  nach  Ana- 
logie enthält  und  auf  welche  Keferent  nachher  zurückkommen  wird,  sollte 
man  erwarten,  dass  der  V^fasser  für  wissenschaftlich  gebildete  Leute 
schreiben,  also  mindestens  cue  Kenntniss  der  gewöhnlichen  analytischen 
Geometrie  voraussetzen  würde;  statt  Dessen  fängt  aber  das  Buch  ab  ovo  an 
und  spricht  in  den  ersten  sechs  Capiteln  über  die  allbekanntesten  Dinge 
mit  einer  Ausführlichkeit,  wje  sie  kaum  bei  einem  auf  das  Selbststudium 
von  Anfängern  berechneten  Werke  vorkommen  darf.  Li  den  übrigen  sechs 
Capiteln  differenzirt  und  integrirt  der  Verfasser  (auch  der  bei  Herrn  Gru- 
nert  stereotype  Best  der  Taylor 'sehen  Reihe  muss  ganz  unnützerweise 
mehrmals  herhalten)  setzt  also  doch  einige  tiefere  mathematische  Bildung 
voraus  —  wie  passt  das  nun  zu  dem  Vorigen  ?  Referent  begreift  das  in  der 
That  nicht,  und  würde  vielme];ir  seine  Leser  zu  beleidigen  fürchten ,  wenn 
er  in  der  einen  Hälfte  eines  Buches  höhere  Analysis  von  ihnen  verlangte 
und  ihnen  in  der  anderen  Hälfte  zumuthete  elementare  Definitionen  und 
Rechnungen  zu  lesen,  die  jeder  mathematisch  Gebildete  selber  machen 
kann.     Doch  lassen  wir  die  Form  und  besehen  wir  uns  die  Sache  näher. 

Die  algebraische  Geometrie  und  die  Trigonometrie  haben  das  Gemein- 
same, dass  sie  die  unbekannten  Stücke  einer  geometrischen  Figur  aus  deren 
gegebenen  Stücken  berechnen;  dabei  handelt  es  sich  abct  Vi?>Mi^\Ä>^Oo.Vv5Jö. 

Lileraturzig:  d.  Zcitschr.  f.  AfaMi.  u.  Phys.  U.  ^ 
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nur  nm  die  Grössen  der  gegebenen  und  gesuchten  Stücke,  ihre  Lagen 
werden  nicht  besonders  berücksichtigt  und  es  ist  z.  B.  für  die  trigonome- 
trische Auflösung  eines  Dreiecks  vollkommen  gleichgültig,  ob  dessen  Spitze 
über  oder  unter  der  Grundlinie  liegt.  Diesen  beschränkten  Standpunkt 
einer  rechnenden  Geometrie  des  Maasses  überwindet  die  eigentliche  ana- 
lytische Geometrie ;  sie  will  rechnende  Geometrie  des  Maasses  und  der  Lage 
zugleich  sein.  Diess  gelingt  ihr  dadurch,  dass  sie  nicht  nur  die  relative 
Lage  der  Punkte  gegeneinander  betrachtet  (wie  es  a.  B.  die  Trigonometrie 
bei  dem  Pothenot'schen  Probleme  thut),  sondern  auch  die  absolute 
Lage  derselben  im  Räume  soweit  fixirt,  als  dioss  überhaupt  möglich  ist. 
Diess  kann  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen  geschehen,  jenachdem 
mau  sich  den  Kaum  auf  verschiedene  Art  entstanden  oder,  besser  gesagt, 
den  schon  vorhandenen  Raum  eingetheilt  denkt.  Zerlegt  matf  die  Ebene 
durch  zwei  Systeme  von  Parallelen  in  Parallelogramme,  so  kommt  man 
auf  dasParallelcoordinatensystem,  theilt  man  sie  durch  einen  Strahlbüscbel 
und  concentrische  Kreise  in  gemischtlinige  Vierecke,  so  hat  man  das  Polar- 
system u.  s.  w.  Unter  allen  diesen  möglichen  Coordinatensystemen  kommt 
ohne  Zweifel  die  grösste  wissenschaftliche  Bedeutung  demjenigen  Systeme 
zu,  welches  von  der  primitivsten  und  ebendesswegen  einfachsten  Eigen- 
schaft des  Raumes  hergenommen  ist,  nämlich  von  den  drei  Dimensionen 
des  Raumes.  So  wenig  Jemand  leugnen  kann ,  dass  die  gerade  Linie  eine 
einfachere  Gestalt  als  der  Kreis,  die  Ebene  einfacher  als  die  Kugel  ist,  so 
wenig  wird  man  bestreiten,  dass  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  ein- 
facher und  der  Natur  des  Raumes  adäquater  ist  als  das  polare.  Selbstver- 
ständlig  wird  damit  nicht  ausgeschlossen,  dass  in  speciellen  Fällen  und 
Diimentlich  da,  wo  es  sich  um  Kugeltlächoi^  rotirende  Bewegungen  und 
dergleichen  handelt,  das  polare  Coordinatensystem  von  bequemer  Anwen- 
dung sein  kann.  Wenn  aber  von  dieser  empirischen  Thatsache  die  Be- 
rechtigung zu  einer  „Analytischen  Geometrie  für  polare  Coordinatensysteme" 
hergeleitet  wird,  so  liegt  darin  ein  Mangel  an  Unterscheidung  zwischen 
der  praktischen  Brauchbarkeit  für  specielle  I^älle  und  der  allgemeinen  wis- 
senschaftlichen Bedeutung  einer  Methode.  Mit  demselben  Rechte  wie  der 
Verfasser  eine  analytische  Geometrie  des  polaren  Systemes  ausarbeitet,  also 

x=  r  cos  (p  cos  t/; ,     y  =  r  sin  <p  cos  t/; ,     r  =  r  sin  t^ 
setzt,  könnte  jeder  Andere  auch  eine  analytische  Geometrie  des  elliptischen 
Coordinatensystemes 
o-  =  r  C05  <p  C05  1/; ,      y  =  r  sin  9  j/l  —  m*  sin*  t/; ,      r  =  r  5i>i  tp  y\ — n*  sin*^ 

(m*  +  w«  =  1) 
aufstellen ,  welches  für  m  -=  1  und  n  =  1  in  das  vorige  übergeht ,  und  wo- 
von bekanntlich  Jacobi  und  Lame  sehr  schöne  Anwendungen  gemacht 
haben. 

Im  Zusammenhange  hiermit  steht  ein   zweiter  Punkt.     Der  Verfasser 
erklärt  in  der  Vorrede,  er  wolle  nicht  in  Abrede  stellen,   dass  alle  seine 
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Resultate  auch  durch  Transformation  der  Coordinaten  ans  der  gewöhnlichen 
analytischen  Geometrie  abgeleitet  werden  könnten,  er  habe  aber  diesen 
Weg  nicht  einschlagen  wollen  einerseits,  weil  dadurch  die  neue  analytische 
Geometrie  von  der  alten  abhängig  geworden  wäre  und  somit  ihren  selb- 
ständigen Wörtli  verloren  hätte,  andererseits,  weil  dieser  Weg  oft  sehr 
mühevoll  und  dornig  sei ,  wie  Jeder  finden  würde ,  der  den  Versuch  in  ge- 
hörijger  Ausdehnung  unternähme.  Was  nun  den  ersten  Grund  betrifft,  so 
hätte  sich  das  von  Herrn  Grunert  befürchtete  Unglück  wohl  ertragen 
lassen;  der  Werth  des  polaren  Systemes  ist,  wie  vorhii)  erwähnt,  gar  nicht 
so  bedeutend,  dass  eine  grosse  Selbständigkeit  nothwcndig  wäre,  im  Ge- 
gentheile  meinen  wir ,  dass  der  Uebergang  vom  rechtwinkligen  zum  polaren 
Systeme  gerade  das  Beste  ist,  was  man  hier  thun'kann  und  thun  muss,  wenn 
man  der  alten  guten  Regel,  vom  Einfachen  zum  Complicirteren  stetig  wei- 
ter zn  schreiten,  treu  bleiben  will.  Der  zweite  Grund  hat  uns  wahrhaft 
überrascht,  denn  sonderbarer  Weise  verhält  sich  die  Sache  gerade  umge- 
kehrt, wie  wir  sogleich  an  Beispielen  zeigen  wollen.  Die  Gleicimngen  der 
Geraden  im  Räume  können  bekanntlich  auf  folgende  Form  gebracht  werden 

wo  A  und  B  zwei  nur  von  der  Richtung  der  Geraden  abhängige  Constanten 
sind,  a  und  b  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Geraden 
mit  der  ary- Ebene  bedeuten;  nennen  wir  c  den  Abstand  dieses  Punktes 
(Horizontalspur)  vom  Coordinatenanfang  und-  oo  den  Winkel  zwischen  c  und 
der  xc -Achse ,  so  ist  a  =  c  c^5  oo ,  b  =  c  sin  od ,  ausserdem  gelten  ftir  or,  y,  z 
die  vorhin  erwähnten  Formeln  ,•  mithin  sfnd  die  Gleichungen  der  Geraden 
in  Polarcoordinaten 

r  cos  (p  cos  t^  =  A  r  sin^  +  c  cos  m , 
r  sin  q>  cos  tp  =  ^  r  st;j  tf;  -f-  ^  sin  o. 
Durch  Einfahrung  neuer  Hilfswinkel  i  und  d"  mittelst  der  Gleichungen 

A  ==  cot  i  cos  ^,  ß  =  cot  isin  ^, 
aus  denen  die  geometrische  Bedeutung  von  i  und  O  sehr  leicht  erhellt,  ge- 
langt man  jetzt  unmittelbar  zu  genau  denselben  Gleichungen,  zu  deren  Ent- 
wickelung  Herr  Grunert  über  f  Ü  n  f  Seiten  des  grössten  Lexiconoctav  -  For- 
mates braucht.  Dieselbe  enorme  Weitschweifigkeit  kehrt  bei  der  Ebene 
wieder,  wo  gleichfalls  nach  fünf  Seiten  Rechnung  nichts  weiter  herauskommt, 
als  was  man  unmittelbar  durch  Coordinatentransformation  in  ebensoviel  Zei- 
len findet.  Auch  bei  den  Differentialformeln,  welche  zur  Bestimmung  der 
Tangenten,  Krümmungshalbmesser  etc.  dienen,  sowie  bei  den  Intcgralfor- 
mein  für  die  Quadratur ,  Rectification  etc.  bestätigt  sich  des  Verfassors  Be- 
hauptung nicht;  inCap.X,  §.  1  werden  z.B.  drei  Seiten  an  die Entwickelung 
der  Formel 


s 


-hV^^^' 


verschwendet,   während  man  aus  d^=dx*+  df/^  durch  Substitution  von 

2* 
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a:  =  r  cos  ^  ,  y  ^==^r  sin  g>  Unmittelbar  d«*==  (r  dq>y  +  dr*  und  damit  sofort 
die  obige  Formel  erhalt.  Nach  diesen  Erfahrungen  mUssen  wir  die  Be- 
hauptung, dass  der  Weg  der  Transformation  mühevoll  und  dornig  sei,  als 
einen  starken  Irrthum  bezeichnen;  jene  „Dornen**  dürften  nur  dem  gefähr- 
lich sein,  der  mit  einer  gewissen  Ungeschicklichkeit  auf  dem  Felde  des 
Calcüls  herumtappt;  der  Gewandte  merkt  gar  nichts  davon.  —  Diesen  all- 
gemeinen ^Erörterungen ,  deren  Gesammtresultat  in  den  zwei  Worten  be- 
steht, dass  die  ganze  Grundidee  des  Buches  keine  glückliche  ist,  lassen  wir 
eine  genauere  Angabe  des  Inhaltes  folgen,  um  daran  noch  einige  Bemerk- 
ungen zu  knüpfen. 

Das  erste  Capitel  enthält  die  allgemeine  Betrachtung  des  ebenen  aad 
räumlichen  Polarcoordinatensystems,  und  lehrt  die  Transformation  der  recht- 
winkligen Coordinaten  in  polare,  sowie  den* Uebergang  von  einem  Polar- 
coordinatensjsteme  sum  anderen.  Die  bei  Herrn  Grunert  nun  einmal  on- 
vermoidliehe  Breite  der  Darstellung  abgerechnet,  haben  wir  aii  dieser  Par- 
tie des  Buches  nichts  auszusetzen  und  halten  sie  überhaupt  für  die  beste. 
In  Cap.  II  wird  zunächt  die  Polargloichung  der  Geraden  in  der  Ebene  ent- 
wickelt, nämlich 

a  sin  u 
sin((i  —  g>y 
was  man  einfacher  aus  y=^A{X'-a)  durch  Substitution  der  Werthe  ^  = 
r  cos  qp,  y^=r  sintp^  A=i  lang  fi  haben  kann,  und  dann  folgt  eine  Reihe  von 
Aufgaben,  wie  z.B.  die  Polargleichung  einer  Geraden  zu  finden,  welche 
zwei  durch  Polarcoordinaten  bestimmte  Punkte  verbindet;  die  Polarcoordi- 
naton  des  Durchschnitts  zweier  Geraden  zu  finden,  deren  Polargleichungen 
gegeben  sind  etc.  Aufgaben  dieser  Art  giebt  man  gewöhnlich  einem  Stu- 
denten, der  im  ersten  Semester  analytische  Geometrie  gehört  hat  und  sich 
am  Ende  desselben  um  ein  Stipendium  bewirbt,  welches  nur  nach  Bestehung 
eines  kleinen  Examens  ertheilt  wird;  man  giebt  gerade  diese  Aufgaben,  weil 
sie  nur  die  Seitenstücke  der  entsprechenden  Aufgaben  der  analytischen 
Geometrie  des  Parallelsystems  sind  und  ihre  Lösung  ebendesswegen  kein 
sonderliches  Talent  erfordert.  Dergleichen  Unbedeutendheiten  lässt  man 
aber  nicht  in  extenso  drucken,  die  Angabe  des  Resultats  genügt,  die  Her- 
leitung überlässt  man  dem  Leser.  —  Noch  weniger  hat  sich  Referent  mit 
Cap.  III  befreunden  können.  Wenn  man  bei  Vorlesungen  über  analy- 
tische Geometrie  auf  die  Theorie  der  geraden  Linie  einen  kleinen  Excurs 
über  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks,  das  vollständige  Viereck  etc. 
folgen  lässt,  so  will  man  damit  keine  besonders  werthvollen  Beweise  längst 
bekannter  Sätze  geben ,  sondern  nur  an  einigen  Uebungsbeispielen  zeigen, 
wie  die  analytische  Geometrie  in  solchen  Fällen  rechnet.  Dieser  Calcül  ist 
so  einförmig  (es  handelt  sich  fast  immer  nur  um  Gerade  durch  zwei  Punkte 
oder  um  die  Durchschnitte  von  Geraden),  dass  wenige  Beispiele  ausreichen 
und  später  nur  die  Resultate  angegeben  zu  werden  brauchen,  etwa  mit  dem- 
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jenigen  Maass  der  Kürze,  wie  es  z.  B.  Referent  auf  Seite  318  and  319  des 
vorigen  Jahrgangs  eingehalten  hat.  Für  Polarcoordinaten  bleibt  der  Cal- 
cül  seiner  Art  nach  derselbe  und  jeder,  der  mit  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  rechnen  gelernt  hat-,  wird  sich  binnen  wenigen  Minuten  auch  an  den 
Umgang  mit  Polarcoordinaten  gewöhnen ;  kann  er  das  nicht ,  so  ist  er  über- 
haupt nicht  zum  Matliematiker  geboren  und  mag  dann  seine  analytischen 
Stadien  aafgeben.  Referent  findet  es  daher  sehr  überflüssig,  dass  inCap.  111. 
die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  in  aller  Breite  mit  Polarcoordina- 
ten behandelt  werden;  dass  aber  in  §.6  nicht  weniger  als  ^k  Seiten  zum 
Beweise  des  PascaFschen  Satzes  vom  Sehnensechseck  im  Kreise  benutzt 
sind,  hält  Referent  für  eine  Papierverschwendung. —  Die  beiden  folgenden 
Capitel  enthalten  die  Theorie  der  Geraden  im  Räume  und  die  Theorie  der 
Ebene;  von  der  Umständlichkeit,  womit  hier  der  Verfasser  zu  Werke  geht, 
haben  wir  anfangs  schon  ein  paar  Proben  gegeben ,  die  wohl  abschreckend 
genpg  sein  dürften. 

Cap.  VI  beschäftigt  sich  mit  den  Tangenten  und  Normalen  an  Curven 
sowohl  einfacher  als  doppelter  Krümmung;  als  Beispiele  dienen  ein  paar 
Spiralen ,  die  Lemniscate  (natürlich  wird  ihre  Gleichung  erst  entwickelt  und 
discutirt,  als  wenn  Niemand  wüsste,  was  eine  Lemniscate  ist)  und  die  Schrau- 
benlinie. Am  Ende  dieses  Capitels  findet  sich  eine  Anmerkung,  die  wir  un- 
seren Leserü  nicht  vorenthalten  können ,  nämlich :  „  Es  würde  hier  der 
schicklichste  Ort  sein,  von  der  Concavität  und  Convexität,  den  Wendungs- 
pankten  etc.  der  Curven  zu  handeln.  Bei  der  Darstellung  dieses  Gegen- 
standes würde  es  aber,  wie  ich  mich  überzeugt  habe,  der  Kürze  wegen 
am  besten  sein,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  zurückzugehen  und  ich  würde 
dadurch  in  die  Nothwendigkeit  gesetzt  werden,  ganz  bekannte  Dinge,  die 
man  in  jedem  Lehrbuche  findet,  zu  wiederholen.     Ich  ziehe  es  daher  vor, 

im  Folgenden  bloss  die  Formeln  anzugeben,  durch  welche  y,   -r-  ,    -r-j  .... 

durch  r,  — ,  — ;...  ausgedrückt  werden. "      Die    betreffenden  Formeln 

sind  nämlich ,  wenn  man  die  Differentialquotienten  von  y  mit  y\  y" .  . .  und 
die  von  r  mit  r',  r" .  .  .  bezeichnet : 

x^=-r  co$^^     y  =  r  sinq>, 
,  r  cos  g>  +  r'  sin  w 

y  = 7-^ — ? , 

r  sm  q>  —  r  cos  q> 


y  =  — 


(r  sin  q>  —  r  cos  g>) 


8' 


und  gehören  gleichfalls  unter  „die  ganz  bekannten  Dinge " ,  die  in  allen 
Lehrbüchern  stehen.  Jene  Anmerkung  ist  aber  besonders  desswegen  inter- 
essant, weil  der  Verfasser  dadurch  in  Zwiespalt  mit  sich  selber  geräth.  Von 
swei  verschiedenen  Principien  kann  man  doch  nar  eines  durchführen;  soll 
die  polare  analytische  Geometrie  ihre  Unabhängigkeit  vom  rechtwinkligen 
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Coordiuatcnsystem ,  soll  „die  neue  Wissenschaft  (!!)  ihren  eigenthüm- 
liehen  Werth^'  behalten,  so  müssen  auch  die  Wendepunkte  etc.  polar  be- 
handelt werden  und  sollte  es  10  Seiteih  Formeln  kosten  (die  doch  Herrn 
Grunert  gewiss  keine  Mülie  verursachen  werden) ;  kommt  es  aber  auf  mög- 
lichste Kürze  an,  so  waren  auch  mindestens  Neun  Zehntel  aller  vorigen 
Entwickelungen  überflüssig.  Um  z.  B.  die  Polargleichung  der  Tangente 
am  Punkte  xy  =  rq>  zu  erhalten ,  braucht  man  nur  in  die  Gleichung 

die  obigen  Werthe* nebst  X=iRcos^y  Y=Rsm(P  zu  substituiren  und 
nach  R  aufzulösen;  das  Resultat  ist 

r« 
•     p  .  , 

(r  sin  q>  —  r  cos  (p)  sin  O+^r  cosq>  +  r  sin  q>)  cos  O 
und  der  Weg  weit  kürzer  als  Herrn  Grunert's  Entwickelung  auf  Seite 
141  und  142. —  Der  eigentliche  Grund,  warum  die  Untersuchung  über  aus- 
gezeichnete Punkte  der  Curven  bei  polaren  Coordinaten  so  weitläufig  wird, 
liegt  darin ,  dass  der  zweite  und  nöthigenfalls  noch  weitere  Differentialquo- 
tienten  von  y  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  welche  aber,  wie  schon  y"  zeigt, 
immer  complicirter  werden.  Der  eigenthümliche  Werth  der  neuen  Wissen- 
schaft geht  also  nur  bis  zum  ersten  Differentialquotienten. «r: 

Da  es  der  Verfasser  schon  zu  weitläufig  findet ,  den  in  Polarcoordina- 
ten  ausgedrückten  Werth  von  y"  zu  discutiren  (die  Wendepunkte  aufzu- 
suchen), so  sollte  man  consequenter  Weise  erwarten,  dass  der  noch  compli- 
cirtore  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  gleichfalls  nicht  direct  ent- 
wickelt, sondern  aus  der  Formel 

y" 

durch  Substitution  der  obigen  Werthe  von  y  und  y"  abgeleitet  würde ,  denn 
das  ist  jedenfalls  das  Kürzeste;  aber  nein,  hier  wird  Herr  Grunert  dem 
Principe  der  Kürze  wieder  untreu  und  kehrt  zu  seiner  gewöhnlichen  Weit- 
schweifigkeit zurück,  um  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes  den  Krüin- 
mungshalbmesser  zu  bestimmen.  Unter  allen  langen  Wegen  ist  diess  der 
längste;  kürzer  war  es,  wenn  nun  einmal  eine  directe  Entwickelung  gege- 
ben werden  musste ,  den  Krümraungsmittelpunkt  als  den  Grenzpuukt  des 
Durchschnittes  zweier  benachbarter  Normalen  zu  betrachten ,  und  damit 
wenigstens  den  Taylor'schen  Satz  zu  sparen.  Gleich  darauf  bei  den  Krüm- 
mungshalbmessern derKauracurven  geschieht  aber  das  noch  Merkwürdigere, 
dass  der  Verfasser  beiden  erwähnten  Principien  zugleich  den  llücken 
kehrt.  Er  benutzt  wieder,  um  ja  nicht  zu  kurz  zu  sein,  den  Taylor'schen 
Satz  und  zwar  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  für  rechtwink- 
lige Coordinaten  und  drückt  dann  letztere  durch  polare  Coordinaten  aus. 
Wo  bleibt  denn  da  der  selbstständige  Werth  der  neuen  Wissenschaft?  Der 
Verfasser  bemerkt  zwar,  diese  rechtwinkligen  Coordinaten  seien  nur  „  H  i  1  f  s  - 
grossen**,  aber  mit  dieser  Redensart  wird  sich  Niemand  täuschen  lassen; 
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das  Verfahren  ist  und  bleibt  doch  nichts  anderes ,  als  ein  ganz  ordinärer 
Uebergang  von  dem  einen  Systeme  zum  anderen,  d.  h.  gerade  Das,  was  der 
Verfasser  in  der  Vorrede  verwirft. .  Mit  einem  Worte ,  „  die  neue  Wissen- 
schaft^' macht  an  dieser  Stelle  Bankerott. 

Cap.  Vin  beginnt  mit  einer  mehr  als  fünf  Seiten  langen  Entwickelung 
der  Polargleichung  der  Berührungsebene  für  eine  gegebene  Fläche,  wobei 
wieder  der  unvermeidliche  Best  der  Taylor' sehen  Reihe  vorkommt.  Man 
sieht  gerade  an  dieser  ganzen  Exposition  wie  Herr  Grunert  ohne  alle  geo- 
metrische Anschauung  und  Klarheit  wüst  in's  Gelag  hinein  rechnet;  die 
Berührungsebene  erklärt  er  für  diejenige ,  bei  welcher  die  mit  /Jq>  und  ^^ 
behafteten  Glieder  verschwinden ,  während  es  doch  viel  einfacher  und  an- 
schaulicher ist ,  die  berührende  Ebene  auf  dieselbe  Weise  aus  der  schnei- 
denden Ebene  entstehen  zu  lassen,  wie  die  Tangente  aus  der  Secante. 
Stellt  man  die  Polargleichung  der  Ebene  in  der  Form 

A cos  Ocos  ^>+  B sin  O cos  W+  C sin  W=  — 

H 

dar  und  läset  sie  durch  diejenigen  drei  Punkte  der  Fläche  gehen,  deren  Po- 

larcoordinaten  sind 

(p,         ^,         r, 

g>,     'tlf  +  Jy,'      ''+(^)^^'' 

so  hat  man  drei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  A,  B  ^  C\ 
durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  /Itp^  <Jtf;,  Jr  gelangt  man 
nachher  sofort  zur  Gleichung  der  Berührungsebene  mit  ungefähr  dem  fünf- 
ten Theile  des  Rechnungsaufwandes. 

Wozu  der  Verfasser  Cap.  IX  aufgenommen  hat,  ist  uns  nicht  klar 
geworden.  Der  Hauptsache  nach  steht  eigentlich  nur  die  Lehre  von  der 
Krümmung  der  Flächen  darin  (z.  B.  der  Euler'sche  Satz),  welche  auf  die 
gewöhnliche  Weise  d.  h.  mit  rechtwinkligen  Coordinaten  behandelt  ist;  erst 
im  letzten  Paragraphen  werden  die  Formeln  entwickelt,  mittelst  deren 

dz  dz    dH      d^z     a*2J         ,  ,      , 

durch 

dr^    dr^    d^    JV_    aV 

d^' d^}' d(p^' dtpdif' d^* 
ausgedrückt,  mithin  die  als  „Hilfsgrössen^*  benutzten  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten herausgeschält  werden  könnten,  wenn  es  jemand  nöthig  fände.  Es 
scheint  Herrn  Grunert  nicht  eingefallen  zu  sein,  dass  dieses  Capitel 
keinen  selbstständigen  Werth  hat  und  dass  die  Entwickelung  der  Krüm- 
mungsgesetze  unter  jene  bekannten  Dinge  gehört,  die  in  allen  Lehrbüchern 
aasnireffen  sind.   Auch  die  fünf  Seiten  lange  und  langweilige  Rechnung  um 
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^fjx.y.z,)   df(x,y,z)    df(x,y,z) 

'~d?.     '      dy     *      ar~^'^- 

darch 

^fin  y,  t|;,)  a/'(r,  q>,  tj;)  df{r,  y,  ^)  ^^^ 
dr  ^  dtp  ^  dijf 
aaszndrücken ,  konnte  entweder  ganz  wegbleiben  oder  mnsste  wenigstens 
anf  einem  weit  geringeren  Hanm  zusammengedrängt  werden ,  denn  in  allen 
bessern  Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  ist  anter  dem  Capitel  i,Ver- 
tanschnng  der  anabhängigen  Variabelen^*  hinreichend  gezeigt,  wie  solche 
ümre'chnangen  za  bewerkstelligen  sind.  (S.  z.  B.  Nayier's  Lehrbach  der 
Differential-  and  Integralrechnung  übers.  ▼.  Dr.  Wittstein,  2.  Aafl.  §78.) 
Die  letzten  drei  Capitel  (X.,  XL  and  XU.)  beschäftigen  sich  mit  der 
Kectification  und  Qaadratar  der  Carven,  Complanation  der  Flächen  and 
Cabatur  begränzter  Käame.  Aach  hier  findet  man  nichts  weiter  als  jene 
weltbekannten  Formeln  und  Beispiele,  wie  sie  jedes  Lehrbach  angiebt;  mit 
welcher  Umständlichkeit  aber  Herr  Graner  t  auch  hier  wieder  zu  Werke 
geht,  davon  wollen  wh  wenigstens  eine  Probe  anführen.  Wer  einmal  weiss, 
dass  in  Beziehung  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

ds^=dx^  +  dy^+dz^ 
der  wird ,   wenn  er  überhaupt  höhere  Analjsis  versteht ,  sogleich  die  Inte- 
gralformeln für  die  drei  möglichen  Fälle ,  dass  entweder  x^  oder  y,  oder  2= 
als  unabhängige  Variabele  gilt,  hinschreiben  können,  nämlich  entweder 


=f-M%hm' 


oder 


-j'^m 


+■+(!)' 


u.  s.  w.    Ebenso  verhält  es  sich  bei  Polarcoordinaten ;  man  entwickelt  eii^ 
für  allemal  die  Formel 

ds^  =  r*  cos*  t/;  dq>*  +  ^  d}\j^  +  dr* 
und  gestaltet  die  daraus  folgende  Integralformel  jenachdem  man  r,  tp  oder  ^ 
als  unabhängige  Variabele  betrachtet.    Der  Verfasser  dagegen  hält  es  füir 
nöthig,  jede  der  drei  möglichen  Formeln 


*=.,/H....+^(gy+(*)-, 


2 
+  1 


besonders  durch  eine  Grenzenbetrachtnng  abzuleiten   ohne  zu  bemerken, 
dass  diese  drei  verschiedenen  Grenzenbetrachtungen  der  Sache  nach  iden- 
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tisch  sind.  Es  hätte  nur  gefehlt ,  dass  der  Verfasser  den  noch  übrigen  Fall 
tiesonders  erörtert  hätte,  wo  r,  9  und  t|;  durch  eine  vierte  Variabele  o  aus- 
gedrückt sind  (wie  z.  B.  bei  der  Cjcloide  die  Coordinaten  durch  den  Wälz- 
ungswinkel) ,  und  dann  consequentor  Weise  eine  vierte  Grenzenbetrachtung 
für  die  Formel 


zum  Besten  gegeben  hätte. 

Sollen  wir  endlich  unser  Urtheil  über  das  ganze  Werk  zusammen- 
fassen, so  müssen  wir  gestehen,  dass  uns  unter  Büchern  von  gleichem 
Volumen  selten  ein  unnützeres  vorgekommen  ist.  Eine  kleine ,  auf  I  bis 
3  Bogen  besi^hränkte  Sammlung  der  resultirenden  Formeln  (nur  hie  und 
und  da  mit  kurzer  Andeutung  ihrer  küvzesten  Herleitung)  würden  wir 
als  ein  ganz  brauchbares  Werkchen  bezeichnet  haben  und  dieses  wäre 
vielleicht  Geodäten,  Astronomen,  überhaupt  Allen,  die  das  polare  Coordi- 
naten-System  öfter  anwenden,  sehr  willkommen  gewesen;  in  seiner 
widerlich  breiten  Ausführlichkeit  aber  halten  wir  das  Werk  für  gänzlich 
verfehlt.  Die  Herren  Malmst  en  und  Svanberg,  denen  dieses  neue  o/?«^ 
gewidmet  ist,  dürften  daran  keine  besonder«  Freude  haben;  Herr  Cauchy 
aber,  an  welchen  sich  die  Vorrede  zum  Theil  wendet,  wird  jedenfalls  denken 
„Herr  Grunert  mag  Mancherlei  von  mir  profitirt  haben.  Eines  jedoch  hätte 
er  vor  Allem  von  mir  lernen  sollen,  nämlich  concise  Darstellung.** 

SCHLÖMILCH. 


Vene  Theoreme  znr  Lehre  yon  den  bestimmten  Integralen.    Von  Dr. 

Anton  WiNCKLER,  Professor  a.  d.k.k.  t^chn.  Lehranstalt  zn  Brunn. 
Bes.  abgedr.  aus  dem  Julihefte  des  Jahrg.  1856  der  Sitzungsbe- 
richte der  kais.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien. 
Wenn  schon  jeder  grössere  Beitrag  zu  den  zahlreichen  einzelnen  Thei- 
leu  der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  mit  Dank  anerkannt  werden 
muss ,  so  gilt  diess  in  noch  höherem  Gerade  von  solchen  Arbeiten,  wodurch 
nicht  nur  die  Menge  der  Resultate  vermehrt,  sondern  auch  gleichzeitig  eine 
Verallgemeinerung  herbeigeführt  wird,  in  Folge  deren  eine  Keihe  isolirt 
stehender  Wahrheiten  auf  eine  gemeinschaftliche  Quelle  zurückgeführt  wird 
und  in  wenigen  allgemeinen  Theoremen  ihren  gemeinsamen  Ausdruck  findet. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  ausgehend  müssen  wir  das  vorliegende  Schrift- 
chen als  eine  sehr  tüchtige  Arbeit  bezeichnen ,  die  sich  den  früheren  Ab- 
handlungen des  Verfassers  (Crelle's  Journal  Bd.  45  u.  50)  würdig  zur  Seite 
istellt.    Der  Inhalt  ist  folgender. 

In  §.  I  entwickelt  der  Verfasser  die  Formel 
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a  a 

welche  unter  der  Bedingnng  gilt,  dass  die  Funktion  F[x^  y)  unter  der  Form 

enthalten  ist.  Nimmt  man  hierin  beispielweis  t/;  {x)-=x^  q)  (y)  =  y,  F  (x^y) 
=  e~~^if,  wodurch  der  letzten  Bedingung  genügt  wird,  so  erhält  man  für 
ß=  QO  und  a  =  0 

ü  a 

wie  schon  bekannt  ist;  der  Verfasser  erweitert  aber  diese  Kesultvte  in  §.2 
durch  Einführung  complexer  Zahlen.  Der  nächste  Paragraph  enthält  wie- 
der ein  allgemeines  Theorem,  welches  sich  auf  die  homogenen  Funktionen, 
deren  Differential(potienten  und  Integrale  bezieht.  Bezeichnet  nämlich 
0  (x^  y^  z .  . )  eine  homogene  Funktion  nten  Grades  zwischen  m  Variabeleu 
ar,  y,  z  . .  . ,  so  gilt  bekanntlich  die  £  u  1  e  r '  sehe  Gleichung 

« 

de,    de,    dB,  ^ 

worin  alle  Differentialquotienten  partielle  sind;  diese  Gleichung  verallge- 
meinert der  Verfasser,  indem  er  zeigt,  dass  hiernach  einer  beliebigen  Fnuk- 
tion  von  &  die  folgende  Eigenschaft  zukommt: 

d[xF{e)]    <iiy F(0)]     d [zF{e)]  . 

cx  cy  vz 

Durch  Combination  dieses  und  des  vorigen  Theoreraes  gelangt  der  Verfasser 
zu  zahlreichen  mehr  oder  weniger  allgemeinen  Formeln  zur  Umwandlung 
bestimmter  Integrale.  Bezeichnet  man  z.  B.  die  Werthe,  welche  i  F  {()  für 
i  =  0  und  für  /  =  oo  erhält,  mit  resp.  Tq  und  T^  ,  so  ist 

Jdx  [b  F(bx)  -  a  Fiax)]  =  (7,-  T^)  l  (-^)  , 


? 


30  ^  00 

^^[l,F{bx)-^aFiax)]  =  {b-^a)J^[tF(l)-T,] 


0 


Nach  Erledigung  dieser  allgemeinen  Sätze  wendet  sich  die  Untersuch- 
ung einem  specielleren  Gegenstande  zu  nämlich  den  Euler'schen  Integra- 
len. Gestützt  auf  das  Vorige  gelingt  es  hier  dem  Verfasser,  den  bekannten 
Gauss'schcn  Satz 
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auf  elegante  Weise  zu  verallgemeinem;  das  betreffende  Theorem  lautet: 
Bifzeicbnen  a^byk  beliebige  Grössen  und  m,  ;i  ganze  positive  Zahlen,  welche 
der  Bedingung  a:  b^=m:n  gen&gcn ,  so  ist  allgemein 

K4)'C-f")'(n-)-c-±v^") '  ^"^ 

Der  Gauss'sche  Satz  folgt  hieraus,  wenn  0  =  m ,  6  =  n  =  1  gesetzt  und  ka 
filr  k  geschrieben  wird. 

Hieran  knüpft  sich  die  Untersuchung  der  Gammafunktionen  mit  com- 


{p)^.JzP- 


plexen  Argumenten.    Für p  =  ^^  +  r ]f/ — 1  =^  +  ri   geht    nämlich   die 

Gleichung 

.00 

0 
fiber  in 

^{Q  +  ri)=  fz'i-  *  [cos  (r  h)  + 1  sin  (r  Iz)]  e-»  dz 

oder  nach  Substitution  von  z=ze* 

'  /*^  /»* 

r{q  +  ir)^  I  e^"^"'^  cos  rx  dx+i  j  e^^^^  sin  rx  dx-, 

—  00  — ot 

die  Integrale  rechter  Hand  bezeichnet  der  Verfasser  mit  u  und  v ,  setzt 

fi«  +  t;«=n(^,r),       ^  =  e(^,r), 

und  zeigt  nun,  dass  die  Funktionen  77,  B  viele  Eigenschaften  mit  P gemein 
liaben.  Namentlich  für  J7(7,  r),  welches  bei  verschwindenden  r  mit  [i'(y)]' 
identisch  wird,  geht  diese  Analogie  sehr  weit;  so  existirt  z.  B.  ein  dem  obigen 
erweiterten  Ganss'schcn  Satze  entsprechendes  Multiplicationstheorem  für  /7, 
wovon  u.  A.  die  Gleichung 

ein  bemerkenswerther  specieller  Fall  ist.  ^ 

Referent  schliesst  diese  Anzeige  mit  dem  Bekenntniss  ,*  dass  ihm  die 
Leetüre  der  genannten  Schrift  ebensoviel  Vergnügen  als  Belehrung  gewährt 
hat,  und  mit  dem  Wunsche,  dass  dem  Verfasser  zu  weiteren  Untersuchungen 
auf  diesem  Gebiete  die  nöthigo  Müsse  nicht  fehlen  möge. 

SCHLÖMILCII. 
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liehrbüoher  tind  Beispielsammlungen  for  den  mathematiBchen  Elementar- 
unterricht.    (FortsetzuDg.) 

3)  Lehrbuch  der  Elementar- Geometrie  für  den  Schul-  und  Selbstunter- 
richt von  AuoüST  BE7ER,  Prof.  am  Gymnasium  zu  Nenstettin. 
(Erste  Abtheilung,  I4Q  S.    8.    Berlin,  Oehmigke's  Verl.) 

Der  Herr  Verfasser  hat,  wie  er  selbst  bemerkt,  „lange  den  Wunsch 
gehegt,  statt  des  bisher  gebrauchten  „Leitfadens  von  Mathias"  ein 
passenderes  Lehrbuch  beim  Unterrichte  am  dortigen  Gymnasium  zu  benutzen. 
Nach  genauerer  Prüfung  der  in  neuerer  Zeit  erschienenen  Lehrbücher 
konnte  keinem  (von  den  so  vielen!)  derselben,  namentlich  in  den  E  lernen- 
t  e  n  der  Geometrie  und  Arithmetik,  ein  entschiedener  Vorzug  gegeben  wer- 
den, aus  welchem  Grunde  er  sich  nach  langem  Widerstreben  entschloss,  ein 
neues  Lehrbuch  der  Mathematik  zu  schreiben.^^  Wie  das  Lehrbuch,  wel- 
ches der  Herr  Verfasser  für  passend  erklärt  haben  würde ,  hätte  beschaffen 
sein  sollen,  ist  nicht  weiter  bemerkt;  Referent  muss  es  verwundern,  dass 
auch  nicht  ein  einziges  Lehrbuch  Gnade  gefunden  hat;  oder  ist  etwa  ein 
Hauptcrforderniss  dabei  gewesen ,  dass  ein  solches  Lehrbuch,  wie  der  Herr 
Verfasser  von  dem  seinigen  behauptet ,  die  Elemente  der  Geometrie  in 
einer  auch  dem  elfjährigen  Knaben  verständlichen  Sprache 
darstelle?  Dann  möchte  der  Herr  Verfasser  beispielsweise  den  Beweis  für 
den  in  §.  47  seines  Lehrbuchs  gegebenen  Lehrsatz  (durch  welchen,  beiläufig 
beniorkt,  das  bekannte  II.  Axiom  des  Euklides,  oder  ein  dasselbe  vertre- 
tendes überflüssig  gemacht  und  umgangen  werden  soll)  noch  einmal  prüfen, 
ob  derselbe  für  einen  elfjährigen  Knaben  klar  und  verständlich  ist. 

Die  vorliegende  erste  Abtheilnng  des  Lehrbuchs  der  Elementargeome 
trie  enthält  die  Eigenschaften  der  ebenen  Figuren,  ihrer  Winkel  und  Seiten 
sowie  die  Congruenz  derselben.    In  der  zweiten  Abtheilung  sollen  die  Ver- 
hältnisse und  Proportionen,  die  Aehnlichkeit,  Gleichheit  und  Ausmessung 
der  Figuren  abgehandelt  werden. 


4)  Geometrische  Uebungen  von  Dr.  Friedr.  Ed.  ThiCme,  Oberlehrer 
am  Gymnasium  mit  Realschule  zu  Plauen.     (Erstes  Heft,  44  S.  8. 
Plauen,  Verl.  v.  Schröter.) 
Dj^  vielfach  bestätigte  Erfahrung,  dass  Uebungsaufgaben ,  welche  vom 
Schüler  selbst  gelöst  werden,  ein  vorzügliches  Mittel  zur  Erlernung  der  be- 
treffenden Disciplin  sind,  hat  den  Herrn  Verfasser  bestimmt,   eine  Reihe 
geometrischer  Aufgaben  zunächst  für  den  Gebrauch  an  den  beiden  in  Plauen 
befindlichen  Lehranstalten  zusammenzustellen.  Um  dieselben  auch  für  eine 
allgemeinere  Verwendung  geeigneter  zu  machen  und  von  einem  besondern 
Lehrbucho  oder  Cursus  unabhängig  zu  lassen,  hat  er  die  zur  Lösung  nöthigen 
Sätze  über  jeden  Abschnitte  von  Aufgaben  angegeben.    Das  vorliegende 
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erste  Heft  enthält  sowohl  rein  geometrische  Aufgaben  (gegen  140),  als  auch 
Aufgaben  in  eingekleideter  Form  der  Praxis  entnommen  (gegen  30),  welche 
sich  sämmtlich  auf  die  Gleichheit  und  Ungleichheit  grader  Linien  und  Win- 
kel in  gradlinigen  Figuren  beziehen.  Wird  diese  Aufgabensammlung  auch 
bezüglich  der  übrigen  Abschnitte  der  Geometrie  mit  derselben  oder  nur  an- 
nähernden Auswahl  und  Reichhaltigkeit  fortgesetzt,  so  dürfte  diese  Samm- 
lung schliesslich  eine  der  umfänglichsten  und  reichhaltigsten  ihrer  Art 
werden. 

4)  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  Schul  -  und  Selbstunterricht  bear- 
beitet von  Dr.  Fr.  Reuter,  ord.  Lehrer  an  der  grossen  Stadtschule 
zu  Wismar.   L  Theil.  Blanimetrie.  (104  S.  8.  Wismar  u.  Ludwigs- 
lust, Verl.  Hinstorffsche  Hofbuchhandlung.    Preis  12  Sgr.) 
Ein  kurzgefasster  Lehrgang  der  Geometrie  mit  eingeschalteten  Uebungs- 
aufgaben,  wie  er  gewöhnlich  und  in  vielen  andern  Lehrbüchern  angetroffen 
wird.    Namentlich  ist,  wie  auch  in  der  Vorrede  bemerkt,  der  „Leitfaden 
für  einen  heuristischen  Unterricht  von  Mathias*^  zum  Grunde 
gelegt,  und  dessen  Anordnung  aus  Rücksichten  der  Schule ,  an  welcher  der 
Herr  Verfasser  thätig  ist,  beibehalten  worden.     Dem  eigentlichen  wissen- 
schaftlichen Cursus  bt  eine  Einleitung  (12  Seiten)  vorausgeschickt,  in  wel- 
cher einmal  eine  Art  Anschauungsunterricht  bezweckt,  sodann  eine  kurze 
Anleitung  zum  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals  gegeben  wird. 


Der  Xond,  ein  Ueberbllck  über  den  gegenwärtigen  Umfang  und  Standpunkt 
.  unserer  Kenntnisse  von  der  Oberfiächengestaltung  und  Physik  die- 
ses Weltkörpers  von  J.  F.  Jul.  Schmidt,  Astronomen  der  Stern- 
warte des  Prälaten  etc.  von  Unkrechtsberg  zu  Olmütz  (164  S.  gr.  8. 
mit  2  farbigen  Steindrucktafeln  und  mehreren  Holzschnitten, 
Leipzig,  Verl.  v.  J.  A.  Barth  1856.  1%  Thlr. 
Bei  der  grossen  Masse  angeblich  populärer  Schriften  über  allerlei  Ge- 

« 

genstände  und  Zweige  der  Naturwissenschaften,  womit  zwar  der  Bücher- 
markt reichlich  ausgestattet ,  der  Verbreitung  wahrer  Wissenschaft  indess 
wenig  genützt  ist,  verdient  eine  Schrift  wie  die  vorliegende  als  ein  erfreu- 
liches Zeichen  und  Zeugniss  echter  Wissenschaftlichkeit  besonders  hervor- 
gehoben zu  werden.  Ist  einerseits  der  Herr  Verfasser  derselben  mit  vielem 
Erfolg  bemüht  gewesen  in  Darstellung  und  Ausdruck  allgemein  verstand 
lieh  zu  sein  und  somit  auch  dem  Laien  in  der  Astronomie  ein  klares  Bild 
von  dem  zu  geben,  was  biff  jetzl  Über  das  uns  nächststehende  Gestirn  bekannt 
ist  and  bekannt  zu  werden  in  Aussichl  steht:  so  hat  er  auch  andererseits 
den.  Standpunkt  der  strengen  Wissenschaft  in  der  Angabe  von  Resultaten 
nie  verlassen  und  sich  nicht  auf  Kosten  der  Wahrheit  in  haltlosen  Hypothe- 
sen ergangen  oder  in  eine  überflüssige  Conjecturalphjsik  und  Philosophie 
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eingelassen,  deren  Ausbentungen  zwar  eine  Darstellung  über  diesen  Gegen- 
stand recht  pikant,  von  wissenschaftlichem  Gesichtspunkte  aber  völlig 
werthlos  machen.  Die  Schrift,  der  VorlÄufer  eines  grösseren  selenographi- 
sehen  Werkes ,  ist  sowohl  für  ^en  Liebhaber  der  Astronomie  als  auch  für 
den  Geologen  insbesondere  und  sodann  für  jeden  wirklich  Gebildeten  be- 
stimmt und  tr^gt  sowohl  das  Gepräge  einer  streng  wissenschaftlichen  Arbeit 
als  auch  die  Form  echt  populärer  Darstellung ,  wie  sie  von  Meistern  der 
Wissenschaft  geliefert  zu  werden  pflegen. 

Um  über  die  physische  Natur  des  Mondes,  soweit  dies  für  uns  möglich 
ist,  mehr  Aufschluss  zu  erhalten,  betrachtet  der  Herr  Verfasser  die  Configti- 
ration  der  Mondoberfläche,  von  welcher  er  dabei  ein  treues  Bild  entwirft 
auch  durch  graphische  Darstellung  zum  Theil  noch  näher  legt,  ausser  vom 
astronomischen  auch  vom  geologischen  Standpunkte  aus,   giebt  Gesichts- 
punkte für  die  Vergleichung  der  Mondoberfläche  mit  der  unserer  Erde  an, 
stellt  darnach  Vergleichungen  selbst  an  und  sucht^  soweit  es  wissenaehtftlich 
zulässig  ist,  auf  die  gemeinsamen  Kräfte  zurückzuschliessen,  welche  anschei- 
nend gemeinsame  Wirkungen  auf  beiden  Weltkörpern  hervorgebracht  haben. 
Wenn  auch  die  Resultate  in  letzterer  Beziehung  (m.  vergl.  die  Schlussbc- 
merkungen  S.  107)  noch  dürftig  und  grösstentheils  negativ  ausfallen,  so  sind 
doch  die  Untersuchungen  darüber  noch  keineswegs  geschlossen ,  vielmehr 
deutet   der   Herr    Verfasser   die   Wege   an ,    auf    denen    die   Kenntniss 
*über  die  Beschaffenheit  des  Mondes   ergänzt  werden  kann  ,    und  welche 
natürlicher   Weise    im   Allgemeinen    keine   andern   sind    als   die   der  Be- 
obachtung :  freilich  mühsamem  und  phantastischen  Gemüthern  weniger  zu- 
sagende Aussichten,  als  es  etwa  die  Fabrikation  einerseits  und  die  Anhörung 
andererseits  irgend  eines  Märchens  von  Mondmenschen  oder  andern  der- 
gleichen Albernheiten  ist.    Um  einem  gewissen  Hange  des  Menschen,  mit 
seinen  Gedanken  über  irdische  Grenzen  hinauszuschweifen  und  ausserirdi- 
schen  Gegenständen  irdische  Verhältnisse  anzupassen,  einigermaassen  Rech- 
nung zu  tragen  und  doch  der  AVürde  der  Wissenschaft  nichts  zu  vergeben, 
hat  der  Herr  Verfasser  im  Anfange  die  Frage  und  die  Meinungen  über  le- 
bende* Wesen  anf  dem  Monde  und  auf  den  Planeton  vom  Standpunkte  der 
Wissenschaft  aus  kritisch  beleuchtet:  ein  Aufsatz,  der  allein  das  Studium 
der  Schrift  auch  in  weitern  Kreisen  recht  wünschenswerth  macht.    In  dem 
letzten  Abschnitte  giebt  er  noch  eine  wirklich  poet  sehe  und  doch  den  Re- 
sultaten der  Wissenschaft  wahrhaft  entsprechende  Schilderung  eines  Tages 
und  einer  Nacht  auf  dem  Monde,  sowie  dessen,  was  bei  diesem  Wechsel  von 
irdischen  Augen  erblickt  und  empfunden  werden  könnte.    ,,So",  schliesst 
der  Herr  Verfasser,  „der  Traum  von  einem  Tage  und  einer  Nacht  auf  dem 
Monde,  von  dem  erwachend  man  fülilt,  dass  seine  einfache  und  würdige 
Darstellung  niplit   ohne    erhebende   Anregung   und   einige   Belehrung  5ei. 
Märchen  aber  und  Fabeln  vom  Monde  erzähle  ein  Anderer." 
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Recensionen. 

Lafarbueh  der  desoriptiyen  Geometrie;  von  Dr.  B.  Gugler,  Professor  an 
der  Königl.  poljtechn.  Schule  zu  Stuttgart.   Mit  13  Kupfertafeln 
in  einer  Mappe.  Zweite,  umgearb.  Auflage.  Stuttgart,  Metzler'sche 
Buchhandlung,  1857. 
Es  gehört  unter  die  ebenso  unbegreiflichen  als  bedauerlichen  That- 
Bachen,  dass  sich  die  Bekanntschaft  mit  der  descriptiven  Geometrie ,  dem 
liebenswürdigen  Schoosskinde  der  poljtechnischen  Institute ,  fast  noch  gar 
nicht  über  die  Kreise  der  Fachschulen  imd  Techniker  hinaus  erstreckt.  Wo 
ist  die  deutsche  Universität,  in  deren  Lectionskataloge  ein  Collegium  über 
descriptive  Geometrie  verzeichnet  stünde,  und  wo  sind,  in  Folge  davon, 
die  deutschen  Gymnasiallehrer,  die  sich  einer  irgendwie  erheblichen  Fer- 
tigkeit in  der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Gebilde  rühmen  könn- 
ten? —  Unbegreiflich  finden  wir  diese  ^hatsache,  weil  man  erwarten  sollte, 
dass  eine  Wissenschaft,  die  sich  in  Strenge,  Eleganz  u.  Anschaulichkeit 
mit  jedem  anderen  Zweige  der  Mathematik  messen  darf,  doch  auch  unter 
den  deutschen  Mathematikern  zahlreiche  Verehrer  finden  müsste  (ganz  ab- 
gesehen von  der  Aufmerksamkeit,  welche  sonst  gewöhnlich  französischen 
Arbeiten  bei  uns  geschenkt  zu  werden  pflegt) , .  bedauerlich  aber  finden  wir 
jene  Thataache,  weil  man  damit  den  Schülern  das  beste  Mittel  zur  Ausbil- 
dong  ihrer  stereometrischen  Phantasie  vorenthält.   Während  z.  B.  die  Zög- 
linge polytechnischer  Schulen  mit  Leichtigkeit  Zeichnungen  auffassen  (man 
könnte  sagen  „  lesen  ") ,  ist  es  sehr  gewöhnlich ,  höhere  Verwaltungsbeamte 
verdutzten  Gesichtes  vor  den  einfachsten  Entwürfen  stehen  zu  sehen;  noch 
mehr  aber  tritt  diese  Schattenseite  des  stereometrischen  Gymnasialunter- 
xichtes  bei  Medicinem  und  Naturforschern  hervor,  für  die  —  namentlich 
beim  Gebrauche  des  Mikroskops  < —  eine  gewandte  figürliche  Anschauung 
ganz  unerlässlich  ist.   Man  wird  vielleicht  einwerfen,  auf  dem  Gymnasium 
sei  der  Mathematik  ein  so  geringer  Spielraum  gegönnt,  dass  «nm  Unter- 
richte in  der  descriptiven  Geometrie  keine  Zeit  bleibe;   dieser  Einwand 
liätte  allerdings  seine  Bedeutung ,  wenn  eef  sich  um  einen  so  vollständigen 
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Carsas  der  descriptiven  Geometrie  handelte,  wie  ihn  die  polytechnischen 
Institute  geben  müssen,  er  verliert  aber  seine  Kraft,  sobald  man  sich  auf 
das  Nothwendigste  zu  beschränken  webs.  Als  Beweis  aber,  dass  ein  solcher 
Unterricht  auch  auf  dem  Gymnasium  ausführbar  ist,  darf  Kef.  vielleicht 
seine  eigene  Erfahrung  anführen.    Zur  Ausfüllung  einer  im  Lehrerpersonal 
entstandenen  Lücke  übernahm  Ref.  an  einem  Gymnasium  einige  Standen 
in  Prima  und  benutzte  dieselben  zu  einem  Cursus  der   Pvojectionslehre. 
Die  Aufgabe  derselben  wurde  dahin  beschränkt,  jeden  beliebigen  Körper^ 
in  jeder  beliebigen  Lage  desselben  darzustellen,  wobei  von  einer  einfachstei^ 
Lage  (bei  einer  geraden  Pyramide  z.  B.  von  ihrer  vertikalen  Stellung)  ans — 
gegangen  und  jede  andere  Lage  durch  successive  Drehungen  herbeigeführt 
wurde  (§.  68  der  Stereometrie  des  Ref.).  Selbstverständlich  begannen  dies» 
Constructionen  mit  dem  einfachsten  Gebilde,  der  geraden  Linie,  gingen 
dann  weiter  zu  ebenen  Polygonen  und  Cnrven ,  und  schlössen  mit  der  Dar- 
stellung- von  Polyedern ,  Cylindem  und  Kegeln.    Da  es  die  Zeh  erlaubte, 
konnten  noch  die  Durchschnitte  von  Körpern  mit  Ebenen ,  welche  auf  der 
einen  oder  anderen  Projcctionsebene  senkrecht  stehen ,  sowie  die  gegensei- 
tigen Durchschnitte  von  solchen  Flächen  behandelt  werden,  deren  horizon- 
tale Querschnitte,  entweder  gerade  Linien  oder  Kreise  sind  (Cy linder,  Keg«l 
und  Kugel).     Zu  allem  Vorgenannten  brauchte  Referent  an  Zeit  ein  Se- 
mester mit  wöchentlich  zwei  Stunden.     Das  darauf  folgende  Vierteljahr 
wurde  der  Perspective  gewidmet  ganz  in  der  Weise,  wie  sie  Ref.  in  Cap.  XI ' 
seiner  Stereometrie  dargestellt  hat.  —  Diese  Thatsache  dürfte  zu  dem  Be- 
weise hinreichen ,  dass  schon  in  kurzer  Zeit  ein  befriedigendes  Resultat  ge- 
wonnen werden  kann ;  wer  sich  mehr  Zeit  gönnen  darf  und  vorher  in  Se- 
cunda  einen,  etwa  einstündigen,  Cursus  des  geometrischen  Zeichnens  durch- 
genommen hat,  der  wird  ohne  Zweifel  es  noch  weiter  bringen.    Uebrigens 
ßnden  die  Schüler,  allgemeiner  Erfahrung  zufolge,  immer  viel  Geschmack 
an  dieser  Beschäftigung,  und  amüsircn  sich  gewöhnlich  am  meisten  wenn 
namentlich  bei  Durchschnitten  von  Flächen  die  Figur  ganz  anders  ausflillt, 
als  sie  sich  vorher  gedacht  haben.    Gerade  in  dieser  Correctur  der  falschen 
Anticipationen  der  Phantasie  liegt  aber  das  Bildende  des  genannten  Unter- 
richts; die  Schüler  lernen  stereometrisch  sehen  und  sie  haben  davon  einen 
bleibenderen  Nutzen,  als  wenn  sie  mit  einer  algebraisch  -  geometrischen  Be- 
handlung der  Kegelschnitte  oder  gar  mit  sphärischer  Trigonometrie  abge- 
quält worden  wären. 

Ref.  hat  diese  Bemerkungen  nicht  zurückhalten  wollen,  weil  er  hofft, 
dass  sich  vielleicht  der  eine  oder  andere  Gymnasiallehrer  dadurch  zu  einem 
Versuche  in  der  angedeuteten  Richtung  bewegen  lässt;  ist  dies  aber  der 
Fall,  und  sucht  derselbe  nach  einem  ausführlicheren  Lehrbuche  der  de- 
scriptiven 'Geometrie,  so  würde  ilim  Ref.  das  Gugler*sche  Werk  ab 
treuen  Rathgeber  empfehlen.  Wir  glauben  nicht  zu  viel  zu  thun,  wenn  wir 
dem  genannten  Buche  eine  hervorragende  Stelle  unter  den  Werken  über 
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descriptive  Geometrie  einräamen ,  weswegen  wir  auch  den  Inhalt  etwas  ge- 
nauer angeben  wollen. 

In  Cap.  I.  werden  zunächst  die  allgemeinen  Grundsätze  besprochen, 
welche  für  die  Darstellung  durch  Parallelprojection  maassgebend  sind ,  und 
zugleich  die  wenigen  stereometrischen  Sätze,  deren  die  descriptive  Geo- 
metrie bedarf,  übersichtlich  zusammengestellt  ^  daran  knüpft  sich  sofort  die 
descriptive  Darstellung  der  Geraden  durch  ihre  Frojectionen  und  der  Ebene 
durch  ihre  Spuren.  Cap.  IL  enthält  als  nächste  Folgerung  hiervon  die  Lö- 
sung der  zahlreichen  Aufgaben,  die  sich  in  Beziehung  auf  Gerade  und  Ebenen 
im  Räume  stellen  lassen.  Da  alle  diese  Lösungen  auf  den  bekannten  von 
Monge  entwickelten  Grundsätzen  beruhen,  so  wird  man  selbstverständlich 
in  diesem  Abschnitte  keine  wesentliche  Originalität  erwarten;  wohl  aber 
ist  die  gute  Anordnung  und  die  Vollständigkeit  des  Gegebenen  rühmend 
anzuerkennen.  Das  m.  Capitel  „Ueber  Raumecke*'  hat  eine  ziemlich 
selbstständige  Stellung  und  würde  mit  geringen  Modificationen  in  jede 
sphärische  Trigonometrie  Aufnahme  finden  können.  Es  enthält  u.  A.  die 
graphische  Auflösung  der  auf  das  sphärische  Dreieck  (Dreikant)  bezüg- 
lichen Aufgaben ,  wobei  der  Verf.  für  die  Fälle ,  in  denen  zwei  oder  drei 
Winkel  gegeben  sind,  doppelte  Auflösungen,  nämlich  mit  und  ohne  Polar- 
ecke, angiebt.  Wir  empfehlen  dieses  Capitel  besonders  den  Lehrern  der 
sphärischen  Trigonometrie.  Cap.  IV.  behandelt,  zum  Theil  in  origineller 
Weise,  die  Veränderungen  des  Grundsjstemes  d.  h.*  den  Uebergang  von 
einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  im  Räume  zu  einem  anderen; 
Cap.  V.  erörtert  die  Frojectionen  der  Polygone  und  Polyeder  namentlich 
der  regelmässigen  Körper,  sowie  ihrer  Durchschnitte  mit  Ebenen  und  anter 
sich.  £[iermit  schliesst  die  erste  Abtheilung  de)  Werkes ,  die  sich  mit  ge- 
radlinigen und  ebenen  Gebilden  beschäftigt,  während  die  zweite  Abtheilung 
den  krummen  Linien  und  Flächen  gewidmet  ist.  Unter  die  glänzendsten 
Fartieen  gehört  ohne  Zweifel  das  erste  Capitel  dieser  Abtheilung,  ebene 
und  räumliche  Curven  betreffend,  welches  die  Theorie  der  Tangenten, 
Normalen,  Asymptoten,  Krümmungshalbmesser,  Evoluten  etc.  in  ausge- 
seichneter  Weise  behandelt.  Man  findet  darin  eine  reiche  Auswahl  rein 
geometrischer  Betrachtungen,  von  denen  wir  im  vorliegenden  Hefte  der 
Zeitschrift  eine,  den  Scharfsinn  des  Verfassers  hinreichend  bezeichnende 
Probe  mitgetheilt  haben.  Nicht  minder  hat  uns  Cap.  IL  „Erzeugung  und 
graphische  Darstellung  krummer  Flächen**  angesprochen;  namentlich 
machen  wir  Freunde  der  höheren  Geometrie  auf  den  in  Nr.  279  gegebenen 
Beweis  des  allgemeinen  Pascal'schen  Satzes  aufmerksam,  wobei  unter 
,, Sechseck"  jede  geradlinige  Figur  verstanden  wird,  welche  durch  irgend 
eine  Verbindung  von  sechs  Punkten  einer  Ebene  erhalten  wird.  Daran 
knüpft  sich  in  Nr.  381  ein  origineller  Beweis  des  Car  not' sehen  Satzes  von 
den  drei  Transversalen,  welche  einen  Kegelschnitt  in  sechs  Punkton  treffen. 
Der  Betrachtung  von  Kegelfiächen  folgt  die  Untersuchung  von  Umdrehungs- 
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flächen  und  die  Lehre  von  den  Flächen  zweiten  Grades ,  welche  letzteren 
der  Verfasser  durch  parallele  Verschiebung  von  Linien  zweiten  Grades  bei 
gleichzeitiger  Aenderung  von  deren  Achsen  entstehen  lässt.  Den  Besehlnss 
dieses  Capitels  macht  die  ausführliche ,  immer  von  rein  geometrischen  Un- 
tersuchungen begleitete  Lehre  von  den  windschiefen  Flächen ,  namentlich 
dem  einfachen  Hyperboloide,  dem  hyperbolischen  Faraboloide  und  der 
Schraubenfläche.  In  Cap.  IIL  findet  man  eine  sehr  vollständige  Behand- 
lung der  Aufgaben,  welche  sich  auf  die  berührenden  Ebenen  krummer  Flä- 
chen beziehen;  Cap.  IV.  betrachtet  die  ebenen  Schnitte  krummer  Flächen, 
namentlich  der  Flächen  zweiten  Grades;  Cap.  V.  endlich  behandelt  die 
Schnitte  krummer  Flächen  durch  krumme  Flächen  und  krumme  Linien. 

Man  wird  aus  diesen  Angaben  ersehen,  dass  das  Werk  einen  sehr 
reichen  Inhalt  bietet;  als  besonders  verdienstlich  aber  müssen  wir  hervor- 
heben ,  dass  der  Verf.  nirgends  bei  der  blossen  Constrnction  der  Gebilde, 
wie  z.  B.  der  Schnitte  krummer  Flächen,  stehen  bleibt,  sondern  auch  jeder- 
zeit eine  geometrische  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften  hinzugiebt.  In 
Folge  dieses  Umstandes  enthält  das  Buch  weit  mehr  eigentliche  reine  Geo- 
metrie, als  man  dem  Titel  nach  erwarten  sollte  und  gerade  dadurch  seichnet 
es  sich  vor  vielen  anderen  Lehrbüchern  der  descriptiven  Geometrie  mm, 
die  sich  meistens  auf  den  constructiven  Theil  beschränken.  Die  Darstellong 
des  Verfassers  ist  sehr  präcis  und  klar,  die  Figuren  sind  zwar  in  etwu 
kleinem  Maassstabe  gezeichnet ,  aber  so  sauber  in  Kupfer  gestochen ,  dam 
sie  deutlich  genug  bleiben.  Sollten  wir  endlich  noch  einen  Wunsch  hinzu- 
fügen, so  wäre  es  der,  dass  sich  der  Verfasser  aufgelegt  fühlen  möchte,  in 
einem  kleinen  Supplemente  noch  die  axonometrische  Projection,  über  deren 
Praxis  neuerdings  Prof.  Weisbach  in  Zeuner^s  Civilingenieur  einen 
lesenswerthen  Aufsatz  geliefert  hat,  und  die  Perspective  zu  behandeln,  wo- 
durch nachher  ein  gewisser  Abschluss  in  den  Methoden  der  graphischen 
Darstellung  erreicht  werden  würde.  Schlömilch. 


Mathematisohes  Wörterbuch,  alphabetische  Zusammenstellung  sämratlicher 
in  die  mathematischen  Wissenschaften  gehörenden  Gegenstände 
in  erklärenden  und  beweisenden,  synthetisch  und  analytisch  bear- 
beiteten   Abhandlungen   von   Lüdw.   IIofpmann,   Baumeister  in 
Berlin.    Verlag  von  G.  Bosselmann  in  Berlin. 
Unter  obigem  Titel  liegt  uns  das  erste  Heft  eines  nicht  ganz  anspruchs- 
los auftretenden  Werkes  vor.     Schon  das  erste  Deckblatt  gewährt  den  im- 
posanten Anblick  eines  Portals,   schön  mit  Säulen  geschmückt;   in  zwei 
Nischen  die  kunstreich  gearbeiteten  Statuen  griechischer  Mathematiker,  den 
einen  mit  dem  Globus  in  der  Hand ,  den  anderen  mit  dem  pj^hagoräiscben 
Lehrsatze;  über  diesen  Statuen  rechts  die  Namen  der  Heroen  Hipparch, 
Pythagoras,  Archimedes;  links:  Galilei,  Newton,  Euler.    Unter  solchen 
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Auspicien  betreten  wir  mit  banger  Ehrfurcht  den  Tempel, -welchen  der  Herr 
BanmeiBter  der  Wissenschaft  errichtet  hat,  und  mit  ahnungsvollem  Zagen 
greifen  wir  nach  dem  Falzmesser ,  welches  die  innersten  Heiligthümer  uns 
eracbliessen  soll.  Hat  doch  unser  Buchhändler  die  Warnungstafel  beigefügt : 
„Aufgeschnittene  Exemplare  werden  nicht  zurückgenommen ^^  Ich  gestehe, 
dmsB  mich  wenigstens  diese  Warnung  so  weit  vorsichtig  machte ,  dass  ich 
das  Messer  wieder  bei  Seite  legte,  um  zunächst  nur  zwischen  den  Blättern 
mir  ein  Urtheil  zu  suchen ,  was  ja  bei  nicht  zusammenhängenden  Artikeln 
möglich  ist. 

Zunächst  treffen  wir  auf  eine  Vorrede  an  die  geehrten  Leser.  Lassen 
wir  den  Autor  selbst  aussprechen ,  was  er  mit  seinem  Werke  beabsichtigt. 
„Bei  dem  Wörterbuche,  (so  beginnt  er)  dessen  erstes  Heft  vorliegt,  soll  es 
mein  Bestreben  sein,  dem  Inhalte  des  Titelblattes  nach  allen  Richtungen 
möglichst  zu  entsprechen,  und  die  mathematischen  Wissenschaften  nicht 
nur  an  sich ,  sondern  auch  in  ihrer  Anwendung  auf  andere  Wissenschaften 
abzuhandeln  un^  zugleich  die  Theorie  mit  der  Praxis  zu  verbinden.^*  Dann 
wird  weiter  auseinandergesetzt,  dass  principiell  niemals  auf  folgende  Ar- 
tikel verwiesen  werden  solle,  sondern  immer  nur  rückwärts  auf  vorherge- 
hende, und  endlich  verspricht  der  Herr  Verfasser  sich,  ohne  der  Deutlich- 
keit zu  schaden ,  der  möglichsten  Kürze  zu  befleissigen. 

lieber  die  Qualität  der  Leser  selbst  ist  Nichts  gesagt.  Daher  sind  die 
beiden  Möglichkeiten  in's  Auge  zu  fassen :  das  mathematische  Wörterbuch 
ist  für  Laien  geschrieben  oder  für  Mathematiker  von  Fach.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ersteren  ist  nun  ziemlich  gering.  Denn  einmal  würde 
der  Laie  die  meisten  Artikel  doch  nioht  verstehen ,  und  dann  ist  auch  der 
Preis  des  Werkes  ein  derartiger,  dass  man  ihn  nicht  leicht  an  ein  Buch 
wenden  wird ,  welches  man  nur  so  nebenbei  einmal  gebrauchen  will.  Die 
Zahl  der  Lieferungen  ist  nämlich  auf  40 — 60  bestimmt,  und  da  jede  %  Thlr. 
kostet ,  so  wird  das  Ganze  auf  etwa  30  Thlr.  zu  stehen  kommen.  Es  muss 
also  wohl  der  zweite  Fall  angenommen  werden :  Herr  H.  kat  seiu  mathema- 
tisches Wörterbuch  auf  mathematische  Leser  berechnet.  Und  nun  ist  die 
•weitere  Frage  die :  was  verlangt  der  Mathematiker  von  einem  Wörterbuche 
und  inwiefern  wird  es  ihm  hier  geboten? 

Ich  glaul)e  nicht  auf  all  zugrossen  Widerspruch  bei  meinen  Herren  Gol- 
legen  vom  Fache  zu  stossen ,  wenn  ich  sogleich  die  Antwort  in  folgender 
Weise  ausspreche :  Von  einem  mathematischen  Wörterbuche  verlangen  wir 
nicht  blosse  Worterklärungen ,  denn  das  wäre  ein  trauriger  Mathematiker, 
1er  nicht  die  allgemeinste  Bedeutung  der  Wörter  kennte ,  die  ihm  vorkom- 
men, sondern  eine  möglichst  erschöpfende  Darstellung  der  Untersuchungen, 
■reiche  über  den  betreffenden  Gegenstand  angestellt  worden  sind.  Wir  ver- 
langen literarische  Angaben  über  die  Originalarbeiten.  Wir  verlangen  end- 
lieh historische  Notizen.  Oder  um  Alles  mit  einem  Worte  zu  sagen,  wir 
verlangen ,  wenn  überhaupt  ein  neues  mathematisches  Wörterbuch  heraus- 
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gegeben  werden  soll,  dass  es  vom  Standpunkte  der  heutigen  Wissenschaft 
das  leiste,  was  in  dem  Kl  tigePschen  Werke  für  die  Zeit  seines  allmäligen 
Erscheinens  vollständig  erreicht  ist,  was  in  Bezug  auf  angewandte  Mathe- 
matik von  Jahn  wenigstens  angestrebt  wurde.  Davon  aber  findet  sich  in 
der  uns  vorliegenden  ersten  Lieferung  keine  Spur. 

Es  müssen  wohl  einige  Artikel  ihrem  ganzen  Wortlaute  nach  abge- 
druckt werden ,  um  dieses  freilich  harte  Urtheil  zu  rechtfertigen : 

A  b  a  cu s  ist  Tabelle ;  z.  B.  A.  Pjthagoricus  die  bekannte  EinmaleinstafeL 
Abwickelung  einer  krummen  Linie  ABC  geschieht,  indem  ein  bieg- 
samer Faden  um  dieselbe  gelegt ,  in  einem  Punkt  z.  B.  C  befestigt  und 
von  einem  anderen  Punkte  z.  B.  A  aus  unter  steter  Anspannung  nach 
C  hin  bis  ^,  wo  EC  in  C  B,n  ABC  Tangente  ist,  fortbewegt  wird.    Die 
Linie  ADE  heisst  die  abwickelnde  Linie,  Evolvente,  die  Linie 
ABC  die  abgewickelte  Linie  oder  Evolute. 
Aeussere  Poljgonwinkel  die  L,  welche  durch  Verlängerung  der 
Seiten  des  Polygons  mit  den  nebenliegenden  Seiten  |;ebildet  werden. 
Werden  sämmtliche  Seiten  eines  Polygons  nach  einerlei  Ordnung  ver- 
längert, so  sind  sämmtliche  äussere  Z.  =  4i2.    Hat  das  Vieleck  con- 
vexe  Lf  so  werden  deren  äussere  L,  welche  innerhalb  des  P.  fallen, 
negativ  genommen. 
Ambe  jede  Verbindung  von  je  zwei  Zahlenelementen:  a6,  cd^  1 .  2,  3.1 
u.  s.  w. ,  die  Bezeichnung  Ambe  ist  jedoch  vorzugsweise  im  Lotto  ge- 
bräuchlich, in  der  Combinationslehre  sagt  man  Binion. 
Nun  noch  eine  kleine  Blnmenlese  von  Stellen,  die  grösseren  Artikeln 
entnommen  sind:   Unter  dem  ArtikQJi  „Addition"  ist  als  §.  5  gesagt: 

5.  Bei  Addition  von  periodischen  Decimalbrüchen  thut  man  wohl  (!), 
die  Stellen  bis  auf  den  spätesten  Eintritt  einer  Periode  zu  ergänzen,  also 
das  Exempel  1)  wie  2)  zu  schreiben : 

l)  0,594 2)  0,59444  .  . . 

#        0,7 0,77777... 

0,30065  .  .  0,30065  .  .  . 

1,67287  . .  . 
Die  letzte  Stellenreihe  =  4  +  7  +  &  =  16'  ist  das  Resultat  für  jede  spä- 
tere Reihe ,  es  musste  also  die  1  zu  jeder  folgenden  hinzugezählt  werden 
und  die  Periode  fängt  mit  der  Zahl  7  an. 
Unter  Aerostatik  heisst  es  S.  40: 

Ein  Luftball  (auch  Aerostat  genannt)  steigt  mit  seiner  Belastung ,  wenn 
sein  summarisches  Gewicht  geringer  ist  als  die  Differenz  zwischen  dem 
Gewicht  der  von  dem  Ball  verdrängten  atm.  Luft  und  dem  Gewicht  der 
in  dem  Ball  befindlichen  leichteren  Luft;  und  er  steigt  bis  zu  der  Höhe, 
in  welcher  die  atmosphärische  Luft  so  viel  dünner  ist ,  dass  sein  summa- 
risches Gewicht  jener  Differenz  gleich,  wo  also  Gleichgewicht  ist  und  der 
Ballon  im  schwimmenden  Zustande  sich  befindet. 
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'  Auf  derselben  Seite  wird  noch  gründlicher  yom  Aeiher  gehandelt, 
„  der  noch  heut  bei  vielen  Naturforschern  als  eine  äusserst  feine  Flüssig- 
keit gilt,  welche  das  ganze  Weltall  ausfüllt,  während  andere  Naturforscher 
eine  solche  als  nicht  yorhanden  behaupten/*    Zu  den  letzteren  gehört 
Herr  H.  selbst,  der  übrigens  vom  Lichtäther  keine  Silbe  vorbringt. 
Bei  Algebra,  S.  43,  treten  wichtige  etymologische  Studien  hervor:  ara- 
bischer Name,  wie  schon  die  Vorsilbe  AI,  der  Artikel,  anzeigt;  wie  AI- 
chjroie ,  deutsch  die  Chemie ;  Alcadi ,  der  Kadi. 
Auf  der  folgenden  Seite  wird  die  algebraische  Function  erklärt,  als 
solche,  „bei  welcher  der  Zusammenhang  durch  einfache  arithmetische 
Operationen  (?)  entstanden  dargestellt  wird  im  Gegensatze  von  transcen- 
denter  Funktion,  bei  welcher  der  Zusammenhang  durch   logarith- 
mische und  trigonometrische  (!  I)  Zahlen  (?)  gegeben  ist.** 

Nach  diesen  aus  wenig  Seiten  geschöpften  Beispielen  ist  wohl  eine 
weitere  Citation  Überflüssig  und  wir  wollen  zum  Schlüsse  nur  noch  einige 
Artikel  angeben,  die  ganz  fehlen.  Abgekürzte  Rechnungsverfahren 
überhaupt;  abgekürzte  Division  (da  die  abgekürzte  Multiplication 
freilich  in  ungründlichster  Weise  behandelt  ist;  z.  B.  von  der  Genauigkeit 
derselben  ist  Nichts  angegeben);  algebraische  Summe,  Algorith- 
mus, Analogie  (als  gleichbedeutend  mit  Proportion)  und  noch  Manches 
andere  aus  der  angewandten  Mathematik*).  Cantor. 


Ansgleichmig  der  Beobachtungsfehler  nach  der  Methode  der  kleinsten 

Qnadratsummen,  mit  zahlreichen  Anwendungen,  namentlich  auf 

geodätische  Messungen,  von  Dr.  J.  Dienger.    VIII.  u.  186  S. 

Braunschweig,  Yieweg,  1857.   1  Thlr.  5  Ngr. 

Referent  macht  auf  diese  kleine  aber  treffliche  Schrift  aufmerksam, 

welche  in  gedrängter  Kürze  das  Wesentlichste  der  Theorie  der  Methode 

der  kleinsten  Quadrate  klar  und  präcis  darstellt  und  die  Anwendung  der- 


*)  Wir  fügen  diesen  Erinnerungen  noch  folgende  bei.  S.  15  u.  16  enthält  das 
Wort  „Absidcn'*  einen  orthographischen  Schnitzer.  S.  17  hätte  unter  „Absteckung 
von  Linien  **  die  AbsteckuDg  der  Eisenbahneurven  erwähnt  werden  sollen,  wobei  man 
sich  selten  der  vom  Verfasser  angegebenen  Coordinatenmethode  bedient.  S.  41  ist 
nur  von  der  chemischen  „Affinität"  die  Rede,  die  geometrische  scheint  dem  Verf. 
onbekanni  za  sein.  S.  65  findet  sich  ausser  der  nautischen  Bedeutung  von  „Ampli- 
tude '*  keine  weitere  bemerkt,  obschon  das  Wort  in  der  Mathematik  und  Physik  oft 
gebraucht  wird.  S.  67  heisst  es:  „Analytik  ist  die  Analysis  als  Methode**;  von  dem 
•ehr  gewöhnlichen  Ausdrucke  „  Unbestimmte  Analytik"  hätte  da  nicht  geschwiegen 
werden  sollen.  S.  73  ist  zwar  das  anisometrische  Krystallsystem,  nicht  aber  die  aniso- 
metrische Projection  erwähnt,  die  gegenwärtig  von  den  Technikern  mehrfach  benutzt 
wird.  —  Endlich  muss  man  es  als  einen  entschiedenen  Mangel  bezeichnen ,  dass  der 
Yerf.  nirgends  literarische  Nachweise  giebt ,  die  gerade  bei  den  dürftigen  Worterklä- 
mngen  des  Buches  für  jeden  nach  weiterer  Belehrung  suchenden  Leser  sehr  nöthig 
gewesen  wären.  8o  halten  wir  z.  B.  die  Quellenangaben  inGrunert*s  Supplemen- 
ten suKlügel*s  mathematischem  Wörterbuche  trotz  ihrer  Lücken  und  theUweisen 
Unrichtigkeiten  immer  noch  für  das  Beste  an  jener  im  Uebrigen-  sehr  verunglückten 
Forttetsnng.  S. 
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selben  an  einer  grossem  Reibe  der  verscbiedenartigsten  Beispiele,  neben 
nnmeriscben  ancb  einige  analytische ,  erläutert.  Wenn  Referent  sicli  er- 
laubt ,  im  Folgenden  einige  Bemerkungen  zu  machen ,  so  will  er  damit  nur 
das  lebhafte  Interesse  bekunden,  das  er  an  dem  Buche  nimmt,  und  verbindet 
damit  den  Wunsch ,  es  möge  der  Herr  Verfasser  bei  einer  zweiten  Auflage 
dieselben  nicht  ganz  unberücksichtigt  lassen. 

Das  Buch  beginnt  mit  einer  Einleitung,  welche  diejenigen  Sätze  aus 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  enthält,  yon  denen  weiterbin  Gebrauch 
gemacht  wird.  Der  Satz  VI.  lehrt  die  Wahrscheinlichkeit  finden,  dass  ein 
beobachtetes  Ereigniss ,  das  an  sich  aus  verschiedenen  möglichen  Ursachen 
hervorgehen  konnte ,  durch  eine  bestimmte  von  diesen  Ursachen  hervorge- 
bracht  worden  ist.  Der  Verf.  macht  von  diesem  Satze  häufig  Gebrauch, 
giebt  aber  selbst  zu ,  dass  die  Anwendungen  desselben  zuweilen  gezwungen 
erscheinen.  Kefer.  will  es  bedünken ,  dass  dieser  Satz  ganz  überflüssig  ist^ 
und  dass  das  Gezwungene  nur  eine  Folge  des  abstracten  Ausdruckes  jene» 
Satzes  ist.  Sind  z.  B.  zur  Bestimmung  mehrerer  Unbekannten  eine  Reihcs. 
von  Beobachtungen  gemacht  worden,  so  giebt  jede  Hypothese  über  die 
Werthe  der  Unbekannten  ein  ganz  bestimmtes  System  von  Beobachtungs- 
fehlem ,  und  zu  jeder  zulässigen  Annahme  über  die  Fehler  der  einzelnen 
Beobachtungen  gehören  umgekehrt  ganz  bestimmte  Werthe  der  Unbekann- 
ten. Damach  ist  es  ohne  Weiteres  klär,  dass  die  wahrscheinlichsten  Werthe  ' 
der  Unbekannten  diejenigen  sind,  welche  das  wahrscheinlichste  Fehler- 
system ge])en,  ohne  dass  man  nöthig  hatte,  auf  jenen  Satz  zu  recurriren. — 
S.  14  hätte  zur  grössern  Deutlichkeit  bemerkt  werden  dürfen,  dass,  im  Fall 
die  Anzahl  der  möglichen  Fehler  unendlich  gross  ist ,  der  Faktor  c  unend- 
lich klein  zu  denken  ist.  —  S.  22.  Zu  der  Art,  wie  hier  der  Begriff  Gewicht 
eingeführt  wird,  ist  zu  bemerken,  dass  es  einen  grossen  Unterschied  aus- 
macht, ob  z.  B.  vier  verschiedene  Beobachtungen  den  gleichen  Werth  ge- 
geben haben,  oder  ob  derselbe  durch  eine  Beobachtung  vom  vierfachen 
Gewicht  gefunden  worden  ist ;  für  die  Bestimmung  der  Unbekannten  ist  es 
allerdings  einerlei,  aber  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung 
vom  einfachen  Gewichte ,  wie  der  des  Resultats  wird  in  dem  einen  Fall  ein 
ganz  anderer,  als  in  dem  andern.  Darnach  hätte  auch  der  erste  Absatz, 
S.  47,  etwas  vorsichtiger  gefasst  werden  sollen.  —  §.10,  welcher  von  der 
Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  einzelnen  Beobachtung  vom 
einfachen  Gewichte  handelt,  lässt  in  der  Darstellung  Manches  zu  wünschen 
übrig;  Refer.  zweifelt,  ob  Jemand,  der  den  Gegenstand  hiernach  zum  ersten 
Male  studirt,  sich  vollkommen  klar  werden  wird.  Ref.  giebt  zu,  dass  dieser 
Punkt  jedenfalls  einer  der  schwierigsten  in  der  ganzen  Lehre  ist;  aber  um 
so  mehr  ist  es  geboten,  hier  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  beginnen  und 
nur  allmälig  zu  dem  allgemeinsten  aufzusteigen ,  statt  mit  diesem  zu  begin- 
nen. —  Wenn  in  §.  12.  von  dem  wahrscheinlichen  Fehler  der  Bestimmung 
von  h  gehandelt  wird,  so  hätte  mit  demselben  Rechte  auch  auseinander  ge- 
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letzt  werden  sollen ,  warum  h  gerade  aas  den  Quadraten  der  Fehler ,  und 
licht  aus  irgend  welcher  andern  Potenz  derselben  bestimmt  wird. 

Zu  diesen  Bemerkungen  im  Einzelnen  fügt  Referent  noch  einige  allge- 
neine.  Wenn  der  Verf.,  um  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  das 
lYesentliche  zu  reduciren,  dieselbe  von  den  gewöhnlich  damit  zusammen- 
gestellten praktischen  Rechnungsmethoden  entkleidet,  |o  kann  sich  Ref. 
mit  einer  solchen  Trennung  in  einem  Lehrbuche  yollständig  einverstanden 
orklären.  Aber  das  kann  Ref.  nicht  billigen ,  dass  bei  einer  so  durch  und 
durch  praktischen  Sache,  wie  es  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist, 
die  praktischen  Rechnungsmethoden  so  kurz  abgefertigt  werden,  wie  es  der 
Verf.  im  Anhang  thut.  Bei  allem  Rechnen  ist  es  durchaus  nöthig,  dass  man 
sich  an  das  möglichst  einfache,  jedenfalls  an  ein  ganz  bestimmtes  Verfahren 
gewöhnt;  es  ist  dies  nicht  blos  Nebensache,  es  ist  für  die  Sicherheit  der 
Rechnung  von  der  allergrössten  Wichtigkeit.  Damit  hängt  zusammen,  dass 
äer  Verf.  über  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  sehr  leicht 
weggeht.  Die  Elimination  so  oft  zu  wiederholen,  als  es  Unbekannte  sind, 
und  der  Reihe  nach  jede  der  Unbekannten  zur  letzten  zu  machen ,  sowie 
es  der  Verf.  vorschreibt,  ist  eine  sehr  umständliche  Arbeit,  wenn  die  An- 
zahl der  Unbekannten  auch  nur  massig  gross  ist.  Es  giebt  ein  einfacheres 
und  leicht  auseinander  zu  setzendes  Verfahren  (das  Hansen'sche),  welches 
lange  nicht  so  viel  Zeit  kostet,  als  nur  eine  einmalige  vollständige  Um- 
kehmng  der  Elimination.  Ueberhaupt  wird  auf  die  Bestimmung  der  Gewichte 
zu  wenig  Werth  gelegt.  Bei  allen  genauen  Untersuchungen  hat  der  blosse 
Werth  der  Unbekannten  zu  wenig  Bedeutung,  wenn  man  nicht  auch  sein 
Gewicht  kennt.  Bei  der  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  wird  die 
Gau  SS*  sehe  Abhandlung  Supplementum  theoriae  etc.  ganz  ignorirt;  und  doch 
würde  sogar  bei  dem  einfachen  Beispiele  S.  31  durch  Einführung  der  Cor- 
relaten  eine  wesentliche  Vereinfachung  erzielt. 

Der  Verf.  hat  den  Begriff  des  mittlem  Fehlers  gar  nicht  aufgenommen, 
da  der  wahrscheinliche  Fehler  genüge  und  w'eit  natürlicher  erscheine,  da- 
gegen ist  zu  sagen ,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler  hauptsächlich  nur  für 
das  Resultat  von  Wichtigkeit  ist ,  die  Genauigkeit  der  einzelnen  Beobach- 
tung dagegen  durch  den  mittlem  Fehler  anschaulicher  dargestellt  wird, 
doch  dies  wäre  Nebensache ;  viel  wichtiger  ist,  dass  der  Werth  des  mittlem 
Fehlers  ganz  unabhängig  ist  von  der  Form  der  Wahrscheinlichkeitsfunction 
der  Fehler,  der  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers  dagegen  von  dieser 
abhängt,  und  ein  anderer  wird,  wenn  man  eine  andere  Form  für  jene 
Function  annimmt.  Der  mittlere  Fehler  ist  daher  etwas  Wirkliches ,  der 
wahrscheinliche  nur  etwas  Künstliches,  und  man  könnte  weit  eher  diesen, 
als  jenen  entbehren.  Gauss  hat  bekanntlich  gezeigt,  dass  man  ohne  alle 
Kenntniss  der  nähern  Form  der  Wahrscheinlichkeitsfunction  der  Fehler, 
nur  mit  Hilfe  derjenigen  Eigenschaften  derselben,  welche  sie  der  Natur  der 
Sache  nach  haben  muss,  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gelangen 
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kann.  Statt  diesem  Gang  zu  folgen ,  schlägt  der  Verf. ,  wie  fast  alle  seine 
Vorgänger ,  den  Weg  ein ,  dass  er  mögliehst  rasch  zu  der  bestii&mten  Form 

-—  ßT-****  für  die  Wahrscheinlichkeitsfnnction  zu  gelangen  sucht,  und  daraus 

dann  das  Uebrige  herleitet.  Man  könnte  sich  das  gefallen  lassen,  wenn 
dieser  Weg  klarer^  anschaulicher,  oder  wenn  wenigstens  jene  Form  die 
nothwendig  richtige  wäre.  Weder  jenes  noch  dieses  ist  der  Fall.  Das  Prin- 
cip,  Yon  welchem  Gauss  in  der  Theoria  comhinationis  etc.  und  in  dem  Sup- 
plementum  iheoriae  etc.  ausgeht,  ist  viel  natürlicher  als  die  Folgerungen  ans 
dem  Eingangs  erwähnten  Satze  VI.  der  Einleitung;  und  die   Function 

h 

—  ß-*tjit^  gQ  g^^j.  gie  auch  im  Allgemeinen  mit  der  Erfahrung  Überein- 

y  n 

stimmt,  kann  doch  nur  nahezu,  nicht  absolut  genau  die  relative  Wahrschein- 
lichkeit des  Fehlers  x  ausdrücken.  So  erscheint  die  Methode  mit  einem 
Mangel  behaftet,  der  ihr  in  Wirklichkeit  nicht  zukommt. 

Zum  Schlüsse  erwähnt  Refer.  noch  die  in  einem  Lehrbuche  nicht  cu 
rechtfertigende  Einführung  neuer  Bezeichnungen  ohne  allen  dringenden 
Grund,  wie  g  für  die  Gewichte  statt  des  herkömmlichen  p  u.  a.  Der  Doppel- 
punkt zur  Auseinanderhaltung  zweier  nicht  zusammengehöriger  analytischer 
Ausdrücke  ist  störend;  man  denkt  unwillkürlich  an  die  Division.  Endlich 
der  Name  „Methode  der  kleinsten  Quadratsnmmen '^  (sprachlich  Hehler 
wäre  der  Singularis  Quadratsumme)  mag  die  Sache  besser  bezeichnen ,  als 
der  herkömmliche;  aber  das  dürfte  doch  kaum  hinreichen,  letzteren  zu  ver- 
lassen, nachdem  er,  einmal  eingebürgert,  sich  ein  historisches  Kecht  er- 
worben hat. 

Trotz  dieser  Ausstellungen ,  die  im  Ganzen  genommen  doch  nur  Ein- 
zelnes betreffen ,  glaubt  Referent  das  vorliegende  Buch  warm  empfehlen  zu 
können;  es  wird  allen  Denen  willkommen  sein,  denen  Zeit  oder  Gelegen- 
heit fehlt,  die  verschiedeneu  Abhandlungen  von  Gauss,  Encke  u.  A.  zu 
studiren;  es  hat  aber  auch  unabhängig  davon  für  sich  einen  grossen  Werth 
durch  die  zahlreichen  instructiven  Beispiele. 

Die  Ausstattung  ist ,  wie  es  sich  bei  der  Yerlagshandlung  nicht  anders 
erwarten  lässt,  vortrefflich;  Ref.  ist  nur  ein  Druckfehler  aufgefallen,  S. 32 
in  der  letzten  Bedingungsgleichung  (a)  sollte  es  (9)  statt  (10)  heissen. 

Tübingen.  Zech. 


Lehrbücher  und  Beispielsammlungen  für  den  mathematischen  Elementar- 
unterricht.    (Fortsetzung.) 

6)  Lehrbuch  der  Geometrie  von  Wilh.  Mimk  ,  Lehrer  der  Mathematik 
an  der  höhern  Stadtschule  zu  Crefeld  (zweite  umgearb.  Auflage, 
198  S.  8.  Crefeld,  Verl.  von  Schüller,  Preis  27  Ngr.  ord.) 

Ein  gedrängt  gehaltenes  Lehrbuch  der  Planimetrie,  ebenen  Trigono- 
metrie ,  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie  in  dem  Umfange  des 
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gewöhnlichen  XFnterrichtscursns  eines  Gymnasiums  oder  einer  Realschule. 
Hinsichtlich  der  Anordnung  und  Begrenzung  der  einzelnen  Abschnitte ,  so- 
wie des  dem  Ganzen  untergelegten  Planes  ist  eine  gewisse  Einheit  und 
£beBmässigkeit  sehr  wohl  zu  erkennen.  Hiemach  dürfte  der  Herr  Verfasser 
nicht  zu  derjenigen  Classe  mathematischer  Schriftsteller  gehören,  welche, 
wenn  sie  nach  ihrer  minutiösen  Ejritik  gefunden  haben,  dass  irgend  ein  Ab- 
schnitt (in  der  Regel  einer  der  ersten)  des  von  ihnen  zeither  gebrauchten 
Lehrbuchs  ihren  Ansichten  nicht  so  ganz  mehr  entspricht,  sich  sofort  ent- 
schliessen,  ein  Lehrbuch  selbst  zu  schreiben,  über  die  ersten  Abschnitte 
aber  sehr  schwer  hinauskommen  und  so  einstweilen  die  Planimetrie ,  oder 
Tielleicht  nur  einen  Theil  davon,  z.  B.  die  „ geradlinigte "  hinausschicken, 
bei  Bearbeitung  der  folgenden  Theile  aber  zu  spät  bemerken ,  dass  sie  viel- 
leicht den  ersten  etwas  anders  hätten  anlegen  sollen. 

Die  Beweise  der  Lehrsätze  und  Auflösungen  der  Aufgaben  sind  grossen- 
theils  nur  angedeutet,  öfters  dem  eignen  Nachdenken  der  Schüler  ganz 
überlassen ;  doch  findet  letzteres  nur  in  den  leichteren  Fällen  statt,  in  allen 
schwierigeren  und  zu  Anfange  sind  die  Beweise  und  Auflösungen  vollstän- 
dig mitgetheilt.  Dem  planimetrischen  Theile  sind  die  wichtigsten  Sätze  der 
Transversalentheorie  und  über  die  harmonische  Theilung  mit  eingereiht, 
femer  in  einem  besondern  Abschnitte  eine  nicht  unerhebliche  Anzahl  gut 
ausgewählter  Uebungsaufgaben  hinzugefügt.  Nicht  unerspriesslich  würde 
es  gewesen  sein,  wenn  der  Herr  Verf.  in  dem  11.  Kapitel  über  geometrische 
Construction  algebraischer  Ausdrücke  das  Princip  der  Zeichen  mit  berück- 
sichtigt hätte.  Die  Determination  der  Auflösungen  verschiedener  Aufgaben 
würde  dadurch  viel  Interessantes  dem  Schüler  bieten  und  den  Gesichtskreis 
desselben  wesentlich  erweitem ;  auch  hätte  es  dann  nicht  in  §.  6.  (S.  86)  der 
Trigonometrie,  wo  die  Benutzung  dieses  Princips  nicht  zu  umgehen  ist,  der 
Erklärung  (wohl  Erläuterung  oder  Bemerkung)  bedurft,  deren  Inhalt  und 
Fassung  an  dieser.  Stelle  einigermassen  den  Schein  einer  willkürlichen  An- 
sicht oder  eines  Nothbehelfs  in  gewissen  Fällen  an  sich  trägt. 


7)  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nebst  Repetitionstafeln ;  für  Real- 
und  insbesondere  technische  Schulen,  sowie  zum  Selbstunterrichte 
entworfen  von  Dr.  Waltheb  ZBHMEt  Director  der  K.  Provinzial- 
Gewerbschule  zu  Hagen  (zweite  Auflage,  196  S.  8.  mit  35  Figu- 
rentaf.    Hagen,  Verl.  G.  Butz.    Preis  1  Thlr.  10  Ngr.  ord.  = 
27  Ngr.  n.). 
Der  Verfasser  ist  sichtlich  bemüht  gewesen,  durch  Anordnung,  Ein- 
kleidung und  Darstellung  des  Stoffes  dem  geometrischen  Elementar-Unter- 
richte  diejenige  formale  Seite  mit  abzugewinnen,  welche  das  Lehrobject  zu 
geben  vermag  und  auf  Real-  und  technischen  Schulen  um  so  wenii 
dem  Auge  gelassen  werden  darf,  als  dort  manches  formale  Bildungi 
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den  Schülern  weniger  zu  Gute  kommen  kann ,  als  auf  Gymnasien ,  welche 
ihrem  Lehrplane  nach  damit  ]:eichlich  versehen  sind.    Um  zuvorderst  dem 
Schüler  einen  klaren  Begriff  von  einem  geometrischen  Beweise  nnd  dessen 
Zusammenstellung  aus  seinen  unter  -  und  übergeordneten  Sätzen  zu  geben, 
hat  der  Verfasser  auch  äusserlich  eine  eigenthümliche  Anordnung  der  Be- 
weise durchgeführt,  nach  welcher  die  einzelnen  aufeinander  folgenden  Zei- 
len an  verschiedenen  Yertikallinien  beginnen  oder  verschiedentlich  ein-  und 
ausgerückt  sind  und  wobei  jede  einzelne  Conclusion  zunächst  aus  denjeni- 
gen vorhergehenden  Gleichungen  gezogen  ist  und  so   erscheint,  welche 
gleichmässig  als  etwas  weiter  eingerückt  dastehen.   Diese  Anordnung  „er- 
leichtert, wie  der  Herr  Verfasser  bemerkt,  nicht  allein  die  üebersicht über 
die  etwas  ausgedehnteren  Beweise ,  sondern  macht  es  auch  möglich,  dasi 
man  nach  Belieben  den  Beweis  ausführlich  oder  njir  in  den 
Grundzügen  durchnehmen  und  repetiren  kann,  jenachdem  man 
alle  Gleichungen  berücksicht,  oder  nur  diejenigen,  welche  weniger  weit 
nach  rechts  eingerückt  sind."  Das  sieht  zwar  auf  den  ersten  Anblick  etwas 
„pedantisch  oder  zopfig"  aus,  hat  aber  jedenfalls  seine  guten  Seiten,  die 
bei  näherer  Einsicht  bald  hervortreten.   Bekanntlich  hat  der  Lehrer  beim 
Classenunterricht  stets  einen  mehr  oder  weniger  nachhaltigen  Krieg  mit 
der  Trägheit  der  Schüler  im  Denken  zu  führen ;  diesen  ewigen  Feind  eines 
schnelleren  Fortschreitens  erfolgreich  zu  bekämpfen  giebt  es  nun  verschie- 
dene, theils  lediglich  von  der  intellectuellen  und  pädagogischen  Persönlich- 
keit des  Lehrers  abhängige,  theils  allgemeinere,  durch  die  Methodik  des 
betreffenden  Unterrichts  vorgeschriebene  Mittel.  Dieselben  haben  im  Grunde 
mit  der  Wissenschaft,  welche  gelehrt  wird,  nichts  zu  schaffen,  erscheinen 
daher  als  etwas  derselben  aufgezwungenes  und  pedantisches.   Je  freier  und 
lieber  sich  Jemand  der  reinen  Wissenschaft  hingiebt ,  desto  verhasster  sind 
ihm  diese  Zugaben  der  Pädagogik ,  oder  desto  geneigter  ist  er ,  sich ,  wenn 
auch  in  leisem  Spotte,  darüber  zu  ergehen.  Nichts  destoweniger  sind  diese 
pädagogischen  Hilfsmittel  bis  zu  einem  gewissen  Grade  unentbehr- 
lich, wenn  ein  Theil  der  Wissenschaft,  namentlich  ihre  Elemente,  Gegen- 
stand gründlichen  Wissens  unter  der  heranzubildenden  Jugend  werden 
soll ,  und  wenn  der  Unterricht  in  derselben  eine  Art  Geistesgymnastik  sein 
soll.    Diese  und  ähnliche  Ideen  in  Verbindung  mit  gewissen  pädagogischen 
Erfahrungen  werden  auch  den  Verfasser  vielleicht  bestimmt  haben,  auf  die 
eben  genannte    wie  noch   auf  einige  andere   scheinbare  „Pendanterien" 
einigen  Nachdruck  zu  legen.    Bekommt  der  Schüler  Anweisung   und  wird 
er  geuöthigt,  bei  seinen  geometrischen  Aufgaben  die  Beweise  in  ähnlicher 
Art  anzuordnen ,  so  wird  er  auch  veranlasst ,  den  Beweis  schärfer  aufzufas- 
sen und  zu  durchdringen.  Natürlich  kann,  wie  jede  Methode,  so  auch  diese 
in  ungeschickten  Händen  sowohl  übertrieben,  als  auch  travestirt  werden; 
sie  kann  dem  strebsamen  und  befähigten  Schüler  zu  einer  Pein  gemacht 
werden,  welche  ihm  jede  Lust  und  Liebe  zur  Sache  benimmt;  der  Vortrag 
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des  Lehrers  kann  sich  in  Beohachtung  änsserlicher  Subtiliiäten  verlieren 
und  so  dürr  and  frostig  werden ,  dass  dem  Schüler  vor  der  mathematischen 
Stande  jedesmal  ein  mindestens  gelinder  Schaner  überkommt:  indess  ein 
nor  einigermassen  gewandter,  mit  einiger  Lebendigkeit  ausgerüsteter  Lehrer 
wird  das  Ckswungene,  welches  dieses  Verfahren  enthalten  mag ,  den  Schü- 
lern wenig  oder  gar  nicht  fühlen  lassen,  dafür  aber  den  Yortheil  desselben 
ihnen  anvermerkt  zu  Gute  kommen  lassen. 

Als  ein  weiteres  Mittel,  den  Lehrgang  den  Schülern  möglichst  fest  ein- 
suprägen ,  hat  dem  Herrn  Verfasser  die  Anordnung  und  Ausführung  der 
Figuren  gedient,  der  zufolge  die  Tafeln  eben  so  viele  Nummern,  wie  der 
sagehörige  Text  enthalten  (sodass  zu  jedem  Satze  eine  Figur  construirt 
ist) ,  und  wobei  an  jeder  Figur  Behauptung  und  Voraussetzung  des  betref- 
fenden Lehrsatzes  dadurch  erkenntlich  gemacht  ist,  dass  die  stark  ausgezo- 
genen Linien  und  die  mit  Haken  markirten  Winkel  auf  die  Voraussetzung, 
die  doppelt  ausgezogenen  Linien  und  schraffirten  Winkel  dagegen  auf  die 
Behauptung  Bezug  haben.  Hierdurch  fallen  diejenigen  Figuren  doch  ver- 
schieden aus,  welche  ohne  diese  Bezeichnungsweise  völlig  identisch  erschei- 
nen würden ,  z.  B.  die  zu  umgekehrten  Lehrsätzen  gehörigen  Figuren. 

Bei  dieser  Anordnung  und  Ausführung  der  Figuren  ist  es  dem  Herrn 
Verfasser  möglich  geworden ,  die  Kepetitionen  auch  so  vorzunehmen ,  dass 
nur  die  Figurentafeln  in  den  Händen  der  Schüler  gelassen  werden,  oder 
mit  andern  Worten ,  den  Lehrsatz  und  dessen  Beweis  an  das  Bild  der  Figur 
fUr  das  Gedächtniss  fester  zu  knüpfen. 

Das  gesammte  Material  ist  zunächst  in  zwei  Abtheilungen  gebracht, 
von  denen  die  er^te  die  wichtigsten  und  unentbehrlichsten  Sätze  der  Plani- 
metrie  enthält.  Der  zweite,  für  vorgerücktere  Schüler  bestimmte  Theil 
giebt-  im  L  Abschnitt  eine  grosse  Anzahl  von  Lehrsätzen  mit  blosser  An- 
deatang  ihrer  Beweise ,  wobei  die  Sätze  ohne  Hindeutung  auf  die  Figur  in 
Worten  ausgedrückt  sind.  Sodann  folgt  im  II.  Abschnitt  eine  Fortsetzung 
and  Erweiterung  des  Lehrgangs  des  ersten  Theils ,  in  welcher  die  Haupt- 
sätae  über  die  stetige  und  harmonische  l^eilung  einer  Graden,  über  die 
Cbordalen,  Polen,  Polaren,  Aehnlichkeitspunkte  etc.  von  Kreisen  (viele 
derselben  (340 — 360)  in  dualer  Form)  aufgeführt  sind.  Durch  diese  £x- 
carsion  in  das  Gebiet  der  neueren  Geometrie  zeichnet  sich  das  Lehrbuch 
vor  vielen  andern,  selbst  in  neuester  Zeit  erschienenen  sehr  vortheilhaft 
aus.  £s  möchte  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  Zeit  werden, 
auch  dem  Schüler  von  der  Einsicht  und  üebersicht,  welche  die  Entwicke- 
langen der  neuem  Geometrie  über  ganze  Satzreihen  und  Satzgebiete  ge- 
währen*, etwas  zu  Theil  werden  zu  lassen.  Dazu  eignen  sich  ganz  beson- 
ders die  harmonischen  Eigenschaften  an  geradlinigen  und  Kreisgebilden, 
die  sich  überall  ungezwungen  und  fast  von  selbst  darbieten,  ohne  dass  man 
sie  erst  ängstlich  suchen  oder  in  den  Lehrgang  gewaltsam  hineintragen 
moss.  Der  HI.  Abschnitt  enthält  die  Sätze  über  Rectification  und  Quadratur 
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d«s  Elreises  und  der  IV.  eine  Anleitung  über  den  richtigen  Oebranch  der 
mathematiBchen  Zeicbeninstrumente,  sowie  eine  kurze  Anweisung  anm  geo- 
metrischen Zeichnen:  ein  Kapitel,  welches  natürlicherweise  anch  zeit^^, 
als  nach  dieser  Reihenfolge  zu  entnehmen  wftre,  mit  dem  Schüler  gelegent« 
lieh  durchgegangen  und  nach  entsprechenden  Vorlagen  eingeübt  werden 
kann.  Witzsohei*. 
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Recensionen. 

Theorie  und  Anwendimg  der  Determinanteiu  Mit  Beziehung  auf  die  Ori- 
ginalqaellen  dargestellt  von  Dr.  K.  Baltzbr,  Oberlehrer  am  Gym- 
nasiam  za  Dresden.    Leipzig,  Verlag  von  S.  Hirzel.    1857. 

Die  Leser  unserer  Zeitschrift  werden  sich  erinnern,  dass  im  Prospectus 
derselben  unter  den  zunächst  erscheinenden  Arbeiten  auch  eine  „Theorie 
der  Determinanten  von  Herrn  Dr.  Baltzbr**  genannt  war;  in  der  That 
hatte  der  mit  jener  Theorie  schon  seit  längerer  Zeit  beschäftigte  Verfasser 
uns  eine  Abhandlung  darüber  versprochen,  welche  die  Orundzüge  dieser 
wichtigen  Lehre  enthalten  und  einem  grösseren  Werke  als  Vorläufer  dienen 
sollte.  Diesem  Versprechen  ist  der  Verfasser ,  bis  jetzt  wenigstens ,  nicht 
nachgekommen  und  da  gegenwärtig  eine  in  der  Zeitschrift  abgedruckte 
Theorie  der  Determinanten  nicht  mehr  den  Zweck  erfüllen  könnte  wie  da- 
mak,  wo  die  Werke  von  Brioschi  und  Bai tz er  noch  nicht  erschienen 
waren ,  so  haben  wir  auf  eine ,  die  Grundzüge  der  Theorie  enthaltende  Ar- 
beit über  Determinanten  überhaupt  verzichtet.  Nach  dieser  Erklärung,  die 
wir  den  Lesern  der  Zeitschrift  schuldig  zu  sein  glaubten,  wenden  wir  uns 
zur  Sache  selber. 

Es  liegt  sehr  nahe,  die  Baltzer^sche  Bearbeitung  der  Determinanten- 
lehre mit  der  Brioschi 'sehen  zu  vergleichen,  welche  zwar  früher,  aber 
doch  erst  zu  einer  Zeit  erschienen  ist,  wo  der  Verfasser  bereits  seinem  Ab- . 
Schlüsse  zueilte  und  daher  Brioschi  *s  Werk  kaum  noch  benutzen  konnte. 
Dieser  Vergleich  dürfte  in  mehreren  Punkten  zum  Vortheil  für  den  Verf. 
ausfallen.  So  ist  es  zuerst  rühmend  anzuerkennen,  dass  der  Verf.  weit  ge- 
nauer als  Brioschi  auf  die  Quellen  zurückgeht  und  bei  jedem  einiger- 
massen  wichtigen  Resultate  in  historischer  Reihenfolge  alle  Abhandlungen 
namhaft  macht,  welche  sich  auf  den  Gegenstand  beziehen.  Bei  der  grossen 
Zerstreutheit  des  Materiales  mag  dieser  Reichthum  von  Cltaten  keine  ge- 
ringe Mühe  verursacht  haben,  auch  stimmen  wir  gern  dem  Verf.  bei,  wenn 
er  in  der  Vorrede  sagt,  dass  derartige  Citate  ein  Stück  Geschichte  der  Wis- 
senschaft bilden  und  zum  Studium  der  hohen  Werke  einladen,  aus  denen 
die  Wissenschaft  aufgebaut  ist  und  in  denen  noch  immer  reiche  Schätze  un- 
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gehoben  liegen.  Als  einen  zweiten  Vorzug  der  Baltzer'schen  Arbeit 
müssen  wir  die  grössere  Präcision  der  Darstellung,  oder  richtiger,  Beweis- 
führung hervorheben.  Wir  haben  schon  früher  erwähnt,  dass  Brioschi's 
Darstellung  an  Gedankensprüngen  und  kurzen  Ausdrucksweisen  leidet,  die 
dem  Anfänger  das  Studium  erschweren  dürften ,  wie  denn  überhaupt 
Brioschi^s  Arbeit  den  Eindruck  macht,  als  habe  ihr  Verfasser,  gleich 
vielen  schöpferischen  Geistern,  keinen  rechten  Sinn  zum  Lehrbücherschrei- 
ben ;  diesen  Uebelständen  wird  man  bei  unserem  Verfasser  nicht  begegnen, 
und  wenn  wir  auch  die  Liebhaberei  für  den  „synthetisch  genau  articnlirten 
Vortrag",  für  „Lehrsatz"  und  „Beweis",  „Aufgabe"  und  „Auflösung" 
nicht  theilen ,  so  müssen  wir  andererseits  doch  zugestehen ,  dass  der  Verf. 
diese  Manier  wenigstens  nicht  auf  Kosten  der  Klarheit  durchgeführt  hat 
Endlich  unterscheidet  sich  die  Baltzer'sche  Anordnung  des  Stoffes  nock 
insofern  von  der  Brioschi^schen,  als  bei  jener  die  reine  Theorie,  ge- 
trennt von  den  Anwendungen  vorausgeschickt  worden  ist.  Dies  giebt  dem 
Verf.  folgende  Gliederung: 

§.  1.  Eintheilung  der  Permutationen  gegebener  Elemente  in  zwei  CIbi* 
sen.  §.  3.  Determinante  eines  Sjstemes  von  t^  Elementen.  §.  3.  OrdniiBg 
der  Glieder  einer  Determinante  nach  den  in  einer  Reihe  stehenden. Elemen- 
ten. §.  4.  Zerlegung  einer  Determinante  in  eine  Summe  von  Produkten 
aus  partiellen  Determinanten.  §.  5.  Anordnurig  einer  Determinante  nach 
Produkten  der  Elemente  von  zwei  sich  schneidenden  Reihen.  §.  6.  Pro- 
dukte von  Determinanten.  §.  7.  Determinanten  von  adjungirten  Systemen. 
§.  8.  Determinante  eines  Systems  von  Elementen,  unter  denen  die  corre- 
spondirenden  (a/^jt  und  a^^i)  entgegengesetzt  gleich  sind.  —  Diese  acht  Pa- 
ragraphen enthalten  die  Theorie  der  Determinanten;  ihnen  folgen  zehn 
weitere  Paragraphen  Anwendungen,  nämlich:  §.  9.  Auflösung  eines  Sy- 
stemes  von  linearen  Gleichungen.  §.  10.  Lehrsätze  über  die  linearen  Dif- 
ferentialgleichungen. §.  11.  Resultante  von  zwei  algebraischen  Gleichun- 
gen. §.  12.  Produkt  aller  Differenzen  gegebener  Grössen.  §.  13.  Die  Funk- 
tionaldeterminanten. §.  14.  Lehrsätze  von  den  homogenen  Funktionen. 
§.  15.  Die  linearen,  insbesondere  die  orthogonalen  Substitutionen.  §.  16.  Die 
Dreiecksfläche  und  das  Tetraedervolumen.  §.  17.  Produkte  von  Dreiecks- 
flächen und  Tetraedervolumen.  §.  18.  Polygonometrische  und  poljedrome- 
trische  Relationen.  —  Namentlich  die  letzten  drei  Paragraphen  enthalten 
viele  interessante  geometrische  Sätze,  die  bei  Brioschi  nicht  vorkommen. 

Die  äussere  Ausstattung  des  Buches  ist  recht  gut  und  ziemlich  in  der- 
selben Art  und  Weise  gehalten  wie  bei  den  Abhandlungen  der  Königl.  sächs 
Gesellsch.  d.  Wissenscb.,  die  in  demselben  Verlage  erscheinen,  ohne  jedoch 
zu  dem  Baltz  er 'sehen  Werke  in  irgend  welcher  Beziehung  zu  stehen. 
Wir  empfehlen  schliesslich  das  Werk  zum  genaueren  Studium  allen  Denen, 
welche  sich  mit  der  schönen  Determinantenlehre  völlig  vertraut   machen 
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Lehrbucher  der  Physik. 

l)  Grundzüge  derPhjsik,  als  Lehrbuch  für  die  oberen  Klassen 
der  Kealschulen  und  Gymnasien,  von  Dr.  J.  Sghabus.  550  S.  in  8. 
Wien ,  Verlag  von  Carl  Gerold's  Sohn. 

Ein  Lehrbuch,  welches  zunächst  hinsichtlich  seiner  Ausführlichkeit 
die  Mitte  zwischen  einem  Leitfaden  und  einem  Handbuche  hält,  recht  klar 
und  verständlich  abgefasst  ist,  im  Ganzen  bezüglich  der  Anordnung  Und 
Auswahl  des  Stofifs,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  mit  vielen  anderen  Lehr- 
büchern mehr  oder  weniger  übereinstimmt,  doch. aber  auch  mancherlei  Vor- 
züge enthält,  welche  nach  der  Meinung  des  Referenten  einer  kurzen  Er- 
wähnung nicht  unwerth  sein  dürften.  Insbesondere  möchte  mit  Rücksicht 
auf  die  Schulen ,  für  welche  es  dem  Titel  nach  vorzugsweise  bestimmt  ist, 
hervorzuheben  sein ,  dass  in  den  ersten  zwei  Kapiteln  (von  den  Körpern 
und  den  an  ihnen  wirkenden  Kräften  und  von  den  an  den  kleinsten  Körper- 
iheilchen  wirkenden  Kräften  und  davon  abhängigen  Erscheinungen)  eine 
kurze  Uebersicht  der  vornehmsten  und  wichtigsten  physikalischen  Erschei- 
nungen oder  eine  Einleitung  in  das  Gebiet  der  Physik  (in^l.  der  Chemie) 
mit  gegeben  ist.  Wenn  auch  über  die  Nothwendigkeit  eine  derartige  Ein- 
leitung zu  geben  verschiedene  Ansichten  sich  kund  geben,  und  Manche  die- 
selbe ganz  überflüssig  erachten  (man  s.  den  übrigens  sehr  schätzbaren  Leit- 
faden von  Q.  V.  Icilius  und  diese  Literaturzeitung  1856,  S.  10);  so  wird 
doch  auf  vielen  Lehranstalten  der  Unterrichtsplan  von  der  Art  sein ,  dass 
ein  propädeutischer  Unterricht  für  die  eigentliche  Physik,  namentlich  aber 
auch  für  die  Chemie  recht  am  Platze  sein  dürfte.  Hervorzuheben  sind  fer- 
ner die  mehrfachen  Hinweisungen  auf  die  Erscheinungen  des  täglichen  Le- 
bens, auf  welche  entweder  «ur  Erläuterung  sowie  zur  Bestätigung  des  vor- 
her Oesagten  aufmerksam  gemacht  wird,  oder  welche  durch  die  daselbst 
erörterten  physikalischen  Gesetze  ihre  Erklärung  finden. 

Die  Anordnung  des  Materials  wird  man  aus  dem  beigefügten  Lihalts- 
verzeichniss  entnehmen  können:  1.  Kap.  Von  den  Körpern  und  den  an 
ihnen  wirkenden  Kräften.  2.  Kap.  Von  den  an  den  kleinsten  Körpertheil- 
chen  wirkenden  Kräften  und  den  davon  abhängigen  Erscheinungen. 
d)  Aeussere  Verschiedenheit  der  Körper  und  Capillarität.  B)  Innere  Ver- 
schiedenheit der  Körper.  3.  Kap.  Vom  Gleichgewichte  der  Kräfte :  Ä)  an 
Pesten ,  B)  an  tropfbarflüssigen ,  C)  an  gasförmigen  Körpern.  4.  Kap.  Von 
der  Bewegung  Ä)  fester,  B)  flüssiger  Körper.  5.  Kap.  Von  der  schwingen- 
den Bewegung.  6.  Kap.  Vom  Schall.  7.  Kap.  Vom  Magnetismus  und  der 
Elektricität,  Ä)  Magnetismus,  B)  Reibungselektricität,  C)  Berührungselektri- 
eität,  D)  Anderweitige  Elektricitätsquellen ,  K)  Elektromagnetismus  und 
Elektrodynamik,  F)  Induction.  8.  Kap.  Vom  Licht.  Ä)  Fortpflanzung  und 
Reflexion ,  B)  Einfache  Brechung ,  C)  Interferenz  und  Beugung ,  D)  Dop- 
pelte Brechung  und  Polarisation,  E)  Physiologische  und  chemische  Wir- 
kungen des  Lichts.    9.  Kap.  Von  der  strahlenden  Wärme.   10.  Kap.  Von 
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den  Erscheinangen  im  Grossen:  Ä)  Astronomie,  B)  Meteorologie.  Man 
kann  hieraus  abnehmen,  dass  der  grösste  Theil  der  Wärmelehre,  wie  in 
vielen  andern  Lehrbüchern ,  an  verschiedenen  Stellen  eingefügt  ist;  eine 
Anordnung,  welche  von  mancherlei  Seiten  als  zweckmässig  bestritten,  bis- 
weilen sogar  sehr  getadelt  wird.  Es  ist  indessen  nicht  zu  verkennen,  dass 
auch  die  Yertheilung  der  Wärmelehre  auf  das  ganze  übrige  Material  sich 
reclit  wohl  vertheidigen  und  insbesondere  auch  in  pädagogischer  Hinsicht 
begründen  lässt,  und  dass  umgekehrt  manche  Partien  in  der  Wärmelehre 
anderer  Lehrbücher,  z.  B.  die  Dampfmaschinen,  sich  daselbst  etwas  sonder- 
bar ausnehmen. 

Als  ein  besonderer  Vorzug  der  vorliegenden  „  Grundzüge  der  Phjsik'^ 
mag  noch  hervorgehoben  werden,  dass  neben  der  Meteorologie  auch  ein 
kurzer  Abriss  der  Astronomie  mit  gegeben  ist.  Der  Gegenstand  beider 
Wissenschaften  erscheint  recht  passend  dem  Buche  als  ein  besonderes  Ka- 
pitel unter  dem  Titel  „Erscheinungen  im  Grossen**  beigefügt. 


2)  Grundriss  derPhjsik  nach  ihrem  gegen  wärtigen  Stand- 
punk t  e ,  von  Ph.  Spiller  ,  Gymnasial  -  Oberlehrer ;  zweite  we- 
sentlich verbesserte  und  erweiterte  Auflage ;  mit  250  in  den  Text 
gedruckten  Figuren;  XYI.  und  420  S.  in  8.  Triest,  literarisch- 
artistische  Abtheilung  des  österreichischen  Lloyd  1857. 

Ein  recht  gutes  Lehrbuch  der  Physik,  welches  in  gedrängter  Kürze 
und  doch  mit  der  nöthigen  Klarheit  eine  nicht  unbedeutende  3Iasse  des  zu- 
gehörigen Materials  behandelt  und  den  schon  am  vorgehends  angezeigten 
Werke  hervorgehobenen  Vorzug,  nämlich  Hindeutungen  auf  die  Erschei- 
nungen des  gemeinen  Lebens,  in  noch  höherem  Maasse  enthält,  sodasi^  der 
Herr  Verfasser  mit  vollem  Rechte  in  der  Vorrede  hat  bemerken  können : 
„Ich  hftbe  aus  den  verschiedensten  Richtungen  des  praktischen  Lebens  an 
den  geeigneten  Stellen  Beispiele  in  so  grosser  Anzahl  aufgeführt,  wie  sie 
nicht  bald  wohl  in  einem  anderen  Buche  vorkommen."  Damit  der  Lernende 
bei  der  ausserordentlichen  Menge  des  Stoffes  sich  zu  orientiren  stets  im 
Stande  sei,  ist  der  Herr  Verfasser  bestrebt  gewesen,  das  Material  in  einer 
streng  logischen  Anordnung,  die  bis  in  das  Einzelne  geht  und  Manchem 
vielleicht  auf  den  ersten  Anblick  pedantisch  erscheinen  möchte ,  wiederzu- 
geben. Für  diese  Bemühung  und  das  daraus  hervorgegangene  Resultat 
kann  man  ihm  indess,  wie  auch  in  gewissen  Einzelheiten  die  Ansichten 
Anderer  von  den  seinigen  abweichen  mögen,  wohl  dankbar,  jedenfalls  dank- 
barer sein,  als  man  mit  manchen  Elaboraten  Anderer  auf  diesem  Felde  der 
Literatur  es  zu  sein  Ursache  hat.  Wenn  irgend  ein  ausführliches  Inhalts- 
verzeichniss  von  der  Darstellung  des  behandelten  Materials  einigermassen 
einen  Begriff  geben  kann ,  so  ist  es  dieses  dem  Lehrbuche  vorangeschickte, 
ziemlich  12  Seiten  einnehmende,  von  dem  wir  nur  einige  Bruchstücke,  die 
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Sinleitung  und  den  Galvanismas  betreffend,  «ur  eignen  Beurtheilung  un- 
serer Leser  beifügen  wollen. 

ErsterTheil:   Eigenschaften  der  Körper. 

a)  Erste  Abtheilung :  noth wendige  Eigenschaften. 

1.  Ausdehnung,  Volumen,  Dichtigkeit; 

2.  Undurchdringlichkeit; 

3.  Beharrungsvermögen:  c)  Ruhe  (absolute,  relative);  ß)  Bewegung 
(absolute,  relative),  Täuschungen;  fortschreitende ,  zirkulirende, 
oscillirende,  rotirende  Bewegung.  Kichtung,  Weg,  Zeit,  Geschwin- 
digkeit, Kraft  (momentan*,  continuirlich;  konstant,  veränderlich), 
Bewegungsmoment. 

4.  Massenanziehung. 

A.  Kohäsion; 

a)  die  festen  Körper:  a)  absolute,  ß)  relative,  y)  rückwirkende 
Festigkeit  (Torsionsfestigkeit?) 

b)  die  flüssigen  Körper:  a)  tropfbare,  ß)  luftige. 

B.  Adhäsion; 

a)  mechanische  Verwandtschaft  mit  Berücksichtigung  aller 
Aggregatzustände,  Verhältniss  der  Kohäsion  zur  Adhäsion 
(Benetzen ,  Zerfliessen,  Kapillarattraction ;  Trockenbleiben, 
Kugelform,  Kapillar depression). 

b)  Chemische  Verwandtschaft  zwischen  einfachen  und  bei  zu- 
sammengesetzten Körpern ;  einfache  und  doppelte  Verwandt- 
schaft; Endosmose,  Exosmose;  Krystallisation. 

C.  Gravitation ; 

a)  irdische  Schwere,  Erdmasse,  Massenvertheilung ,  Gewicht: 
a)  absolutes,  ß)  specifisches  Gewicht. 

b)  überirdische  (!)  Schwere,  Gravitationsgesetze,  Sonuenmasse, 
Ebbe  und  Fluth;  Masse  der  Erde  und  des  Mondes. 

b)  Zweite  Abtheilung :  untergeordnete  (?  zufällige)  Eigenschaften ; 

1.  Theilbarkeit  (Atome,  Moleküle,  Elemente). 
3.  Pressbarkeit ,  Ausdehnbarkeit. 

3.  Porosität*). 

4.  Elasticität. 


*)  Unter  den  Beispielen  zum  Nachweise  dieser  Eigenschaft  ist  mit  angegeben 
(S.  dO):  „Hermetisch  verschlossene  und  in  eine  Tiefe  von  1150'  ins  Meer  hinab- 
gelassene Glaskugeln  hat  man  nach  dem  Ueraafsiehen  mit  Wasser  gefUllt  gefunden.*' 
Soll  dieses  anzeigen,  dass  nnter  einem  solchen  Druck  Glas  das  Wasser  durchlässt, 
oder  wie  ist  der  sogenannte  „hermetische**  Verschluss,  über  den  nichts  weiter  ange- 
geben ist ,  beschaffen  gewesen  ? 
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Zweiter  The  11:  Statiscbe  and  mechanische  Zustände  der  Körper: 

a)  Erste  Abtheilang:  notbwendige  Zustände. 
Erster  Abschnitt:  Zustände  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 

fester  Körper. 
I.   Gleichgewicht  fester  Körper. 

A.   Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte,  u.  s.  w.* 
IL  Bewegung  fester  Körper;  u.  s.  w. 
III.  Hindernisse  der  Bewegung; 
Zweiter  Abschnitt:  Zustände  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
tropfbarflüssiger  Körper  für  sich  und  in  Verbindung  mit  festen. 

u.  s.  w.  * 

Dritter  Abschnitt:  Gleichgewicht  u.  Bewegung  luftiger  Körper  a.8.  w. 

ji.  s.  w. 

b)  Zweite  Abtheilung:  untergeordnete  (?)  Zustände: 
Erster  Abschnitt:  Schwingende  Bewegung. der  Körper  aller  Aggre- 
gatzustände; u.  s.  w. 

Zweiter  Abschnitt :  Schalllehre  u.  s.  w. 
Dritter  Abschnitt:  Magnetismus  u.  s.  w. 
Vierter  Abschnitt :  Elektrizität; 

A.  Elektrizität  durch  Reibung,  statische  Elektr.  u.  s.  w. 

B.  Elektrizität  durch  Berührung  u.  a.  mechanische  Elektr. 
I.  Einfache  Erscheinungen: 

1.  Elektromotoren,  Spannungsgrenze; 

2.  Elektrische  Spanniingsreihe; 
(t)  für  Metalle, 

b)  für  die  flüssigen  Körper, 

c)  für  feste  Körper  in  Berührung  mit  Gasen; 

3.  Der  elektrische  Strom  und  die  elektr.  Kette; 

4.  verschiedene  a)  Ketten , 

b)  Säulen,  a)  nasse,  ß)  trockne  (isolirte  u. 

nicht  isolirte,  ihre  Pole); 

5.  Gesetze  der  Stromstärke  bei  Ketten  und  Säulen; 
IL  Wirkungen  der  strömenden  Elektrizität  und  ihre  Wechsel- 
wirkung mit  Magnetismus  und  Wärme. 

a)  Mechanische  Wirkungen  im  Allgemeinen; 

b)  Chemische  Wirkungen : 
a)  nach  aussen:  I.  Zersetzungen,  2.  Verbindungen  (Me- 
tall Vegetation)  ; 

ß)  in  den  Ketten  selbst: 

1.  Abnahme  der  Stromstärke  (das  elektrolytische  Ge- 
setz) ; 

2.  galvanische  Polarisation, 

3.  Ladungssänlcn, 
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4.  konutante  Ketten, 

5.  Ausscheidung  reguliniscLer  Metalle , 
a)  Galvanoplastik, 

ß)  Galvanograpliik, 
y)  galvanische  Metallplattirung, 
d)  Metallochromie. 
c)  Magnetische  Wirkungen  des  elektr.  Stroms,    etc.  etc. 

Fünfter  Abschnitt:  vom  Licht  etc.  etc. 

Sechster  Abschnitt:  von  der  Wärme  etc.  etc. 
Das  somit  wohl  ersichtliche  Streben  des  Verfassers  gehörig  zu  coordi- 
niren  und  zu  subordiniren  fällt,  wie  schon  erwähnt,  bisweilen  ins  Kleinliche ; 
fasst  man  jedoch  den  pädagogischen  Standpunkt  etwas  schärfer  auf  und  be- 
denkt man,  dass  aller  Unterficht,  namentlich  der  Elementarunterricht,  nie 
ganz  frei  von  sogenannten  „Pedanterien^^  sein  wird  oder  sein  kann,  so  wird 
man  dem  Herrn  Verfasser  im  Ganzen  genommen  alle  Gerechtigkeit  wider- 
fahren lassen.    Jedenfalls  ist  anzuerkennen,  dass  derselbe  bei  seinem  Un- 
terrichte ,  dessen  Plan  er  in  diesem  Lehrbuche  wohl  dargelegt  hat,  viel  auf 
Uebersichtlichkeit  über  das  Ganze  und  darauf  hält,  dass  dem  Schüler  der 
Gesammteindrnck  über  den  vielen  Einzelheiten  nicht  verloren  geht.    Dies 
zeigt  sich  auch  in  dem  zu  Ende  des  Buches  gegebenen  „Rückblicke^^  wenn 
man  auch  mit  allen  daselbst  aufgestellten  Ansichten  und  Behauptungen  nicht 
ohne  Weiteres  und  vollständig  sich  einverstanden  erklären  kann.    So  ist  es 
doch  woU  noch  nicht  ausgemachte  Thatsache,  dass  dem  Magnetismus  und 
der  Elektrizität  ebenso  gut  wie  dem  Schalle ,  dem  Lichte  und  der  Wärme 
Schwingungen  und  zwar  stehende  Schwingungen  (dort  fortschreitende)  der 
^trennbaren  Massentheilchen  um  ihren  Schwerpunkt  zu  Grunde   liegen. 
Dergleichen  Aussprüche  und  daran  geknüpfte  Folgerungen  dürften  wohl 
noch  einige  Zeit  der  Form  physikalischer  Dogmen  entbehren  müssen,  wer- 
den sie  aber  frei  von  einer  jede  weitere  Forschung  entbehrlich  machenden 
Sicherheit  in  dem  angemesseneren  Gewände  von  Hypothesen  aufgestellt, 
deren  nähere  Begründung  als  eine  der  jetzigen  und  künftigen  Naturforscher 
würdige  Aufgabe  zu  bezeichnen  ist:  dann  dürften  dergleichen  Gedanken 
nnd  Seitenblicke  von  dem  Gebiete  der  Thatsachen  ab  sowohl  dem  Schüler 
viel  Interresse  und  Anregung ,  als  auch  möglicher  Weise  der  Wissenschaft 
selbst  Nutzen  gewähren  können. 

3)  Lehrbuch  der  Physik,  zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  und 
zum  Selbstunterrichte,  von  W.  Eisen^^ohb,  Grossherz.  bad.  Hof- 
rathe  u.  Prof.  d.  Phys.  an  d.  polyt.  Schule  in  Carlsruhe.  Siebente 
vormehrte  u.  verbesserte  Auflage  mit  636  Holzschn.  im  Texte,  663 
S.  ingr.8.  Stuttgart,  Verl.  v.Krais&Hoffmanu.  1867.  2Thlr.20Ngr. 

Ueber  dieses  mit  anerkannter  Klarheit  und  Vollständigkeit  verfasste 
Lehrbuch,  das  in  so  Vieler  Händen  ist,  noch  etwas  Empfehlendes  zu  be- 
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merken,  dürfte  wohl  als  überflüssig  erscheinen;  die  Beihe  von  Auflagen, 
welche  es  erlebt,  spricht  mehr  als  alle  Anpreisungen  für  dasselbe.  Es  möge 
also  dieser  Anzeige  nur  hinzugefügt  werden,  dass  auch  diese  neue  Auflage 
mit  allem  Rechte  eine  vermehrte  und  verbesserte  zu  nennen  ist.    Vermeh- 
rung hat  das  Lehrbuch  erhalten  durch  eine  erhebliche  Zahl  von  experimen- 
talen  Nachweisungen  verschiedener  physikalischer  Gesetze  und  durch  Er- 
läuterung von  neuerfundenen  (zum  Theil  von  dem  Herrn  Verfasser  herrüh- 
renden) zweckmässigen  Apparaten  durch  Abbildung  und  Text.   Ferner  hat 
der  Herr  Verf.  die  elementar  -  mathematische  Darstellung  der  Naturgesetze 
und  ihrer  Anwendung  noch  mehr ,  als  schon  früher  geschehen  ist ,  berück- 
sichtigt, dahin  gehörige  Bemerkungen  aber  aus  leicht  erkennbaren  Gründen 
meist  in  die  Anmerkungen  zum  Haupttexe  verlegt.    Dass  somit  das  Buch 
nicht  unwesentliche  Verbesserungen  erhalten' hat  und  insbesondere  einem 
gründlichen  und  unserem  Zeitbedürfnisse  entsprechenden  streng  wis 
senschaft liehen  Unterrichte  der  Physik  untergelegt  werden  kann ,  be 
darf  wohl  auch  weiter  keiner  nähern  Auseinandersetzung.  Die  Herren  Ver 
leger  haben  dem  gediegenen  Werke  eine  angemessene  und  würdige  Ans 
stattung  zu  Theil  werden  lassen,  ohne  den  Preis  desselben  gegen  den  de 
früheren  Auflagen  zu  erhöhen.  Witzschel. 

Die  höhere  Oeometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  Kegelschnitte  und  Flä- 
chen zweiter  Ordnung ,  nebst  einem  Anhange :  die  Wellenfläche 
zweiaxiger   Krystallo    von  Dr.  Paul  Zech,   Repet*  an  der  po- 
lytechn.  Schule  z.  Stuttgart.    102' S.  in  8.    Stuttgart,  Schweizer- 
bart'sche  Buchhandlung.    1857.    16  Sgr. 
Eine  dem  Volumen  nach  kleine   aber   sehr  gehaltvolle   Schrift   über^ 
neuere  oder  höhere  Geometrie  oder  vielmehr  einen  Gegenstand  der- 
selben, die  Theorie  der  Linien  und  Flächen  zweiter  Ordnung 
betrefifend.     Sie  enthält  wesentlich  drei  Abschnitte,  in  deren  erstem  dieje- 
nigen Grundbegriffe  der  höhern  Geometrie,  welcher  der  Herr  Verf.  für  seine 
Darstellung  und  Bearbeitung  der  beiden  folgenden  Abschnitte  benöthigt  ist, 
zusammengestellt  und  entwickelt  werden.    In  dem  zweiten  und  dritten  Ab- 
schnitt ist  eine  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  zweiter  Ordnurfg 
in  möglichster  Kürze  und  Präcision,  doch  mit  aller  Klarheit  gegeben.    Die 
Schrift  eignet  sich,  wenn  auch  nicht  gerade  zum  ersten  Studium  der  hö- 
hern Geometrie  doch  nach  erlangter  Kenutniss  und  Uebersicht  über  die  er- 
sten Elemente  derselben  sehr  wohl  für  einen  Jeden,  der  sich  mit  dem  so 
interessanten  Gegenstände  dieser  neuen  Wissenschaft  mehr  bekannt  machen 
will,  oder  in  der  Beschäftigung  damit  sein  edles  Vergnügen  findet.    In  den 
drei  Paragraphen  des  ersten  Abschnitts  werden  die  harmonischen, 
projt'cti  vi  sehen  und  iuvolutoriscShen  Gebilde  in  der  Geraden, 
in  der  Ebono  und  im  Räume  in  einer  der  Geometrie  der  Lage  strenger 
sich  anschliessenden  Darstellungsweisc  behandelt.   Der  Herr  Verfasser  hat 
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dch  dabei,  wie  er  auch  in  der  Vorrede  bemerkt,  anfänglich  (§§.  1  n.  2.) 
in  Yon  Staudt^s  Geometrie  der  Lage,  in  dem  der  Begriff  Geometrie 
1er  „Lage*'  ganz  scharf  und  durchgreifend,  mit  Vermeidung  aller  metri- 
»ch£n  Beziehungen  festgehalten  ist ,  später  in  der  Behandlung  der  Involu- 
ionen  und  weiter  an  C  h  a  s  1  e  s^  Geometrie  superieure  mit  Unterdrückung  des 
,  anharmonischen  **  Verhältnisses  gehalten.  Das  anharmonische  Verhältniss 
[wohl  entsprechender  nach  MöbiusDoppelverhältniss  genannt)  meint 
1er  Herr  Verf.  als  Eesultat  der  Rechnung,  und  nicht  der  Anschanung,  ver- 
bannen zu  müssen,  und  hat  darin  wohl  vollkommen  Becht,  wenn  er  seinem 
Gegenstande  eine  von  allen  metrischen  Beziehungen  freie,  der  reinen  Geo- 
metrie der  Lage  adäquate  Darstellungs -  und  EntwickeluQgsform  hat  ge- 
ben wollen.  Es  ist  aber  nicht  unbekannt,  wie  schwierig  oder  schwülstig  die 
Erörterung  vieler  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  zwei- 
ten Grades  durch  Ausschliessung  aller  metrischen  Verhältnisse  wird,  und 
wenn  auch  die  Möglichkeit  der  reinen  Darstellung  einer  Geometrie  nach 
▼.  Staudt's  Vorgange  nicht  mehr  zu  bezweifeln  ist,  und  ein  derartiges 
Kunstwerk,  vom  rein  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  betrachtet,  eben 
so  hoch  wie  bewundernswürdig  dasteht,  so  ist  doch  wohl  noch  die  Frage 
offen,  ob  eine  solche  Darstellungsweise  der  Geometrie  im  Allgemeinen,  wie 
gewisser  Abschnitte  der  neueren  Geometrie  insbesondere  eine  völlig  natur- 
gemässe  und  ihrer  zeitherigen  wie  künftigen  Entwickelung  besonders  för- 
derliche sei.  Die  Ansichten  und  Urtheile  können  allerdings,  wie  ich  offen 
gestehe,  verschieden  ausfallen,  mir  scheint  indess  eine  scharfe  Trennung 
der  Geometrie  der  Lage  und  des  Maasses  für  die  Darstellung  keines  Theiles 
dieser  Wissenschaft  einen  nachhaltigen  Vortheil  zu  gewähren.  Insbesondere 
möchte  für  die  neuere  Geometrie  zu  bemerken  sein ,  dass  aus  gewissen  La- 
genverhältnissen  sich  leicht  sehr  einfache  metrische  Beziehungen  ableiten 
lassen,  die  wieder  einer  sehr  fruchtbaren  Anwendung  zur  Erörterung  zu- 
sammengesetzterer Verhältnisse  sowohl  für  Lage  als  Maass  fähig  sind.  Bei- 
läufig sei  bemerkt ,  dass  es  mir  nicht  selten  vorgekommen  ist  (ohne  jedoch 
hierbei  speciellen  Bezug  auf  vorliegende  Schrift  zu  nehmen) ,  als  würden 
die  Begriffe  „neuere  oder  höhere  Geometrie'*  und  „Geometrie 
derLage*'  identificirt,  was  namentlich  daher  zu  rühren  scheint,  dass  in 
der  neueren  Geometrie  gewisse  Lagenverhältnisse  mehr  oder  ausschliess- 
lich eine  Berücksichtigung  erfahren ,  wie  man  es  in  der  gewöhnlichen  Ele- 
mentargeometrio  nicht  vorfindet  oder  benöthigt  ist.  Es  ist  nicht  ganz  leicht 
eine  Bestimmung  und  Abgrenzung  des  Inhaltes  einer  Wissenschaft,  und  so 
auch  der  neueren  Geometrie  zu  geben.  Einen  Versuch  dazu  möchten  folgende 
Betrachtungen  abgeben.  Die  Elementargeometrie  stützt  die  Entwickelung 
ihres  Gegenstandes  auf  die  Verwandtschaften  Congrueuz,  Gleichheit 
und  Aehnlichkeit  und  untersucht  hierbei  die  Gleichheit  sowohl  der  Fi- 
guren und  ihrer  Elemente  an  und  für  sich,  als  auch  der  Grössenver- 
hältnisse  derselben.     In  der  Regel  kommen  Betrachtungen  über  reine 
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Lagenyerhält niese  nicht  vor,  wenn  auch  zwei  derselben,  die  sym- 
metrisohe  und  ähnliche  Lage,  nicht  unberücksichtigt  bleiben  sollten. 
Der  Gegenstand  der  neueren  Geometrie  ist  nun  an  die  Untersuchung  und 
Anwendung  höherer  oder  allgemeinerer  Verwandtschaften  zwischen  den 
Figuren  geknüpft,  unter  denen  insbesondere  die  Collineation  oderpro- 
jectivische  Verwandtschaft  und  deren  besondere  Unterart,  die  Alfinität, 
ferner  die  Beciprocität,  ausser  den  Yorhin  genannten  Elementar -Ver- 
wandtschaften eine  durchgreifende  Rolle  spielen.  Hierbei  zeigt  sich  auch 
unabweisbarer  das  Bedürfniss ,  die  Lagenverhältnisse  der  Figuren  mit  ins 
Auge  zu  fassen,  weil  sich  an  diese  der  Begriff  dieser  Verwandtschaften 
schärfer  anlehn(.  Sowie  man  aber  in  der  Flementargeometrie  die  Lehre  von 
*  den  geometrischen  Proportionen,  sei  es  in  Euklideischer  oder  einer  mehr  mo- 
dernen Fassung,  als  einen  nicht  ungehörigen  und  derselben  fremdartigen 
Gegenstand  mit  einführt  und  wieder  als  Hülfsmittel  zu  weiteren  Untersuehon- 
gen  hinstellt;  so  meine  ich  auch,  ist  gar  kein  Grund  Yorhanden,  in  der 
neueren  Geometrie  die  Lehre  von  den  Doppelverhältnissen  und  der 
harmonischen  Proportion  (gleichsam  eine  potenzirte  Proportions- 
lehre), „weil  dieselben  etwa  einen  arithmetischen  Charakter  haben",  ge- 
flissentlich zu  vermeiden  und  die  dadurch  angezeigten  metrischen  Beziehun- 
gen auf  Umwegen  in  Gestalt  reiner  Positionsverhältnlsse  wiederzugeben. 
Wie  leicht  und  elegant  übrigens  die  Anwendung  der  Doppelverhältnisse 
auf  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  neueren  Geometrie  sich  heraus- 
stellt, haben  wohl  Möbius  und  Chasies,  nicht  minder  auch  Steiner 
hinlänglich  dargethan. 

Eine  von  der  Chasle stachen  Darstellungsweise  wesentlich  abwei- 
chende hat  der  Herr  Verfasser  mit  der  seinigen  noch  dadurch  begründet, 
dass  er  das  Imaginäre  gänzlich  verbannt  hat.  Das  Imaginäre  erscheint 
bei  Chasles  nur  als  Besultat  der  Rechnung  und  wird  aus  der  arithmeti- 
schen Form  und  Bedeutung  nicht  herausgehoben,  und  dadurch  gewähren 
die  imaginären  Beziehungen,  soweit  und  wie  sie  in  dem  Chasles^ sehen 
Werke  mit  eingeflochten  sind,  nicht  den  Eindruck  allseitiger  Befriedigung, 
weil  jede  geometrische  Deutung  dieser  Rechnungsresultate  fehlt, 
letztere  vielmehr  nicht  viel  anders  als  wie  früher  die  imaginären  und  com- 
plexen  Grössen  in  der  Arithmetik  angesehen,  d.  h.  nur  als  Rechnungssym- 
bole weiter  verwendet  und  dann  eliminirt  werden.  Hierin  lag  allerdings 
für  den  Herrn  Verf.  vorliegender  Schrift  eine  Nöthigung,  das  Imaginäre  zu 
vermeiden,  wenn  er  nicht  den  Begriff  desselben  besonders  zu  begründen 
unternehmen  wollte,  wie  es  Herr  v.  St  au  dt  in  seinem  I.  Heft  „der  Bei- 
träge zur  Geometrie  der  Lage"  gethan  hat.  Der  Herr  Verf.  hat  hier- 
bei gezeigt,  wie  weit  man  auch  ohne  den  ßegriff  des  Imaginären  kommen 
kann;  ob  übrigens  die  Verbannung  dieses  Begriffs  für  die  Darstellungsweise 
immer  erspriesslich  ist,  lässt  er,  wie  er  in  der  Vorrede  selbst  bemerkt,  als 
eine  offene  Frage. 
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Die  beiden  Abschnitte ,  in  welchen  die  Theorie  der  Kegelschnitte  und 
der  Fliichen  sweiten  Grades  behandelt  ist,  bieten  eine  gedrängte  und 
schätzenswerthe  Uebersicht  über  den  beregten  Gegenstand  der  neueren 
Geometrie  dar,  welchen  man  sonst  grösstentheils  nur  noch  zerstreut  in  ein- 
zelnen Schriften  und  Monographien  aufzusuchen  hat,  hier  aber  in  einem 
wissenschaftlichen  Zusammenhange  auf  wenigen  Seiten  herausgehoben  fin- 
det, and  hiermit  hat  sich  der  Herr  Verf.  ein  nicht  gering  zu  schätzendes  Ver- 
dienst erworben.  In  einem  Anhange  ist  noch  eine  Untersuchung  der  Wellen- 
fläche zweiaxiger  Krystalle  mit  Hülfe  der  neueren  Geometrie  gegeben,  um 
deren  weitgreifende  Anwendbarkeit  an  einem  neuen  Beispiele  und  einem 
nicht  minder  interessanten  wie  schwierigen  Probleme  zu  zeigen. 

•         WiTZSCHEL. 


Programme. 

S.  üntertnohung  einet  von  C.  0.  J.  Jacobi  au^eftellten 

■temes.   Von  Dr.  H.  Klein.    Osterprogr.  für  1857  des  Vitzthum- 
schen  Gymnasiums  zu  Dresden. 

In  Cr  eile*  8  Journal  Bd.  XII,  S.  137  erwähnt  Jacobi  ein  Correla- 
tionssystem,  welches  auf  folgende  Weise  zu  Stande  kommt.  Man  denke 
sich  in  zwei  (verschiedenen  oder  zusammenfallenden)  Ebenen  zwei  Paar 
feste  Punkte  ^4,  B  und  A\  B\  wobei  A  und  A'  sowie  B  und  B'  entsprechende 
Punkte  heissen  mögen,  lasse  in  der  ersten  Ebene  einen  Punkt  P  eine  belie- 
bige Gerade  durchlaufen  und  in  der  zweiten  Ebene  den  entsprechenden 
Punkt  P'  sich  so  bewegen ,  dass  immer  A'P'=AP  und  B'P'  =  BP.  Der  * 
Punkt  P'  beschreibt  dann  einen  Kegelschnitt.  Mit  anderen  Worten ,  man 
hat  zwei  Systeme ,  bei  denen  einer  Geraden  des  einen  Systemes  ein  Kegel- 
schnitt im  anderen  Systeme  entspricht.  Das  stereometrische  Seitenstück 
zu  diesem  Satze. lautet :  Werden  im  Räume  drei  feste  Punkte  A,  B,  C  und 
drei  ihnen  entsprechende  A\  B\  C  angenommen  und  die  correspondiren- 
den  Punkte  P  und  i>'  immer  so  gewählt,  dass  AP=  A'P\  BP=  B' P'  und 
CP=C'P\  so  entstehen  zwei  Systeme,  bei  denen  P'  eine  Fläche  zweiten 
Grades  beschreibt,  wenn  P  sich  in  einer  Ebene  bewegt.  Auf  dieselbe  Art 
der  Verwandtschaft  zweier  Systeme  macht  auch  Magnus  in  einer  Anmer- 
kung zu  §.  85  des  2.  Theiles  seiner  analytischen  Geometrie  aufmerksam 
und  erwähnt  dabei  gelegentlich,  dass  es  gut  sein  würde,  die  Verwandtschaf- 
ten überhaupt  nach  dem  Grade  der  Gleichungen  einzutheilen ,  welche  zwi- 
schen Xj  y,  z  und  x\  y'j  z  stattfinden;  die  obige  Beziehung  würde  dann  zur 
zweiten  Classe  gehören  und ,  wie  alle  Relationen  dieser  Classe ,  die  Eigen- 
thümlichkeit  besitzen,  dass  einem  reellen  Punkte  nicht  immer  ein  reeller 
Punkt  entspricht.  —   Diese  Verwandtschaft  untersucht  der  Verfasser  mit- 
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telst  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  und  gelangt  dabei  zu  mehre- 
ren Resultaten ,  die  nicht  ohne  Interesse  und  wohl  anch  nicht  bekannt  sind. 
Als  Beispiel  für  eine  nicht  besonders  schwere  analytisch  -  geometrische  Un- 
tersuchung wird  man  den  Inhalt  des  Schriftchens  brauchen  können. 


4.  Geschichte  der  Variationirechnimg.  Von  J.  Giebel.  Einladungsschrift 
zu  dem  am  5.  April  1857  gehaltenen  Actus  des  Gymnasiums  zn 
Torgau. 

Der  Verfasser  leitet  seine  werthvolle  Schrift  mit  folgenden  sehr  wahren 
Worten  ein :  „  Die  Geschichte  der  Mathematik ,  wie  sie  vollständig  in  dem 
bedeutenden  Werke  von  Montucla  und  in  den  diesem  weit  nachstehenden 
von  Bossnt,  Sav^rier  u.  A.  behandelt,  und  wie  sie  für  specielle  Zeit- 
räume von  Kästner,  Libri  u.  s.  f.  bearbeitet  worden  ist,  beschäftigt  sich 
zum  grössten  Theile  mehr  mit  Biographieen ,  literarhistorischen  Notizen, 
wohl  auch  mit  Aufstellung  geistreicher  Gesichtspunkte,  als  dass  es  ihre 
vorzügliche  Aufgabe  wäre ,  den  inneren  Gang ,  die  Entwickelung  der  ein- 
zelnen Methoden  und  Disciplinen  der  Mathematik  aufzudecken.  Letzteres 
ist  weit  mehr  der  Zweck  vieler  trefflicher  Abhandlungen  und  Monographieen 
gewesen,  wie  z.  B.  der  von  Lagrange  einzelnen  Theilen  seiner  mecamque 
analylique,  seiner  Iheorie  des  fonciions^  seines  calcul  des  fonctions  u.  s.  w.  bei- 
gegebenen, jedoch  nur  in  einzelnen  Theilen  genaueren  und  ausfuhrlicheren 
historischen  Einleitungen,  ferner  der  Geschichte  der  Algebra  in  Italien  von 
C o  s s all ,  der  bisher  leider  unvollendet  gebliebenen  Geschichte  der  Algebra 
von  Nesselmann,  der  historischen  Abhandlungen  von  Chasles,  vorzüg- 
lich aber  seiner  Geschichte  der  Geometrie.  In  ähnlicher  Weise,  wie  zuletzt 
angedeutet  ward,  soll  auch  die  gegenwartige  Abhandlung  ein  Versuch  sein, 
die  Geschichte  der  Variationsrechnung  in  ihrer  vollen  Entwickelung  zu 
geben."  Referent  setzt  gern  hinzu,  dass  dieser  Versuch  in  ausgezeichneter 
Weise  gelungen  ist  und  dass  Referent  sich  sehr  gefreut  hat,  in  dem  Ver- 
fasser einen  ebenso  tüchtigen  Mathematiker  als  Historiker  kennen  zu 
lernen. 

Den  Anfang  macht  die  Besprechung  des  berühmten  von  Job.  Ber- 
noulli  gestellten  Problemes  der  Brachystoclirone;  die  eigenthttmlichen 
Betrachtungen,  mittelst  deren  Jacob  Bernoulli  die  Aufgabe  löste,  wer- 
den in  §.  4.  vollständig  mitgetheilt.  Daran  schliesst  sich  das  von  Jac.  Ber- 
noulli gestellte  isoperimetrische  Problem,  wobei  der  Verfasser  wiederum 
in  §.  6.  den  Gedankengang  Bernoulli's  klar  auseinandersetzt.  Mit  be- 
sonderer Sorgfalt  und  Ausführlichkeit  verweilt  die  weitere  Darstellung  bei 
den  Abhandlungen  Euler's,  ^yProhlcmatis  isoperimelrici  in  latissimo  sensu 
accepti  solulio  generalis  "  und  „  Curvarum  maximi  miuimive  proprietate  gauden- 
tixim  invenlio  nova  et  facilis^\  welche  nachher  in  dem  selbständigen  Werke 
ij  Mcfhodus  inveniendi  lineas   curvas   maximi  minimive  proprietate  gaudenies^'^ 
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ihren  Abschlnss  gefunden  haben ;  von  allen  diesen  Arbeiten  E  u  1  e  r  's  giebt 
der  Verf.  eine  in*s  Detail  gehende  Analyse.  Den  Beschlnss  macht  die  Aus- 
einandersetzung von  Lagrange's  „nouvelle  tneihode  pour  determiner  les 
maxima  ei  minima  des  formules  integrales  inddfinie8^\  worin  der  Algorithmus 
der  Variationsrechnung  zum  ersten  Male  auftritt.  Angehangen  sind  ein 
Hundert  Noten,  welche  von  dem  fleissigen  Quellenstudium  des  Verf.  Zeug- 
nis8  ablegen. 

Keferent  gesteht,  dass  er  dieses  Schriftchen  mit  ebensoviel  Vergnügen 
als  Belehrung  gelesen  hat  und  dass  es  ihm  als  ein  Muster  guter  historischer 
Darstellung  erschienen  ist;  er  knüpft  daran  zwei  Wünsche,  dass  nämlich 
der  Verfasser  seine  Untersuchungen,  womöglich  mit  Rücksicht  auf  die  ana- 
lytische Mechanik,  bald  zu  Ende  führen  und  nachher  das  Ganze  als  selbst- 
ständiges Werk  erscheinen  lassen  möge.  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Lehrbiioh  der  ebenen  Gteometrie,  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehiranstal- 
ien  und  beim  Selbststudium,  von  Carl  Spitz,  Lehrer  an  der  po- 
lytechnischen Schule  in  Carlsruhe.   Leipzig  u.  Heidelberg,  C.  F. 
Winter'sche  Verlagshandlung,  1857. 
Dieses  für  seinen  Zweck,  auf  den  wir  gleich  zurückkommen,  sehr  com- 
pendiös  gefasste  Werkchen  zerfällt  in  8  Abschnitte ,  welche  zwei  grössere 
Abtheilnngen  bilden.  Die  erste,  Abschnitt  L  — VL  umfasst  nur  solche  Sätze, 
deren  Beweisführung  die  Kenntniss  der  Lehre  von  den  Proportionen  aus- 
schliesst;  die  zweite  Abtheilung,  Abschnitt  VII — VIII.,  beruht  im  Wesent- 
lichen auf  dieser  Lehre.    Was  den  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  betrifft, 
so  genügt  es  wohl ,  deren  allgemeine  Ueberschriften  anzugeben ,  welche  in 
der  nachstehenden  Weise  aufeinander  folgen :       . 

Einleitung  §.  1 — 5.  I.  Von  der  geraden  Linie  und  der  Bestimmung 
der  Lage  einer  Ebene  §.6—  11.,  11.  Von  den  Winkeln  §.  12 — 37.  III.  Von 
den  ebenen  Figuren  im  Allgemeinen  §.38  —  43.  IV.  Von  den  Winkeln  in 
den  gradlinigen  Figuren  §.  44  —  48.  V.  Von  der  Congruenz  der  Figuren 
§.  49 —  110.  VI.  Von  der  Gleichheit  und  der  Berechnung  der  geradlinigen 
Figuren  §.  111—128.  VIL  Von  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  §.  129—179. 
VIII.  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  den  ein-  und  umgeschriebenen  regel- 
mässigen Vielecken  —  Berechnung  des  Kreises  §.  180 — 202. 

Ueber  den  Grund  dieser  Reihenfolge  und  namentlich  der  Trennung 
des  Ganzen  in  zwei  Hauptabtheilungen  spricht  der  Herr  Verfasser  sich  in 
der  Vorrede  aus.  In  der  Vorschule  des  Polytechnicums  in  Carlsruhe  wird 
nämlich  die  ebene  Geometrie  in  zwei  Jahrescursen  gelehrt,  mit  denen  der 
Unterricht  in  den  übrigen  Fächern  der  Art  parallel  läuft,  dass  es  wenigstens 
zu  Anfange  gut  ist,  die  Proportionen  noch  nicht  als  bekannt  vorauszusetzen. 
Ein  weiteres  und,  wie  es  scheint,  wichtigeres  Motiv  liegt  dann  darin,  dass 
es  wünschenswerth  ist,  auch  den  Schülern,  welche  schon  nach  einem 
Jahre  die  Anstalt  verlassen,  um  sich  einem  Gewerbe  zu  widmen,  wenigstens 
die  Kenntnisse  mitzugeben,  welche  ihnen  für  ihren  künftigen  Beruf  am 
unentbehrlichsten  sind,  und  dazu  gehören  weit  mehr  die  Berechnungen  des 
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Flächeninhaltes  der  Figuren,  als  die  Lehren  von  der  Aehnlichkeit,  oder 
gar  die  neueren  Sätze  der  Transversalgeometrie,  die  eben  deshalb  erst  dem 
VII.  Abschnitte  einverleibt  sind. 

Wenn  wir  auch  mit  diesen  praktischen  Bücksichten  nicht  rechten  wol- 
len, vielmehr  gern  unsere  eigenen  Universitätsansichten  den  Erfahrungen 
des  Schulmannes  unterordnen,  so  können  wir  uns  um  so  weniger  mit  dem 
Titel  des  Ganzen  einverstanden  erklären.   Es  ist  kein  Lehrbuch  zum  Ge- 
brauch an  höheren  Lehranstalten,  am  allerwenigsten  zum  Selbststa- 
dium, welches  uns  vorliegt;  es  ist  ein  sehr  fasslich  geschriebener  und  auch 
an  Reichhaltigkeit  des  Inhaltes  vielen  ähnlichen  Büchern  vorzuziehender 
Leitfaden  zum  Unterrichte  von  etwa  14jährigen  Knaben,  und  als  solcher 
vollständig  zu  empfehlen.    Höhere  Ansprüche  wollte  und  durfte  der  Herr 
Verf.  nicht  an  seine  Arbeit  stellen,  wenn  er  die  nächste  Veranlassung  der- 
selben, ihre  Benutzung  an  der  genannten  Vorschule,  im  Augo  behielt;  and 
wenn  wir  auch  allen  Grund  haben,  anzunehmen,  dass  es  ihm  leicht  gewesen 
wäre ,  ein  Werk  der  Art  zu  schreiben ,  wie  der  Titel  durch  einen  lapsus  ca- 
lami  verspricht ,  so  lag  es  diesesmal  sicher  nicht  in  seiner  Absicht.   Es  geht 
dieses  auch  schon  aus  der  Ordnung  hervor,  nach  welcher  eine  ganze  An- 
zahl von  Sätzen  nur  angedeutet  sind,  deren  Auflösung  sich  dann  in  dem 
besonders  erschienenen  „Anhang  zu  dem  Lehrbuche  der  ebenen 
Geometrie  von  C.  Spitz"  vorfindet,  welcher  etwas  an  die  von  dem- 
selben Verfasser  vor  zwei  Jahren  veröffentlichten  und  mit  vielem  Beifalle 
aufgenommenen  ,, geometrischen  Aufgaben"  erinnert. 

Von  Einzelheiten,  welche  uns  zum  Tlieile  neu,  zum  Theile  weniger 
gewöhnlich  erschienen,  wollen  wir  namentlich  die  Definition  der  Parallel- 
liiiien  hervorheben,  welche  von  einer  ParalJelbewegung  einer  Geraden  aus- 
geht, d.  h.  einer  Bewegung  einer  Geraden  am  längs  einer  anderen  Geraden 
ah^  sodass  jede  Drehung  um  a  ausgeschlossen  bleibt.  Ferner  den  Beweis 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  mit  Hülfe  des 
Flächenraunis,  indem  dadurch  der  Fall  der  Incommensurabilität  der  Seiten 
keiner  besonderen  Betrachtung  bedarf.  Endlich  wollen  wir  noch  einen 
Gegenstand  etwas  näher  in's  Auge  fassen,  uns  vorbehaltend  bei  anderer 
Gelegenheit  weitere  Ansichten  über  die  Elemente  der  Geometrie  auszu- 
s]»reehen. 

Im  §.2.  wird  die  gerade  Linie  definirt: 
,,  Fallt  jeder  beliebige  Theil  einer  Linie,  wenn  er  mit  zwei  beliebigen 
Punkten  irgendwo  und  auf  irgend  welche  Weise  auf  dieselbe  gelegt  ge- 
dacht wird,  überall  mit  ihr  zusammen,  so  sagt  man,  die  Linie  sei  grade" 
und  wir  gestehen,  dass  von  allen  Definitionen  dieses  scliwierigen  Begriffes 
uns  keine  besser  gefällt.    Man  pflegt  nicht  immer  der  Mängel  sich  bewusst 
zu  sein,  welche  an  den  meisten  sogenannten  Definitionen  der  geraden  Linie 
haften;  und  so  möge  es  verstattet  sein,  hier  eine  Auswahl  aller  Erklärun- 
gen zu  geben,  die  dem  Referenten  bekannt  geworden  sind. 
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Die  älteste  Definition  ist  die  fiuclidische :  ev^eia  yqd^^ri  iauv,  ijttg 
i^laov  toig  iq>  iavt^g  a^jfihoig  xeltaiy  die  Lorenz  so  überträgt:  £ine  ge- 
rade Linie  ist,  welche  zwischen  jeden  in  ihr  befindlichen  Punkten  auf  einerlei 
Art  liegt;  oder  wie  Andere  übersetzen :  welche  den  Punkten  auf  ihr  gleich- 
massig  liegt.  Abgesehen  davon,  dass  diese  Definition  an  einer  Dunkelheit 
des  Ausdruckes  leidet,  welche  ebensogut  einen  Kreisbogen  als  eine  gerade 
Linie  erkennen  lässt,  geht  das  Ungenügende  derselben  schon  daraus  her- 
vor, dass  es  die  einzige  geometrische  Definition  ist,  welche  in  den  Elemen- 
ten des  Euclid  niemals  als  Beweisgrund  vorkommt,  während  alle  übrigen 
in  dieser  Beziehung  benutzt  werden. 

Mit  Becht  wurde  deshalb  von  den  meisten  deutschen  Autoren  eine  Er- 
klKrungsweise  gesucht,  welche,  der  Euclidischen  sich  anschliessend,  den 
Vorzug  einer  grösseren  Deutlichkeit  besässe;  mit  Unrecht  aber  glaubten  sie 
dieses  Ziel  dadurch  erreicht  zu  haben,  wenn  sie  sagten :  „  eine  gerade  Linie 
sei  die,  die  immer  eine  Kichtung  behalte.^^  In  der  That  ist  hierbei  ein  Hy- 
steronproteron  vorhanden ,  weil  die  gerade  Linie  auf  die  Richtung  zurück- 
geführt ist,  während  umgekehrt  die  Richtung  das  Zusammengesetztere  ist, 
die  Gerade  das  Einfachere.  Kichtung  ist  erst  die  Art,  wie  eine  Gerade  im 
Baume  sich  ausdehnt.  Denn  Sätze  wie  folgender:  „Richtung  sei  die  un- 
mittelbare Beziehung  eines  Punktes  zu  einem  anderen  ^^  sind  doch  wohl  zu 
up verständlich,  als  dass  man  ihnen  nicht  ansehen  sollte,  wie  sie  nur  ge- 
macht sind ,  um  einen  logischen  Fehler  zu  verbergen. 

Besser  wäre  schon  die  Definition :  „  Eine  gerade  Linie  ist  die ,  bei  der 
jeder  Theil  dem  Ganzen  ähnlich  ist,^*  wenn  nicht  dabei  der  Begriff  der 
Aehnlichkeit  vorausgesetzt  wäre,  welcher  in  der  Regel  erst  viel  später  in 
der  Geometrie  auftritt. 

Der  Vollständigkeit  wegen  möge  auch  angeführt  werden,  dass  Plato 
aagt:^,die  gerade  Linie  sei  die,  in  der  die  mittleren  Punkte  die  äusseren 
beachatten.^^ 

Einige  andere  Erklärungsweisen  bestehen  darin ,  dass  sie  einen  Lehr- 
sata  aussprechen,  dessen  Möglichkeit,  geschweige  denn  dessen  Richtigkeit 
nicht  im  Voraus  einleuchten.  Dahin  gehört-die  Definition:  „Gerade  Linien 
sind  solche,  deren  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  stattfindet^^  oder  wie 
Plajfair  in  seinen  Elements  of  geometry  sich  ausdrückt:  ^^Ifirvo  lincs  are 
such ,  that  Ihey  cannot  coincide  in  any  two  poinis  wilhoul  coinciding  alliogelher, 
each  of  them  is  called  a  straiyhl  lineJ'^ 

Die  bekannteste  Definition  aber,  welche  an  diesem  Fehler  leidet,  ist 
die  Archimedische,  welche  namentlich  von  Lacroix  und  Legendre  wie- 
der aufgenommen  wurde:  „die  gerade  Linie  sei  der  kürzeste  Weg  von 
einem  Punkte  zum  andern.^^  Hierin  liegt  ein  streng  zu  beweisender  Satz, 
abgesehen  davon,  dass  der  kürzeste  Weg  eine  Tautologie  enthält.  Denn 
der  kürzeste  Weg  ist  doch  nur  der,  dessen  Länge  die  unbedeutendste;  die 
Länge  wird  aber  durch  eine  gerade  Linie  gemessen.    Mit  anderen  Worten : 
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eine  gerade  Linie  ist  die,  welche  durch  eine  gerade  Linie  am  kürzesten 
gemessen  werden  kann.  Wollte  man  einwenden,  der  kürzeste  Weg  sei  der, 
welcher  in  der  kürzesten  Zeit  zurückgelegt  wird ,  so  stände  der  Richtigkeit 
der  Definition  zwar  kein  logisches  aber  ein  factisches  Hindemiss  im  Wege, 
wenn  man  sie  nicht  anders  fassen  will ;  denn  das  Licht  z.  B. ,  welches  be- 
kanntlich den  Weg  der  kürzesten  Zeit  einschlägt,  bewegt  sich  darch  ver- 
schiedene Mittel  nicht  in  gerader  Linie  n.  s.  w. 

Schliesslich  kommen  wir  noch  zu  einer  Definition,  welche,  von  Fon- 
r  i  e  r  zuerst  aufgestellt ,  sich  in  verschiedenen  Ausdrucksweisen  wiederholt 
hat.  So  sagt  Olivier:  „Eine  Linie  von  beliebiger  Länge ,  die  mit  einer 
ihr  gleichen  Linie  auf  keine  Weise  einen  Flächenraum  einschliessen  kann, 
heisst  gerade.^^  Besser  drückt  sich  Grelle  aus:  „Wenn,  während  zwei 
Punkte  einer  Linie  fest  sind ,  alle  übrigen  Punkte  an  demselben  Orte  im 
Räume  bleiben ,  wie  auch  die  Linie  im  Räume  durch  die  festen  Punkte  ge- 
legt werden  mag,  so  heisst  sie  gerade/*  Bei  Bretschneider  endlich  heisst 
es:  „Eine  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche,  wenn  man  sie  um  zwei  in 
ihr  als  fest  angenommene  Punkte  herumdreht,  keinen  hohlen  Raum  am- 
schliesst,  sondern  stets  ganz  in  sich  hineinfallt.**  Aber  auch  hier  lässt  sich 
der  Einwand  machen,  es  sei  die  Möglichkeit  einer  solchen  Linie  nicht  im 
Voraus  klar,  wie  es  doch  nothwendig  ist^  wenn  man  eine  Erklärung  auf-  ' 
stellen  will;  eine«Nothwendigkeit,  durch  deren  Versänmniss  man  ebenso 
gut  dazu  kommen  könnte,  einen  viereckigen  Kreis  zu  definiren. 

Fassen  wir  die  angegebenen  Erklärungen  nochmals  zusammen,  so  fin- 
den wir  in  der  That  keine,  welche  mit  der  des  besprochenen  Werkes  den 
Vergleich  aushielte.  Noch  mehr  aber  stimmen  wir  mit  Herrn  Wittstein 
überein,  der  wohl  zuerst  (in  seinem  ,, Lehrbuch  der  Elementarmathematik'^ 
Hannover  1856)  den  Gedanken  im  Drucke  veröffentlichte,  die  gerade  Linie 
sei  einer  von  jenen  Begriffen,  die  wir  zur  Geometrie  mitbringen  müssen, 
möge  man  sie  nun  angeboren  oder  crfahrungsmassig  erworben  nennen;  kei- 
nesfalls aber  reiche   eine  Definition  zu  deren  Kenntniss  aus. 

Cantor. 

Grundzüge   der  darstellenden   Geometrie   für  technische  Schulen.    Von 

Cur.  Schwenk,  Prof.  etc.  Mit  10  lithogr.  Figurentafeln.  Stutt- 
gart, Mctzler'sche  Buchhandlung. 
Nachdem  wir  im  3.  Hefte  d.  Jahrgangs  auf  das  sehr  ausführliche  Gug- 
ler'sclie  Werk  aufmerksam  gemacht  haben,  können  wir  uns  bei  der  Be- 
sprecliung  des  vorliegenden  Buches  kürzer  fassen,  da  es  seiner  ganzen  An- 
lage nach  für  einen  weniger  hohen  Standpunkt  berechnet  zu  sein  scheint. 
Während  nämlich  dort  ein  bedeutender  Theil  der  reinen  Geometrie  in  den 
Vortrag  der  doscriptiven  Geometrie  verflochten  ist,  hat  sich  der  Verf.  der 
„Grundzüge  etc."  auf  den  constructiven  Theil  seiner  Wissenschaft  be- 
schränkt, wie  es  von  den  meisten  Schriftstellern  dieses  Fachs  geschehen 
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ist.  Hierin  liegt  Übrigens  durchaus  kein  Tadel,  und  in  so  weit  für  jede  vor- 
kommende Construction  ein  Beweis  gegeben  wird,  bleibt  die  mathema- 
tische Strenge  gewahrt,  und  es  fehlen  nur  jene  Excurse,  von  denen  man 
nicht  behaupten  kann ,  dass  sie  nothwendig  zur  descriptiven  Geometrie  ge- 
hören, die  aber  gerade  dem  Gugle raschen  Werke  einen  eigenthümlichen 
Keiz  verleihen. 

Als  Einleitung  stellt  der  Verf.  diejenigen  stereometrischen  Sätze  zu- 
sammen ,  von  denen  die  descriptive  Geometrie  besonders  häufig  Gebrauch 
macht;  die  Anordung  ist  dieselbe,  wie  in  dem  Lehrbuche  der  Stereometrie  * 
von  Kauf f mann  (3.  Aufl.,  Stuttgart  1856).  Im  Allgemeinen  finden  wir  da- 
gegen nichts  zu  erinnern  und  nur  im  Vorbeigehen  wollen  wir  bemerken, 
dass  uns  die  alte  Definition  der  Ebene  (als  einer  Fläche,  bei  welcher  die 
gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  von  ihr  ganz  in  sie  hineinfällt) 
nicht  besonders  zusagt.  Leichter  und  einfacher  als  die  Construction  eines 
mit  vorherbestimmten  Eigenschaften  begabten  Objectes  ist  es  ohne  Zweifel, 
einem  schon  vorhandenen  Objecto  gewisse  Eigenschaften  beizulegen,  sowie 
es  ganz  analog  offenbar  mehr  Mühe  macht,  eine  Maschine  von  bestimmter 
Wirkcmgsweise  zu  erfinden ,  als  die  Wirkungsweise  einer  vorliegenden  Ma- 
schine SU  erkennen.  Ebendeswegen  ziehen  wir  es  vor,  die  Ebene  durch 
Bewegung  einer  Geraden  erst  entstehen  zu  lassen  und  ihr  nachher  die  obige 
Eigenschaft  a  priori  zu  vindiciren. 

In  der  ersten  Abtheilung  behandelt  der  Verf.  einzeln  nach  einander 
die  Projectionen  des  Punktes,  der  Geraden  und  die  Spuren  der  Ebene, 
welche  letztere  der  Reihe  nach  mit  Punkten,  Geraden  und  anderen  Ebenen 
in  Verbindung  gebracht  wird.  Dieser  Gang. ist  etwas  systematischer,  als 
der  Gngler^sche,  bei  welchem  die  Darstellung  des  Punktes,  der  Geraden 
und  der  Ebene  zusammen  gegeben  wird;  er  möchte  daher  f^r  erste  An- 
fänger jedenfalls  passender  sein.  Daran  knilpft  sich  die  Betrachtung  des 
bewegten  Punktes  (Cap.  V.)  und  die  Darstellung  ebenflächiger  Körper« 

Die  zweite  Abtheilung  beschäftigt  sich  mit  gekrümmten  Linien,  Flä- 
eben  and  den  von  letzteren  begrenzten  Körpern.  Für  die  Rectification  des 
Kreises  giebt  der  Verf.  nur  die  Archimedische  Regel  (Umfang  =  3|  Durch- 
messer) ,  die  aber  wegen  der  Theilung  des  Durchmessers  in  7  Theile  keine 
Bequemlichkeit  bietet;  es  wäre  hier  die  Angabe  einer  anderen,  wie  z.  B. 
der  Kochansky*  sehen  Construction  nicht  tiberflüssig  gewesen.  Beiden 
Kegelschnitten  hat  es  der  Verfasser  unterlassen,  für  die  Constructionen  der 
Tangenten,  Normalen  etc.  Beweise  beizubringen,  obschon  dieselben  im 
Allgemeinen  wenig  Mühe  machen ;  dies  scheint  uns  etwas  zu  praktisch,  und 
sieht  jedenfalls  in  Widerspruch  mit  der  in  der  Vorrede  verheissenen  wis- 
senschaftlichen Behandlung.  Sollte  aber  der  Verf.  für  diese  und  ähnliche, 
bei  manchen  Constructionen  an  Flächen  nöthigeu  Ergänzungen  ein  Werk 
im  Rückhalte  haben,  so  hätte  er  dieses  ebenso  wie  die  Kauffmann'scho 
Steieometric  in   der  Einleitung   anführen  sollen.    Von  den  windschiefen 
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Flächen  finden  wir  zuerst  das  hyperbblische  Paraboloid  unter  dem  unglück- 
lichen, eine  conlradictio  in  adjecto  enthaltenden  Namen  „windschiefe 
Ebene  ^*;  das  einfache  Hyperboloid  fehlt  dagegen,  obschon  es  gewiss  ebenso 
wichtig  als  das  hyperbolische  Paraboloid  und  gerade  nicht  schwerer  zu 
construiren  ist.  Ausfährlich  verbreitet  sich  der  letzte  Abschnitt  über  die 
Schraubenflächon ,  was  bei  deren  häufigem  technischen  Gebrauche  zu  er- 
warten war. 

Im  Allgemeinen  können  wir  die  wissenschaftliche  Seite  des  Buches 
nicht  für  dessen  starke  Seite  erklären  und  möchten  das  Ganze  weniger  für 
ein  Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  als  für  eine  mit  Sachkenntniss 
zusammengestellte,  gut  geordnete  und  gedrängte  Sammlung  der  descriptiv- 
geometrischen  Constructionen  halten.  Für  manche  Zwecke,  und  nament- 
lich, wenn  der  mündliche  Vortrag  die  öfters  fehlenden  Beweise  ergänzt, 
wird  dies  hinreichen ,  auch  wird  das  Buch  bei  seinem  geringen  Umfange 
als  Nachschlagebuch  Manchem  willkommen  sein,  der  nur  eben  die  Con- 
structionen beisammen  haben  will  und  die  Beweise  kennt  oder  selber  za 
finden  weiss. 

Schliesslich  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  noch  einen  Punkt  be- 
sprechen, der  den  Verf.  nicht  allein  betrifft,  nämlich  die  hie  und  da  auf- 
tauchende Bestrebung,  an  die  Stelle  der  lateinischen  und  griechischen 
Kunstausdrücke  der  Mathematik  deutsche  Benennungen  einführen  zu  wollen. 
Wir  sind  dieser  Bemühung  gänzlich  abhold,  nicht  etwa  aus  Gelehrtthuerei, 
sondern  aus  einem  ganz  praktischen  Grunde.  Es  wäre  für  den  Verkehr  in 
Wissenschaft,  Kunst  und  Handel  gewiss  ein  enormer  Vortheil  (für  die 
Sprachlehrer  freilich  ein  Unglück) ,  wenn  alle  civilisirten  Völker  eine  und 
dieselbe  Sprache  redeten,  und  wohl  mag  die  Erwägung  dieses  Nutzens 
Leibnitz  auf  den  ernstlichen  Einfall  einer  Pasigraphie  gebracht  haben. 
Wi^  Mathematiker  sind  nahebei  im  Besitze  dieses  Schatzes  und  als  Beweis 
dafür  mag  gelten,  dass  ein  bekannter  Schriftsteller,  ohne  ein  W^ort  Eng- 
lisch zu  verstehen,  englische  mathematische  Werke  vollkommen  richtig 
übersetzte,  was  er  bei  einem  historischen  Werke  sicher  hätte  bleiben  las- 
sen, sowie  aucJi  Referent  italienische  und  schwedische  Abhandlungen  durch 
die  blosse  üebereinstimmiing  in  den  mathematischen  Kunstausdrücken  nicht 
selten  vollständig  entziffert  hat.  Diese  Bequemlichkeit  aufzugeben,  halten 
wir  für  sehr  verkehrt;  es  handelt  sich  dabei  nicht  im  Geringsten  darum, 
etwas  Nationaleigenthümliches  zu  haben,  denn  jene  Kunstausdrücke  sind 
dem  Schweden,  Russen  etc.  eben  so  fremd  wie  uns.  Wohin  aber  der  puri- 
stische Eifer,  cousequent  ausgeführt,  kommen  kann,  das  mag  folgende 
Probe  aus  einem  1846  erschienenen,  wahrscheinlich  recht  guten  aber  völlig 
unlesbaren  Werke  zeigen;  das  betreffende  mathematische  Räthsel  lautet 
nämlich  (S.  210):  ,,Bei  dem  Strahlenzuge  entspricht  jeder  Abkreisecke 
eine  verbundene  Zeilung  zwischen  den  Grenzsciten;  die  Seiten  der  verbun- 
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denen  Zcilung  sind  Zeilen  der  verbundenen  Durchmesäer.  Die  Spitze 
und  Wendeecke  bilden  auf  dem  verbundenen  Durchmesser  eine  Mittel- 
flächung  etc.  etc."  SCHLÖMILCH. 


Anleitong  zum  axonometriachen  Zeichnen.  Von  J.  Weisbach,  K.  S.  Berg- 
ratb  und  Professor.  Freiberg  bei  Engelhard ,  1857. 
Denkt  man  sich  einen  Punkt  im  Eaume  auf  ein  rechtwinkeliges  drei- 
achsiges Coordinatensystem  bezogen  mithin  als  Ecke  eines  rechtwinkeligen 
Parallelepipedes ,  dessen  Kanten  a:,  y,  z  heissen  mögen,  so  bietet  sich  als 
nächstes  Versinnlichungsmittel  dieser  Beziehung  die  Projection  dar,  welche 
entsteht,  wenn  man  jenes  Parallelepiped  auf  eine  Ebene  projicirt,  die  keiner 
von  den  Seitenflächen  des  Parallelepipedes  parallel  ist.  Die  Coordinaten- 
achsen  projiciren  sich  dabei  als  drei  unter  gewissen  Winkeln  gegeneinander 
geneigte  Geraden  und  die  Coordinaten  x,  y^  z  als  gewisse  auf  jenen  Gera- 
den abgeschnittene  Strecken  x\  y\  z.  Kennt  man  die  Lage  der  Projections- 
ebene  gegen  das  rechtwinkelige  Coordinatensystem ,  so  sind  auch  die  con- 

stauten  Verhältnisse  — r,  — r,  — r>  sowie  die  Winkel  xy\  y  Zy  z  x  leicht  zu 

bestimmen;  da  man  aber  hierbei  meistens  auf  unbequeme  irrationale  Zahlcn- 
verhältnisse  kommt,  so  hat  der  Verfasser  schon  vor  längerer  Zeit  (s.  Volz 
Q.  Karmarsch,  polyt.  Mittheil.  Bd.  L,  1848)  den  beachtenswerthen  Vor- 
schlag gemacht,  lieber  den  umgekehrten  Weg  zu  gehen,  d.  h.  vorauszu- 
setzen, dass  sich  die  Projectionen  o:',  y\  z  dreier  gleicher  Coordinaten 
x,  y,  z  wie  drei  gegebene  Zahlen  /,  m,  n  verhalten  sollen  und  daraus  die 
Lage  des  Coordinatensystemes  gegen  die  Projectionsebene  und  die  Winkel 
X  y\  y  z\  z  X  herzuleiten.  Dies  ist  die  theoretische  Grundlage  der  axono- 
metrischen  Projection,  welche  der  Verf.  bereits  am  angeführten  Orte  voll- 
ständig mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie  entwickelt  hat.  Später  zeigte 
Ref.  (im  „Civilingenieur**  von  Zeuner),  dass  schon  die  einfachsten 
Grundformeln  der  analytischen  Geometrie  zu  dieser  Theorie  hinreichen, 
und  dass  namentlich  die  Bestimmung  der  Winkel  x  y'y  y  z\  z'  x  auf  einen 
sehr  einfachen  Ausdruck  gebracht  werden  kann ;  die  Linien  x\  y\  z  sind 
nämlich,  a:==y  =  s  vorausgesetzt,  die  Winkelhalbirenden  eines  Dreiecks, 
dessen  Seiten  sich  wie  /* :  m* :  «*  verhalten  (s.  auch  d.  Ref.  analyt.  Geom. 
des  Raumes).  Nachdem  hiermit  das  theoretische  Princip  der  axonometri- 
schen  Projection  genugsam  erörtert  war ,  kam  es  noch  auf  eine  Anleitung 
aur  Praxis  derselben  an,  und  aus  diesem  Bedürfnisse  ist  die  vorliegende 
kleine  Schrift,  zum  Theil  Abdruck  aus  dem  „  Civilingenieur",  hervorge- 
gangen. Der  Verfasser  giebt  zunächst  die  analytisch  -geometrische  Theorift 
der  axonometrischen  Projection,  die  sich  aber  auch,  wie  in  Anhang  I.  ge- 
zeigt wird,  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  ersetzen  lässt,  und 
knüpft  daran  die  eigentliche  Constructionslehre  indem  er  der  Reihe  nach 
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die  Fundamentalaafgaben  der  descriptiven  Geometrie  axonometriscb  be- 
handeln lehrt.  Auch  die  Durchschnitte  von  Flächen  und  die  Schattencon- 
structionen  zieht  der  Verf.  in  seinen  Bereich  und  schliesst  mit  der  axono- 
metrischen  Darstellung  einiger  technischen  Apparate,  um  noch  an  einigen 
grösseren  Beispielen  zu  zeigen,  wie  sich  derartige  Abbildungen  ausnehmen. 
Man  wird  dabei  bemerken,  dass  die  axonometrische  Projection  zwischen 
der  descriptiven  Geometrie  und  der  Perspective  ungefähr  die  Mitte  hält 
Grundriss  und  Aufriss  eines  Gegenstandes  geben  zwar  die  Dimensionen 
desselben  richtig  an,  können  aber  durch  vielfache  Deckung  der  unter-  oder 
hintereinander  liegenden  Theile  leicht  die  Deutlichkeit  beeinträchtigen  und 
liefern  in  keinem  Falle  ein  anschauliches  Bild  des  Objectes ;  die  Perspective 
bietet  zwar  den  grossen  Vortheil  einer  malerischen  Ansicht,  ist  aber  fär 
den  Techniker  wegen  der  ungleichen  Verkürzungen  und  überhaupt  wegen 
der  Schwierigkeit,  Maasse  daraus  zu  entnehmen,  fast  gänzlich  unbrauch- 
bar; die  axonometrische  Projection  endlich  vereinigt  die  Annehmlichkeiten 
beider  Darstellungsarten.  Sie  besteht  aus  einem  einzigen  Bilde  und  ähnelt 
sehr  einer  perspektivischen  Zeichnung,  bei  welcher  Augenpunkt  und  Di- 
stanzpunkt so  weit  entfernt  liegen ,  dass  die  Abbildungen  paralleler  Gera- 
den nahezu  parallel  sind ;  sie  liefert  aber  auch  gleichzeitig  die  wahren  Di- 

mensionen  des  Objectes,  weil  die  Verkürzungsverhältnis^e  — r,  -=^,  -7-  be- 

sc      y      z 

kannte  constante  Werthe  haben.  Zufolge  dieser  Vorzüge  findet  die  axono- 
metrische Projection  gegenwärtig  immer  mehr  Anwendung,  und  wer  sie 
kennen  lernen  will ,  wird  gewiss  keine  bessere  Unterweisung  als  die  ihres 
Urhebers  erhalten  können.  Schlömilch. 


Der  Operationscalcul,  oder  die  Methode  der  Trennung  der  Operations- 
und Quantitatssymbole.    Von  C.  Carmicuael,  deutsch  herausge- 
geben von  Dr.  Sciinuse.    Braunschweig,  Leibrock'sche  Hofbuch- 
handlung.    1857. 
Bereits  auf  S.  28  — 32  des  ersten  Jahrgangs  unserer  Literaturzeitimg 
haben  wir  den  Inhalt  des  englischen  Originales  so  ausführlich  besprochen, 
dass  wir  auf  den  materiellen  Theil  der  vorliegenden  Uebersetzung  nicht 
tiefer  einzugehen  brauchen;  es  wird  in  dieser  Beziehung  die  Bemerkung 
hinreichen,  dass  die  deutsclie  Ausgabe  —  ein  paar  unbedeutende  Noten  ab- 
gerechnet —  mit  dem  Originale  übereinstimmt  und  hierdurch  ein  wenig- 
stens wohlfeiles  Mittel  geboten  ist,  den  Operationscalcul  kennen  zu  lernen. 
Weniger  zufrieden  sind  wir  mit  dem  Style  der  Uebersetzung,  der  sich  oft 
seitenlang  der  Construction  „Wenn  man  .  .  .  .,  so  erhält  man  .  .  .  ."  be- 
dient, was  freilich  sehr  einfach  und  klar,  aber  auch  sehr  langweilig  ist. 
Diese  Dürftigkeit  entspringt  jedenfalls  aus  der  Art  und  Weise,  wie  Herr 
Schnuse  sein  Uebersetzungsgeschäft  betreibt;  Ref.  hatte  früher  Gelegen- 
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heit,  eine  S  c  h  n  n  8  ersehe  Uebersetzung  (aber  nicht  die  vorliegende)  im  Manu- 
scripte  zu  sehen  und  da  zeigte  sich  denn,  dass  nur  der  zwischen  den  Formeln 
stehende  Text  im  Manuscripte  vorhanden,  hinsichtlich  der  Formeln  aber  auf 
das  beigelegte  Manuscript  verwiesen  war.  Dieses  Verfahren  bietet  ohne  Zweifel 
die  Vortheile  der  Bequemlichkeit  und  geschwinden  Expedition,  es  bindet 
aber  auch  den  Arbeiter  so  streng  an  die  Constructionen  des  Originales,  dass 
von  einem  deutschen  Style  kaum  noch  die  Kede  sein  kann.  Wenn  Män- 
ner wie  Gauss,  Jacobi,  Dirichlet,  deren  Arbeiten  in  jeder  Form 
dankbar  anzunehmen  wären,  ihren  Mittheilungen  auch  in  stylistischer  Be- 
ziehung'die  höchste  Vollendung  ertheilen,  so  hat  ein  Uebersetzer,  dessen 
ganzes  Geschäft  nur  in  der  Stylisirung  besteht,  gewiss  die  doppelte  Ver- 
pflichtung, sich  einer  eleganten  Darstellung  zu  befleissigen.  ^ 

Herr  Schnuse  bemerkt  in  der  Vorrede,  der  Operationscalcul  sei  für 
den  geübteren  Mathematiker  ein  kräftiges  Hülfsmittel,  um  neue  Wahrhei- 
ten mit  Sicherheit  und  Schnelligkeit  zu  erhalten;  diess  möchte  nur  halb 
wahr  sein,  und  wenn  auch  Keferent  die  Schnelligkeit  nicht  in  Abrede  stellen 
will,  so  bezweifelt  er  um  so  mehr  die  Sicherheit.  Soweit  des  Ref.  Erfahrung 
reicht,  kann  der  Operationscalcul  zwar  zur  raschen  Auffindung  eines  Re- 
sultates dienen ,  aber  das  Resultat  selber  bedi^rf  immer  noch  einer  Verifi- 
cation  auf  anderem  Wege  und  namentlich  einer  besonderen  Untersuchung 
über  die  Bedingungen  seiner  Gültigkeit,  denn  eben  diese  Bedingungen  giebt 
der  Operationscalcul  nicht  an.    So  hat  man  z.  B. 

h  h* 

,  e^^^  u  =  u  +  --D,u+—-I)/u+  ....  =  u+  Ju 

I  JL  •  ^, 

oder  kürzer 

ßhD—i  ^  j^  mithin  Ä2>  =  /(l-f  z/)  =  z/  — i^+.-. 
und  wenn  hiermit  gegen  eine  Funktion  f(x)  operirt  wird,  so  .ergiebt  sich 
rasch  genug  die  Gleichung 

hDf{x)  =  j  Jf(x)  -  iz/V(x)  +  ^d'f(x)  —  .... 
jedoch  ohne  die  wesentliche  Bedingung,  dass  für  unendlich  wachsende  /( 

1 
Lim  IJ*f\x)dt  =  0,    Jx=zh{l-t)  ' 

0 
sein  muss,  wie  auf  Seite  272  des  vorl.  Jahrg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
gezeigt  worden  ist.  Auch  der  Verf.  geht  oft  leichtsinnig  genug  mit  seinem 
Calcul  um  und  gelangt  dann  zu  Resultaten,  denen  man  auf  den  ersten  Blick 
ansieht,  dass  sie  in  der  Allgemeinheit,  womit  sie  angegeben  werden,  schlech- 
terdings nicht  bestehen  können.   So  z.  B.  findet  der  Verf.  (S.  154  d.  Uebers.) 

Vax)  dx=e'[f{x)—r{^)  +  r{x)  —  ....] 


/< 


und  bemerkt ,  dass  man  hierzu  auch  durch  theilweise  Integration  gelangen 
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könne ;  das  ist  ricbtig  und  zwar  zeigt  die  tbeilweise  Integration,  dass  jedes- 
mal ein  Kest  von  der  Form 


/' 


e'/'<»)  {x)  dx 

übrig  bleibt,  aber  von  dieser  Tbatsache,  die  gerade  da  wicbtig  ist  wo  die 
Reibe  halbconvergent  wird,  sagt  der  Operationscalcnl  gar  nichts.  Auf  der- 
selben Seite  leitet  der  Verf.  aus 

^  =  C05  O C05  2d  +  C05  3^  — .... 

das  allgemeine  Theorem 

f{x)=^f{x+h)—fix  +  ^h)  +  f{x  +  ^h)  —  .... 
+  f{x—h)—f{x—2h)  +  f(x  +  U)  —  . .  . . 

her;  hier  ist  schon  die  erste  Gleichung  unrichtig  (wie  u.  A.  der  Specijilfall 
^  =  n  zeigt) ,  mithin  auch  die  zweite.  Man  braucht  nur  f{x)  =iCOSx  und 
A  =  JK  zu  setzen ,  um  sich  hiervon  auf  der  Stelle  zu  überzeugen.  Gleich 
nachher  geht  der  Verf.  von  der  Formel 

J0  =  m0  — 4m20  +  |5in3d— ^. 

aus,  ohne  zu  berücksichtigen,  dass  dieselbe  nur  unter  der  Bedingung 
TS  >>  O  >>  —  n  gilt ,  und  gelangt  zu  der  Gleichung 

hr{x)—\nx+h)—y(x+2h)  +  }f{x+sh)-.... 
—\n^—^)  +  iA^-^Ä)— i/'(x— 3Ä)  + .... 

Auch  diese  ist  falsch;  denn  setzt  man  f(x)  ==  -— ,  ä  ==  »  und  zieht  die  un- 

tor  eiu«ander  steheiulen  Glieder  zusammen,  so  ergiebt  sich 

\  2  2 ^2 

""^"^  n*^^x*~  "(2^)' —  x'  "^  (2br)*  —  a;«  ~"  * '  *  * 
oder 

^     I        2^  2a;  2x 

und  m'au  weiss  längst,  dass  die  Summe  der  rechter  Hand  stehenden  Reibe 
nicht  =  0,  sondern  =  coscc  x  ist.  (Dass  der  Uebcrsetzer  von  All  dem  nichts 
bemerkt  hat,  wird  nach  dem,  was  wir  über  Herrn  Schnuse's  Arbeitsme- 
thode anführten,  sehr  begreiflich  sein.) 

Diese  auffallenden  Unrichtigkeiten  mahnen  zur  Vorsicht  bei  der  Hand- 
habung des  Opcrationscalcüls  namentlich  da,  wo  unendliche  Reihen, 
Produkte  etc.  zu  behandeln  sind;  man  wird  in  diesen  Fällen  wohl  thun,  den 
erhaltenen  Resultaten  kein  unbedingtes  Vertrauen  zu  schenken  und  rück- 
wärts Beweise  dafür  zu  suchen. 

Trotz  dieser  Ausstellungen  bleibt  übrigens  das  Carmichaersche 
Werk  immer  eine  originelle  Erscheinung,  die  beachtet  zu  werden  verdient, 
und  sich  auch  vielleicht  bei  weiterer  Durcharbeitung  von  ihren  bisherigen 
Mängeln  befreien  lässt.  Man  lasse  sich  daher  durch  das  Obige  von  näherer 
Einsieht  in  das  vorliegende,  auch  typographisch  recht  gut  ausgestattete 
Hüchlein  nicht  abhalten.  Sciilömilch. 
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Abgednmgene  Erklärung  gegen  die  Ein-  und  Ausfalle  des  Herrn  Sr. 
Schnuse  in  Heidelberg. 
Herr  Dr.  Schnuse  hat  in  einem  Anhange  zu  seiner  Uebersetzung 
von  Carmichael  ireatise  on  Operations  eine  Antikritik  meiner  in  der  Lito- 
raturzeitung  zum  I.Heft  dieses  Jahrgangs  der  Zeitschrift  gegebenen  Beur- 
tbeilung  seiner  freienBearbeitung  von  C  h  a  s  l  es  traiie  de  Geometrie  su- 
per, veröffentlicht,  deren  Ton  und  Inhalt  mich  zwar  jeder  Entgegnung  über- 
heben sollte,  insofern  man  mit  Leuten,  die  solche  Sprache  führen,  jeden, 
auch  den  öffentlichen  Verkehr  abbrechen  muss,  die  aber  doch  einen  Punkt 
enthält,  über  welchen  zu  schweigen  mir  falsch  ausgelegt  werden  könnte. 

Die  in  der  genannten  Antikritik  unter  fünf  Nummern  aufgestellten 
Einwände  gegen  mehrere  theib  richtig,  theils  falsch  verstandene  Aeusserun- 
gen  in  meiner  Beurtheilung  seiner  „  freien  Bearbeitung  oder  Uebersetzung*^ 
legte  mir  Herr  Dr.  Schnuse  schon  am  5.  März  d.  J.  in  einem  besondern 
Schreiben  mit  ähnlichen  unschicklichen  Bemerkungen,  wie  sie  die  „Anti- 
kritik** enthält,  sowie  mit  dem  Verlangen,  selbige  in  der  Zeitschrift  ab- 
drucken zu  lassen ,  vor  und  fügte  die  Drohung  hinzu ,  gegen  mich  ebenso 
aufzutreten,  wie  gegen  Herrn  Orunert  (in  einer  Nachschrift  zur  Vorrede 
der  „freien  Bearbeitung**  des  Chasl es ^ sehen  Werks),  wenn  ich  die 
Insertion  unterliesse. 

Schon  letztere  Drohung  war  mir  hinreicheim  genug,  mich  zu  bestim- 
men, auf  das  Schreiben  des  Herrn  Dr.  Schnuse  weder  privatim  noch  öf- 
fentlich zu  antworten,  und*  auch  jetzt  würde,  wie  erwähnt.  Form  und  In- 
halt vorliegender  „Antikritik**  jede  Entgegnung  meinerseits  überflüssig 
machen,  wenn  nicht  Herr  Dr.  Seh.  unter  Nr.  4)  folgende  Bemerkung  mit 
einzufügen  sich  erlaubt  hätte : 

„Indessen  gesteht  Herr  Witzschel  meiner  „Uebersetzung** 
schliesslich  doch  das  Verdienst  zu :  „  in  wohlfeiler  Ausgabe  das  höchst 
schätzbare  Werk  von  Chasles  seinem  wesentlichsten  Inhalte 
nach  dem  deutschen  Publikum  zugänglich  gemacht  zu  haben**  —  und  so- 
mit wäre  also  mein  Zweck  vollständig  erreicht.  —  Bemerken  muss  ich 
hier  aber  noch :  dass  Herr  Witzschel  Über  das  Chasles^ sehe  Werk 
und  meine  „U  ebersetzung**  desselben  Herrn  Buchhändler  B.  G.  T  e  u  b- 
ner  in  Leipzig,  welchem  ich  den  Verlag  der  letztern  antrug,  ein  Pri- 
vatgutachten abgestattet  hat,  das  mich  förmlich  indignirte,  und  wo- 
gegen die  besprochene  Recension  in  der  Zeitschrift  etc.  noch  als  sehr 
günstig  erscheint.  —  Unter  andern  behauptet  Herr  Witzschel  darin: 
die  Geometrie  SupMeure  stehe  noch  sehr  weit  gegen  den  barycentri- 
schen  Calcul  zurück  —  woraus  Chasles  noch  sehr  Vieles  hätte  1er- 
'uen  können  —  das  D  oppelschnittsverhältniss  verdiene  vor  dem 
anharmonischen  den  Vorzug  —  die  GSome'trie  SupMeure  brauche  nicht 
deutsch  herausgegeben  zu  werden,  weil  jeder  Deutsche  Französisch  ver- 
stehe —  und  die  deatschen  Originalschriftsteller  Möbius,  Staudt,  etc. 
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weit  Vorzüglicheres  geleistet  hätten,  als  C  h  a  s  1  e  s ,  etc.  —  Kurz  die  An- 
massung  und  Nationaleifersucht  des  Herrn  Witzschel  spricht  sich  hier 
anfeine  ebenso  lächerliche,  als  unschickliche  und  unwahre  Weise  ans; 
denn  man  müsste  ganz  bornirt,  oder  verblendet  sein,  wenn  man  den  we- 
sentlichen  Fortschritt  verkennen,  oder  leugnen  wollte,  welchen  die 
Darstellung  der  neuern  Geometrie  durch  die  ChaslesW.he  Arbeit  ge- 
macht hat.  —  Vor  der  Oeffentlichkeit  hat  es  Herr  Witzschel  doch 
nicht  gewagt ,  das  fragliche  Werk  in  gleicher  Weise  herabzusetzen  — 
weshalb  seine  Recension  über  dasselbe  Werk  viel  günstiger  ausgefallen 
ist,  als  das  Privaturtheill*'  — 

Diese  Behauptungen  des  Herrn  Dr.  Schnuse  entbehren  nun  allen 
Grundes.  Herr  Schnuse  hat  allerdings  nach  mittlerweile  mir  von  Seiten 
der  Herrn  B.  G.  Teubner  gefälligst  zugekommenen  Eröffnungen  im  Sep- 
tember 1863  der 'genannten  Buchhandlung  den  Verlag  seiner  Uebersetzung 
des  Ch  asle  s^schen  Werkes  angeboten  und  den  11.  October  desselben  Jahres 
bezüglich  dieser  Offerte  eine  ablehnende  Antwort  erhalten  unter  Beifügung 
eines  diese  Ablehnung  motivirenden  Gutachtens»:  aber  ganzlich  unwahr  ist 
die  Behauptung  des  Herrn  Dr.  Schnuse,  dass  ich  der  Verfasser 
dieses  Privatg'utachtens  bin.  Die  Keckkeit  des  Herrn  Dr.  Schnuse 
in  seinen  müssigen  Erfindungen  nöthigt  mich  diese  Erklärung  noch  mit  der- 
jenigen zu  belegen,  dass  ich  zu  der  angegebenen  Zeit  noch  nicht 
die  Ehre  gehabt  habe,  mit  dem  Herrn  B.  G.  Teubner  in  irgend 
oiner  hierzu  erforderlichen  Beziehung  nud  Bekanntschaft  zu 
stehen. 

Jedes  Wort  zur  Widerlegung  der  weiteren  ungegründeten  Behauptun- 
gen halte  ich  nun  für  überflüssig.  Einsichtsvolle  und  ehrenwerthe  Leser 
der  Schnuse'schen  Antikritik,  sowie  meiner  Recension  und  der  vorste- 
henden Erklärungen  können  sich  selbst  ein  Urtheil  bilden ,  dass  ich  nicht 
zu  fürchten  brauche.  Herrn  Dr.  Schnuse  aber  habe  ich  schon  mit  der  bis- 
herigen ,  wenn  auch  noch  so  geringen  Mühe  zu  viel  Ehre  angethan. 

Im  Interesse  des  auch  mir  unbekannten  ♦)  Herrn  Verfassers  jenes  Pri- 
vatgutachtens ,  wovon  mir  in  diesen  Tagen  auf  meine  Bitte  von  der  Buch- 
handlung eine  Abschrift  bereitwilligst  zugekommen  ist,  will  ich  nur  noch 
an  einem  Beispiele  kurz  zeigen,  welchen  cigenthümlichen  Gebrauch  Herr 
Dr.  Schnuse  von  diesem  Gutachten  bei  Abfassung  seiner  „Antikritik*' 
gemacht  hat.  Herr  Seh.  referirt  aus  dem  Gutachten:  ,,Die  Gcom.  suprr. 
brauche  nicht  deutsch  herausgegeben  zu  werden,  weil  jeder  Deutsche  Fran- 
zösisch verstehe";  in  dem  Gutachten  steht  aber:   „Soll  dagegen  nur  der 


*)  Dass  von  der  Discretion  des  chrenwertbcii  Herru  B.  G.  Teubner  eine  sorg- 
fältige V^erschweigHng  des  Namens  vom  Verfasser  jenes  (iutachtens  gegen  Jeder- 
mann zu  erwarten  bleibt,  ist  zwar  selbstverständlicli  genug  und  insofern  jede  beson- 
dere Versicberung  übei'fliissig,  dürfte  aber  der  mangelliaften  Einsicht  oder  (iewissen- 
liaftigkeit  des  Herrn  Dr.  Schnuse  besonders  und  eindringlich  beizubringen  nö- 
thiir  sein. 
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Zweck  der  Schnuse*8chen  Arbeit  seiu,  die  BemühuDgen  des  Herrn  Chas- 
les  auszugsweis  in  Deutschland  bekannt  zu  machen,  so  möchte  dies  ziem- 
lich überflüssig  sein;  eine  Uebersetzang  aus  dem  Französischen  lässt  sich 
heut  zu  Tage  nur  bei  Lehrbüchern  für  Schulen  noch  verantworten ,  denn 
jeder  gebildete  Mathematiker  versteht  Französisch  genug,  um  die  stets  in 
sehr  einfachem  Style  geschriebenen  Werke  französischer  Mathematiker  le- 
sen zu  können/*  Aus  „jeder  gebildete  Mathematiker**  macht  Herr  S  chnns  e 
„jeder  Deutsche**  —  ist  ein  solches  Gebahren  nicht  Entstellung  zu 
nennen,  wenn  aus  einem  vernünftigen  und  wohlbegründeten  Ausspruche 
ein  völlig  unsinniger  und  unwahrer  gemacht  wird  ?  Aber  solchen  Unsinn 
muss  Herr  Schnuse  fabriziren,  um  ihn  mir  an  den  Kopf  zu  werfen  und 
damit  meine  von  ihm  entdeckte  Bomirtheit  und  Verblendung  nachzuwei- 
sen! Die  übrigen  Referate,  wie  sie  von  Herrn  Schnuse  aus  dem  Gutach- 
ten gezogen  sind,  in  gleicher  Weise  als  Falsificate  hinzustellen,  wäre  mir 
Bwar  möglich,  allein  auch  hier  wird  mir  der  wirkliche  Herr  Verfasser  des 
besagten  Privatgutachtens  beistimmen:  Für  Herrn  Dr.  Schnuse  zu  viel 
Ehre,  übrigens  —  sapietiti  sai!  — 

Dresden,  den  2Q.  September  1857.  Dr.  Witzschel. 
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Recensionen. 

Vene  Ballistisohe  Tafeln.  Von  J.  C.  F.  Otto  ,  Oberstlientenant  k  la  snite 
des  Garde  -  Artillerie  -  Regiments  und  Director  der  Palvermühle 
zu  Spandau. 

Diese  neuen  ballistiscben  Tafeln  bilden  den  Abschluss  für  einen  we- 
sentlicben  Theil  der  vielen  wertbvollen  Arbeiten,  mit  welchen  der  Verfasser 
die  Ballistik  bereichert  hat,  und  zur  besseren  Würdigung  derselben  sei  es 
daher  gestattet ,  mit  einer  kurzen  Schilderung  seines  Wirkens  auf  diesem 
Felde  zu  beginnen. 

Im  Jahre  1833 ,  in  welchem  die  erste  Schrift  des  Verfassers ,  d  i  e  m  a  - 
thematische  Theorie  des  Kikoschettschusses,  erschien,  herrschte 
wenigstens  im  Allgemeinen  noch  die  Ueberzeugung ,  dass  der  Widerstand 
der  Luft  gegen  ein  kugelförmiges  Oeschoss  durch  eine  in  der  Bichtung  der 
Tangente ,  seiner  Mittelpu'nktsbahn  wirkende  Resultante  dargestellt  werden 
könne. 

Die  Orösse  des  Widerstandes  wurde  gewöhnlich  als  Gewicht  einer  Luft- 
säule angegeben ,  deren  Grundfläche  die  grösste  Kreisfläche  der  Kugel  und 
deren  Höhe  ein  gewisser  Theil  l  ihrer  Geschwindigkeitshöhe  war;  auch 
wusste  man  bereits  aus  den  Hutton^schen  Versuchen,  dass  die  New  tonische 
Annahme  il  =  ^  zu  klein  und  l  eine  mit  dem  Wachsen  der  Geschossgeschwin- 
digkeit zunehmende  Grösse  sei.  Um  jedoch  die  aus  der  Veränderlichkeit 
von  k  entspringende  grössere  Verwickelung  des  ballistischen  Problems  zu 
vermeiden,  begnügte  man  sich  gewöhnlich  damit,  bei  jeder  einzelnen  balli- 
stischen Untersuchung  für  l  einen  constanten  Mittelwerth  anzunehmen,  der 
nach  Massgabe  der  grösseren  oder  kleineren  Geschossgeschwindigkeiten, 
welche  eben  in  Betracht  kamen,  etwas  grösser  oder  kleiner  gewählt  wurde, 
und  auch  Oberstlieutenant  Otto  hielt  dieses  Verfahren  bei  der  Construction 
seiner  ballistischen  Tafeln  fest;  mit  welchem  Rechte  dies  geschah,  wird  un- 
ten näher  beleuchtet  werden. 

Was  femer  den  damaligen  Stand  der  Ballistik  in  analytischer  Hinsicht 
anbelangt,  so  hatte  es  bis  dahin  an  einer  den  Anforderungen  der  Praxis 
nur  einigermassen  genügenden  Gleichung  der  Flugbahn  gefehlt;  denn  die 
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nach  den  Potenzen  der  horizontalen  Abscissen  db  fortlaufenden  Keihen, 
welche  die  vertikale  Ordinate  y  der  Flugbahn  ausdrücken  sollen ,  werden 
schon  für  x  von  geringer  Orösse  divergent,  und  Gleichungen  von  anderer 
Form,  wie  z.  B.  die  Yoga 'sehe  gelten  nur  für  sehr  flache  Bahnen.  Das 
erste  Verdienst  des  Verfassers  der  neuen  ballistischen  Tafeln  war  daher  die 
Auffindung  einer,  wenn  auch  nicht  immer  convergenten,  aber  doch  in  weit 
grösserer  Ausdehnung  brauchbaren  Beihe  für  die  vertikale  Coordinate  y  der 
Flugbahn,  welche  in  der  mathematischen  Theorie  des  Rikoschettschusses 
veröffentlicht  und  dieser  Theorie  unter  Beifügung  der  nöthigen  Tafeln  zum 
Grupde  gelegt  wurde.  Bezeichnen  nämlich : 

G  das  Absolutgewicht  des  kugelförmigen  Geschosses  vom  Durchmesser/), 
G^  „  „  einer  Luftkugel  von  demselben  Durchmesser, 

A  den  obengedachten  Factor, 

k  den  Ausdruck  ^  ^  >  , 

^G'  ' 

X  und  y  die  horizontale  und  vertikale  Coordinate  eines  Punktes  der 
Flugbahn  (den  Coordinatenanfang  in  der  Geschützmündung  ange- 
nommen) , 

qi  den  Winkel,  welchen  im  Punkte  or,  y  die  Tangente  der  Bahn  mit  der 
Richtung  der  x  bildet, 

w  denselben  Winkel  für  den  Anfang  der  Bahn ,  den  sogenannten  Ele- 
vationswinkel , 

u  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  im  Punkte  x^  y. 

c  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  im  Anfange  der  Bewegung^ 

e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen, 

g  die  Heschleunigung  der  Schwere, 

J  den  Ausdruck , 

k  cos  TV 

J  den  Ausdruck  — , 

h 

Q  den  Ausdruck  ~^, 

/•„'  =  c«_l_|,/-,",  ^•"und/•,"■ 
f  ;  =  rl  —  1 ,   F,",  F„"'  und  F."' 
Functionen  von  ^  und  c^,  deren  Werthe  in  den  oben  gedachten  Tafeln  »Mit- 
halten sind,  so  ist: 

1 )  i^^sinw-  Qfo  +  Q*  sin  wfr  —  q^ [f,'"  +  sin'  wf;"\  .... 

2)  lg(pcosw  =  sin  w  —  qF^'  +  q*  sin  wF^"  —  q^  [F^'"  +  sin'  w F^"] .... 
Die  Convergenz  dieser  Reihen  erstreckt  sich  zwar  ebenfalls  nicht  auf 

sehr  grosse  Werthe  von  |,  wenn  w  nicht  sehr  klein  ist,  genügt  aber  unter 
Anwendung  einiger  besonderen  Kunstgriffe  zur  Lösung  der  den  Rikoschett- 
schuss  betreffenden  Fragen.  Für  grössere  J  gab  Oberstlieutenant  Otto  in 
den  im  Jahre  1834  erschienenen  ballistischen  Tafeln  die  Gleichung 


m 
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3)  y  =  p  =  [J]i  «*«  ^  +  [Da  ««•  «^  +  [{]5 *««'  «^  —  tf-i — ^' +zsw*w\ 

^  Le*  —  1  —  {  J 

welcher  [{],  =  -j ,  [{],,  [l]»  und  z  Functionen  von  {  und  ei  sind, 

e^ —  1 — I 

und  y  nur  klein  gegen  x  vorausgesetzt  wird. 

Diese  Reihe  convergirt,  wenn  w  24®  nicht  Übersteigt,  von  |=:0  an, 
um  so  schneller  je  grösser  $  wird,  die  ballistischen  Tafeln  vom  Jahre  1834 
aber  geben  die  Zahlenwerthe  der  verschiedenen  in  derselben  vorkommen- 
den Functionen  von  £  und  in  der  Einleitung  Näherungsmethoden,  um  ver- 
mittelst derselben  Gleichung  auch  |  aus  w^  oder  w  aus  |  zu  berechnen,  wenn 
if  und  y^  also  auch  {;  bekannt  sind.  Die  gedachten  Tafeln  genügten  daher 
bei  dem '  damaligen  Standpunkt  der  Ballistik  zur  Auflösung  aller  wesent- 
lichen beim  Schiessen  aus  Kanonen  und  Haubitzen  vorkommenden  Fragen. 
Für  Bombenwürfe  aus  Mörsern,  bei  denen  rv  zwischen  30°  und  75°  Hegt 
und  (p  von  9  =  it^  bis  0  ab,  und  dann  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
selbst  bis  über  w  hinaus  wieder  zunimmt,  sind  die  Gleichungen  1),  2)  und 
3)  nicht  brauchbar,  und  überhaupt  wohl  keine  die  ganze  Bahn  umfassenden 

Gleichungen  möglich,  weil  d*y  den  Factor  (dx*  +  dy^)i  enthält,  welcher 
vor  der  Integration  in  eine  Reihe  verwandelt  werden  muss,  die  je  nachdem 
dx  oder  dy  grösser  ist  nach  den  Potenzen  des  zweiten  oder  des  ersteren 
Differentials  fortschreitet.  Der  Verfasser  der  ballistischen  Tafeln  hat  sich 
aber  für  derartige  höhere  Flugbahnen  eine  Anzahl  einander  entsprechender 
Coordinaten  x  und  y,  sowie  die  ihnen  correspondirenden  Flugzeiten  i  da- 
durch verschafft,  dass  er  den  Bogen  8  der  Curve  in  kleine  Elemente  Js 
theilte,  welche  bei  der  Berechnung  der  ihnen  entsprechenden  Jx^  Jy  u. 
s.  w.  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  konnten. 
Bezeichnet  im  Allgemeinen  (m)  den  Ausdruck 


Leos  m  J 


denkt  man  sich  die  Flugbahn  rückwärts  unendlich  verlängert  und  nennt 
man  die  hierauf  bezügliche  Grenze  von  9,  d.  i.  der  Assymptotenwinkel  der 
Bahn,  a,  so  ist  zuvörderst:  ^ 

*)  ('')  =  («'>  +  ^Äiir' 

sodann 

s  o  ßc 

j-  =  log  nal  [(«)  —  {tp)]  —  log  nal  -^ , 

und  wenn  den  Endpunkten  des  Bogens  ^9  die  Winkel  (p^  und  (p^  entsprechen 

Js^klog fia/^4^=^  =  2,302585^ log vulg  ^!'\~['^'\' 

(a)—  (cjP,)  («)  —  (%) 

Endlich  hat  man,  wenn  2,302685 Ar  als  Einheit  der  Längen  genommen, 
und  dann  die  Abscisse  und  Ordinate'  mit  if  und  J^  bezeichnet  wird, 

6* 
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Äof  aholielie  Art  ftber  findet  tleli,  wenn  S,IH»85  tr—  3\»  t&lwit  der 
Zeitaaiat,  nnddniBoB«B«4ieZ«lt0«d9ti0ktt   .  ,  :i .  . 

Dnrch  Addition  der  oinz^lncn  Elemente  der  Coordinalen  und  der  ZeÜ 
mirden  dnnn  leicht  ^',  i'  nnd  B  crlislten  nnd  zn  den  im  Jitliro  1842  erBchic' 
iteSMi  Tafeln  für  den  Bombern  warf  TerwendeL  Dieses  Werk  enthlff: 
nKmlielk  der  Haoptsnclie  nach  folgendes: 

i,  eine  Tafel  der  Zahlenwerthe  der  Fanction  (w)  von  w  =  ObiB»=W. 
i,  eine  Tafol ,  in  welclier  bei  jedem  der  Elevationswinke!  w  =^  30»,  3S* 
40° ....  bis  75°  für  verscbiedeue  Asymp toten winkel  von  o=  ir+[° 
«aibiB  «=^87°  die  y^=0  entsprechende  lionsontale  Sehne  oder  Wurf- 
weite S  der  Bahn,  und  die  corroepondirende  Zeit  8  enthalten  sind. 
8.  eine  Tufel ,  in  welcher  für  dieselben  w  und  a  dio  j  =  0  enteprecheo-' 

den  y  wad  yjrtahwu 

Ist  alM  >  iud  w  gflgto'brä ;  iö  M%kU  Irin  kot' an^^etittng  4^ 

telst  der  Tafel  l)  den  As^mptotenwinlcel  er,  nnd  findet  sodann  in  Tafel  3) 
die  horizontale  Wurfweite  |'  nnd  die  Zeit  9,  welche  nor  noch  anf  die  ge- 
wöhnliche Längen-  nnd  Zeiteinheit  ed  bringen  sind.  Femer  giebt  dann  die 
Tafel  3)  ancb  den  Anfschlagswinkel  ip,  und  somit  die  Sf öglichkeit ,  für  ein 
von  0  verschiedenes^  die  ents|i  rechen  de  Wurfweite  £,  oder  nach  der  Oleichiing 

^^.    y7^ 

'  die  Anfflchlagsgeschwindiglceit  bu  berechnen. 

Irt  endlich  *  unbekannt,  aber  »,  die  horiaontale  Wurfweite  x  nnd  die 
Zeit  T  (in  gewöhnlichem  LSngen,-  und  Zeitmaass)  gegeben,  so  bat  man 

x^_      a,302....itg 
yt  J        > 

(2302....)*-«» 

mithin: 

.  S 


Sncht  man  den  hieraus  erhaltenen  Zahlenwerth  von  ^ia  dorTafelS) 
anf,  so  findet  man  daneben  den  Asymptoten winkel  «,  dann  in  der  zweiten 


Tafel  i'  nnd  endlich 
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~2,30258öJ^'  UG^' 

Die  Ballistik,  deren  Grundlagen  man  bis  dahin  für  genügend  gehalten 
hatte ,  war  nun  durch  diese  verschiedenen  ballistischen  Tafeln  und  durch 
andere  ähnliche  Hülfsmittel,  von  denen  hier  nur  die  in  Frankreich  gebräuch- 
liche d'Obenheim'sche  Planchette  de  canonier  genannt  werden  möge,  so- 
weit ausgebildet ,  dass  man  dieselbe  mit  grösserer  Leichtigkeit  als  vorher 
auf  die  Praxis  anwenden  konnte.  Allein  je  öfter  dies  geschah ,  um  so  mehr 
stellte  es  sich  heraus,  dass  die  Ergebnisse  der  Theorie  in  vielen  Fällen 
denjenigen  der  Praxis  sehr  widersprachen.  In  Deutschland  war  man  aber 
inzwischen  auch  mit  dem  grossen  Einfluss  bekannt  geworden ,  welchen  bei 
excentrischen  Hohlkugeln  die  Lage  ihres  Schwerpunktes  im  Geschützrohr 
und  die  dadurch  bedingte  Achtung  ihrer  Rotation  auf  die  Flugbahn  dersel- 
ben ausübt. 

Es  machte  sich  daher  bald  die  Ueberzeugung  geltend,  dass  die  Kotatio- 
nen,  welche  bei  keinem  Geschoss  unterbleiben,  einen  Widerstand  oder 
Druck  der  Luft  gegen  das  Geschoss  in  einer  auf  die  Tangente  der  Flug- 
bahn rechtwinkeligen  Richtung  erzeugen,  und  dass  die  Nichtbeachtung  die- 
ser seitlichen  Wirkung  der  Luft  die  Hauptursache  der  wahrgenommenen 
Widersprüche  zwischen  Theorie  und  Praxis  sei.  Man  bestrebte  sich  des- 
halb vielseitig  hierüber  in  das  Klare  zu  kommen  und  auch  der  Verfasser 
der  ballistischen  Tafeln  betheiligte  sich  —  die  beabsichtigte  Erweiterung 
jener  Tafeln  einstweilen  verschiebend  —  an  diesen  Bestrebungen  durch 
eine  Reihe  von  interessanten  theoretischen  Untersuchungen,  welche  in  den 
Jahren  1843 — 1847  unter  dem  Titel:  „Ueber  Umdrehung  der  Artillerie- 
Geschosse  und  Fortsetzung  der  Bemerkungen  über  den  Einfluss  der  Um- 
drehung der  Artillerie -Geschosse  auf  ihre  Bahn"  erschienen. 

In  Frankreich  beachtete  man,  wie  es  mit  dem  im  Auslande  gefundenen 
so  oft  geschieht ,  die  gemachten  Entdeckungen  Über  den  Einfluss  der  Rota- 
tionen auf  die  Geschossbahnen  nur  wenig.  Man  suchte  daher  dort  die  Wi- 
dersprüche zwischen  den  Ergebnissen  der  Theorie  und  der  Praxis  in  der 
ungenauen  Annahme  über  den  Coefflcienten  X  und  stellte  sehr  sorgfältige 
Vcgrsuche  zur  Bestimmung  desselben  an.  Die  Ergebnisse  dieser  Versuche, 
welche  im  6.  Heft  des  1.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  mitgetheilt  worden 
sind,  stimmen  mit  den  von  Hutton  gefundenen  nahe  überein,  und  man 

kann  nach  denselben  1  =  ^1 1-| — v\  setzen,  wo  1  constant  und  v  die  ver- 
änderliche Geschwindigkeit  des  Geschosses  ist.  Man  säumte  daher  nicht, 
dieses  Resultat  i|i  der  Praxis  einzuführen,  und  das  TraiU  de  ballistique  des 
Eskadrouchefs  Didion,  welches  im  Jahre  1848  mit  den  nöthigen  Tabellen 
zur  Erleichterung  der  praktischen  Anwendungen  erschien,  ist  auf  diese  An- 
nahme Jl=  4    IH —  e^    gegründet.    Dass  uuu  durch  diese  Auffasttuug  die 
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bmUiJBtischeti Formelii  weüir9rfriekelter  wBrden,  als  für  ein  eonstantes  i,  ist 
m  flieh  klar;  allein  man  .konnte  dieien  Cdielatand  wohl  mit  in  den  Kauf 
Bahnten,  w&mk  dadnueh  eine  grAaMve  Dt^tef^nitiiafnnitip  «iriedhiii  ^Hieorie 
nd  Praxifl  i^mifliil  «rtlsd«  JM  jton  nngeneiii  TenricbeliMi  fil^ien'aebfn 
l^BmeiiinGdiliiee  abtfkan&ni^Uehfldtt,  in  itaieenfM  dat^  Xblinü  dei 
BetMienen  a»f  die  FlnsMui  midmnA  ftr  den  frekftieoli^i Beeh&er  fagead 
btanAhave  Weip  nift  in  Anaalam hrfaigenr imd  dadnceh ^lüffieil »an  n 
im  6enatt%lnil  dar  BeenUnle  m^pMdijnriir ,  alu  Jaseh^dSe  gananete  Am^ 
nähme  tter  l  gewennelt^  nM.  Wmm  abe».lbeilMuqii^  iien  deü  ¥eifiHMi 
it$$trmad0§MHi9U0  din  BehfeveiaiAlaMnnngf  äeinat  r^amdä  nü  det  Pifsb 
l^tOhmlwtfd^aakaatn  ^dLBtfeaaitt  dah^  eines  «niriiaenaireiMenidi« 
gana  erwabeni  dann^r  hait^aieh  eeBbÜ  »ja  «nil^det ffaküwüen  Amfendnig 
d»  Balliatifcheiilhalliy  nwi  hieirhiririni:  Ajlgwüri^en  jitob&ftfcwrtiggemaeHi 
daas  wenn  man  die  länwirknng  der  Rotation  in  der  Beehnnng  ntthartek^ 

•iclitlgfliek^ gerade  die pfbmm^  1?rWthe  ▼«  4,  wie>:?^^  pfj*^ 

w^taili^  am  K^enigBtatt  daan  gaeigniei und,  !nm  daa  ^fdjiilHiiiia  4ar  hmi^ 
aeaitalM  SehneMreifeen^Mi  4en  IffibvaiienewiidMlaae  img|i^^  wiema  ahh 
iak-derPrasie'indel.-^.  *.t'-    r-       .:.  •  t.  .*.jj.  ■     ^^i-A.iff  r.- .n  ::     . 

InJ)eirfartdandhiite  JndeaaandepVegliMaa»  d^^ 
ebien  anden^  Ve|p  eiageaihlagin  r  nifc  ^  gairtteiaeiilite  tOat  ap ahHWmmaag 
awisehte  Theorie  imd  Praxis  sn  eiteielen.  Er  wftUte  ntlnli^  ftr  die  Be- 
schleunigung der  Kraft,  mit  welcher  die  Loft  in  Folge  der  Botation  in  einer 
auf  die  Tangenten  der  Flugbahn  rechtwinkeligen  Richtung  gegen  die  Ge- 
schosse wirkt,  —  in  Ermangelung  einer  theoretischen  Bestimmnag  dersel- 
ben, —  einen  empirbch  aufgestellten  Ausdruck  und  suchte  die  Zahlen- 
werthe  seiner  Constanten  für  jeden  einzelnen  Fall  der  Praxis  ans  der  lets- 
teren  selbst  au  bestimmen.  Die  Ergebnisse  dieser  Arbeit  sind  in  den  1855 
bis  1857  im  Archiv  für  die  Offiziere  des  Königl.  Preussischen  Artillerie-  und 
Ingenieur  -  Corps ,  sowie  in  besonderen  Abdrücken  erschienenen  Hülfs- 
mitteln  für  ballistische  Rechnungen  1.,  2.  und^  Lieferung  enthal- 
ten. Da  auch  hier  die  Annahme  eines  constanten  l  beibehalten  ist,  so  wird 
die  Berechtigung  hierzu  besonders  nachgewiesen.  Der  Verfasser  wendet 
nämlich  8  verschiedene  Hypothesen  über  den  Widerstand  der  Luft  auf  ein 
willkürlich  gewähltes  und  auf  ein  der  Erfahrung  entnommenes  Beispiel  an, 
um  zu  zeigen ,  dass  die  Ergebnisse  dieser  Rechnung  in  allen  8  Fällen  nur 
unerhebliche  Verschiedenheiten  darbieten  und  mithin  durch  Annahme  eines 
veränderlichen  l  nichts  wesentliches  zu  gewinnen  ist. 

Als  Probe  hiervon  heben  wir  nur  einiges  aus,  was  die  Newton' sehe 

Annahme  A  =r.  ^  und  die  D  i  d  io  n  *  sehe  Annahme  i  =  ^  1  l  -| —  v\  betrifft. 

Nimmt  man  als  gegeben  an :   die  Schussweiten  x  =  400  Schritt  und 
.r  =  1500  Schritt,   und   die   entsprechenden  Flugzeiten   /  =3  1,1341"  und 


rürZ  =  4,     rürA=i[l  +  -ü],         fürZ  =  J,     für  Z=:4[l  +  -!;-i;], 


0 

0 

12,64 

12,52 

58,40 

58,67 

154,64 

155,23 
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/  =  5,3678",  berechnet  man  hieraus  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bah- 
nen flach  genug  seien,  um  dieselben  bei  der  Zeitbestimmung  als  geradlinig 
zu  betrachten,  die  anfanglichen  Geschwindigkeiten  c  und  Geschwindigkei- 
ten für  gewisse  Abstände  von  der  Mündung  des  Geschützes ,  endlich  aber 
aus  jeder  anfänglichen  Geschwindigkeit  c  nach  der  Gleichung  der  Bahn  die 
Grösse  ^,  um  welche  die  Geschosse  in  gewissen  horizontalen  Abständen  von 
der  Mündung  aus  ihrer  ursprünglichen  Richtung  herabgesunken  sind,  so 
ergiebt  sich,  als  Maasse  in  Schritten  ausgedrückt,  folgendes: 

Abstand    von      noch  übrige  Geschwindigkeit,  dorchfallener  Weg  y^ 

der  Geschütz- 
mündung. 

0  386,9  389,5 

500  314,8  313,0 

1000  256,0  255,5 

1500  208,3  211,0 

Nachdem  dies  constatirt  ist,  geht  der  Verfasser  zur  Wahl  eines  Aus- 
drucks für  die  Beschleunigung  Über,  welche  die  Rotation  in  einer  auf  die 
Tangenten  der  Bahn  rechtwinkeligen  Richtung  erzeugt;  diese  Beschleuni- 
gung wird  in  der  Richtung  nach  oben  als  positiv  angenommen,  mit /*  be- 
zeichnet und  =  A  +  Bif^  gesetzt;  indem  A^  B  und  m  Constanten  sind  und 
V  die  veränderliche  Geschwindigkeit  des  Geschosses  ausdrückt.  Für  flache 
Bahnen ,  bei  denen  cos  n^  =  1 ,  mithin  £  (was  hier  mit  z  bezeichnet  ist) 

=  -T-  gesetzt,  endlich  aber  auch  bereits  ^'  vernachlässigt  werden  kann,  ver- 

K 

wandelt  sich  dann  die  Gleichung  1)  in 

5)     y  =  xtgfv+F{i^—\  —  z)  +  (;(e(^-l"')^  —  1  —  (l-;m)z) 
wo 

ist.  Diese  Gleichung  wird  unter  der  Annahme  il  =  ^  und  unter  verschie- 
denen Annahmen  über  m  auf  eine  Reihe  von  sehr  genauen  Schiessversuchen 
angewendet ,  nachdem  aus  den  erlangten  mittleren  Schussweiten  x  (Mittel- 
zahlen aus  30  Schüssen)  und  den  ihnen  entsprechenden  mittleren  Flugzei- 
ten /  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  anfängliche  Geschwin- 
digkeit c=  379,16  Schritt  berechnet  worden  war*).  Die  Ergebnisse  dieser 
Arbeit,  bei  welcher  auch  F  und  G  allemal  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bestimmt  wurden,  zeigen,  dass  der  Exponent  m  eine  nicht  zu 
kleine  negative  Zahl,  mindestens  — 2  sein  muss.  Für  diesen Werth 


*)  Auch  hier  werden  bei  der  Berechnung  von  c  die  Bahnen  als  geradlinig  be- 
trachtet. 
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wm^m  lammen  9hw  d»i  BdiiOti^  im  Beehmmg  mit  d«iv  BisgebiälMi  der 

'  Ooordinateif. 


S)«va|i«As. 

ftdHunrttte 

imib|i  te  BmIm^ 

aMh  der  GOilr. 

«McUnKOr 

willkell». 

«aohritti 

iQKf  ZoU^ 

elK|i|ig5)2oli» 

^sOiuvKo« 

* 

äekrltt. 

I»  — 

MO 

—  1» 

—   IJ»*^. 

i'ao' 

ä6B 

—  W 

—  IM 

—  i.tti 

r— 

78i.e 

—  » 

-^4»,i 

—  tjäi 

rmf 

8863 

—  lÄ 

-IM 

—  &,8Bi 

»— 

1061,9 

—  16 

-  M 

-"M^ 

vmf 

1389,9 

-   ^'   . 

—  ♦*. 

—  ISßK 

8*6r 

»MW 

+    9 

+  »,? 

—  80,9(16 

Dür  TerfaeBer  bditiit  daher  m  s=s  .^  f  ftr  die  waikie  Unteriiieliiiiig 
liei,  eetal  suglirfeh  F+^^^^sFi  and  liekmiinit  dMlnirdi  Ar  die  BdeeUen- 
iiigiuig  der  ableiikeiid<pi  Kraft 

wofBr  M  flauen  BnihaeB  i^i^     .  ' 

gesetzt  werden  kann.    In  dem  obigen  speciellen  Falle  giebt  dies : 

für  a?  =      0  Schritt  /*=  —  0,S586  Schritt 
„    a?=  400      „       f=       1,9314       „ 
„    «=  885       „       /•=       6.7705        „ 
„    a:  =  1283      „       f=     11,3949       „ 

indem  ^P,  =  —  96,276  und  C  =  +  23,871  ist. 
Endlich  geht  die  Gleichung  6)  in 

9)  y=:xigtv  +  F{^  —  l  —  z)  +  G{e^*'-l  —  ^z) 

über.  Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  vorgedachten  Versuche 
war  übrigens  A  =  4  gesetzt  und  dadurch  k  im  voraus  bestimmt ,  und  den- 
noch schon  eine  grosse  lieber  einstimm  ung  mit  der  Praxis  erlangt  worden. 
Noch  mehr  wird  aber  diese  üebereinstimmung  befördert,  wenn  man  in  vor- 
kommenden ähnlichen  Fällen  nicht  nur  F  und  G  sondern  auch  Ar  erst  ans 
den  Versuchen  bestimmt.  Eine  Anleitung  hierzu  giebt  der  Verfasser  für 
zwei  Fälle,  nämlich 

1.  wenn  die  anfängliche  Geschwindigkeit  c  aus  Versuchen  mit  einem 
ballistischen  Pendel  bekannt  ist  und 

2.  wenn  man  die  Flugzeiten  für  zwei  Schussweiten  kennt,  von  denen 
die  eine  gerade  doppelt  so  gross  wie  die  andere  ist. 
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In  der  dritten  Lieferung  der  Hülfsmittel  für  ballistische  Kechnungen 
geht  der  Verfasser  zu  Bahnen  mit  höheren  Richtungswinkeln  bis  circa  24° 
über,  bei  denen  cosw  nicht  mehr  der  Einheit  gleich  gesetzt,  und  q*  und  ^* 

HC 

nicht  mehr  vernachlässigt  werden  kann.  £s  ist  daher  hier  z=- .  Fer- 

k  cos  w 

ner  wird  vorausgesetzt,  dass  man  in  Beziehung  auf  die  Beschleunigung  f 

in  der  Gleichung  7)  /*,  und  G  wenigstens  annäherungsweise  aus  Versuchen 

kenne ,  welche  mit  demselsen  Geschütz ,  demselben  Geschoss  und  derselben 

Ladung  unter  flacheren  Elevationswinkeln  angestellt  worden  waren ,  sowie 

dass  k  und  c ,  also  auch  q  bekannt  sei.   Endlich  sind  die  Abkürzungen 


kcosw^  kcosw 

gebraucht.  Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  der  Verfasser  auf  eiuem  nur 
kurz  angedeuteten,  aber  sehr  mühsamen  Wege  für  die  Goordiuate  £  =  /r^ 
eine  Gleichung  von  der  nachstehenden  Form  entwickelt: 

l  =  \zsintü+  [P{e*  —  l—z)  +  ß(e2«_  |_2z)] 
+  sin  w  [P^A^^  +  PQB^^  +  f^CJ^] 
+  [i>«^,o  +  P*QB,^  +  P(/C,^  +  0'I>t'] 
+  sin*w  [P'EJ'  +  P^QFJ'  +  PfJ^G^^  +  ß*^a"]j 
10)   \     +^\^(e*  —  i  —  z)^sinw[PÄ,'  +  QB,'\ 

+  sin*w[P*I)^^  +  PQE^'  +  Q^F^']] 
+  Q'lsinwA^'  +  [PA,"  +  QB,"]  +  sin*fv[PCr  +  ÖAl] 
+  Q'[A,'''+sin*wBr], 

in  welcher  alle  mit  oberen  und  unteren  Zeichen  versehenen  A^  B^  C,  i>,  ä\  Fj 
Gy  J7,  gegebene  Functionen  von  z  und  e*  sind.    Formeln  von  ähnlicher  Be- 

dt 
schafifenheit  folgen  dann  für  -T'  =  ig  q>cosw  und  für 

^  az 

s 


—  ^^Y —  — 

~  \dz)  ~  ^ 


Endlich  giebt  der  Verfasser  auch  noch  eine  Anleitung,  wie  dieWerthe 
der  in  diesen  Gleichungen  10)  etc.  vorkommenden  Grössen  ^,  /'und  Q  durch 
Anwendung  gedachter  Gleichungen  auf  ein  System  geeigneter  Schiessver- 
suche nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  verbessert  werden  können. 
Auch  bemerkt  er  noch ,  dass  die  Convergenz  der  Gleichung  10)  nicht  gerin- 
ger ist,  als  diejenige  der  Gleichung  I),  in  welche  erstere  für  P  =  0  und 
()  =  0  übergeht,  weil  die  letzteren  Grössen  immer  sehr  klein  sind. 

Nachdem  auf  diese  Weise  für  die  Berücksichtigung  des  Rotationsein- 
flusses auf  die  Bahnen  das  zur  Zeit  Mögliche  geschehen  war ,  wendete  der 
Verfasser  seine  Thätigkeit  der  Erweiterung  seiner  ballistischen  Tafeln  wie- 
der zu,  welche  nun  unter  dem  im  Eingänge  angeführten  Titel  erschienen 
und  für  die  verbchiedenen  in  denselben  behandelten  Fragen  bis  zu  Eleva- 


tfouwkfcdt  TM  M*  «uniAeDi  aM,  mÜamA^Sttßaimiem,  mit  httwen 

Ui«ewt«aNi:irii4   C^kwdieBadMtai«  ter«ea«BlMllirtiaibMt'IMela  in 

AUgemeiäeB  ict  nach  dan  vontehenden  MittheUnn^sn  ppr  noeb  w«t^  U»- 

^  mirtiAlC«!!.  Dvt  d«niuJ%«  SUnJ^iiiikt  dar  WbiaiiteluA  In&gi  w  i^  ileb, 

*^  daw  4ß».  lUeMMiBBii  billiitfaBhw  Fumria,/«!«  u  «hr  ^NUiolnmg  »)  «• 

«ektlidtirt,  iwaia«aif«sMtaBf«  v*i>01Ma«i«BtfaftlMi^  alalfali: 

1.  OUsder^  wBkte  uabhiiii«^  roa-daa  Mtf  «ia  EiBvUmg  der  KoU- 

tJM  rieli Iwiriiod« jSyndlolatt aM« mmi «bo  —Aangatodart Mw- 

tMB,  vatw  awi^M  VtrtiIrriAea.  »ääm'  yaiMiiilik  Biobtuig  dar 

Rotatiuneu  bei  den  GeguboBscu  iiicbt  anoimuit  nnd  deshiilb  die  Be- 

,    -  schlennigimg  f  der  11  otations Wirkung  ^=  0  setzt. 

3.  Glieder,  welche  die  auf /"  bezüglichen  Syinliole  enthahoii  nnd  daher 
vorachwiadcn,  wenn  man  f^=^  0  annimmt,  was  nnter  vielen  ÜniBtün- 
den,  namentlich  hei  der  Betrachtung  der  Bahuen  von  Voltkugcla 
statthaft  §eia  wird,  wenn  die  UuterschiGde  der  einzelneu  inBetrachl 
kommenden  Sühuäsweiten  nicht  Allztigruss  sind. 
Die  neuen  hallistiachon  Tafeln  geben  nun  zwar  nur  die  Glieder  der 
enteren  Gattung,  weil  die  Gesetze,  nach  denen  die  Grösse  von  /"sich  bc- 
•timmt,  noch  nicht  genügend  feststehen,  am  schon  jetzt  die  grosse  Arbeit 
der  Berechnung  von  Tafeln  für  die  Glieder  der  zweiten  Gattung  xa  unter- 
nehmen.    Demangeacbtct  werden  die  batlistischcn  Tafeln  bei  den  rerschie- 
deneu,  unten  näher  angegebenen  Fragen  die  wesentlichsten  Dienste  lei- 
sten.  Wird  bei  denselben  der  Eiuflnsa  tod  Rotationen  nicbt  berücksichtigt, 
oder  geschieht  letzteres  wegen  der  geringen  Grösse  von  «  nnr  dnrch  An- 
wendung der  Gleichsng  9),  so  gewKhren  die  ballittiscben  Tafeln  alle  fibei- 
haupt  mögliche  Abkürzungen  der  Rechnung.  In  allen  anderen  Fällen  geben 
dieselben  doch  wenigstens  die  von  f  unabhängigen  Glieder,  denen  man  dann 
allerdings  die  f  enthaltenden  Glieder  noch  hinzufügen  moss,  sei  es  nun, 
dosB  man  dieselben  nach  Gleichung  10)  oder  nach  irgend  einer  anderen 
Gleichung  von  ähnlicher  Form  berechnet,  oder  einer  künftig  erscheinenden 
Tafel  entnommen  hat.  Dass  endlich  die  neuen  ballistischen  Tafeln  l  wieder 
constant  voraussetzen,  wird  nach  dem,  was  oben  über  diesen  Gegenstand 
bereit«  bemerkt  wurde,  ganz  unbedenklich  erscheinen.   Der  Zweck  und  In- 
halt der  einzelnen  Tafeln  erhellt  ans  Folgendem. 

Die  Tafel  I.  enthält  die  Logarithmen  des  Ansdrucka  [e£  —  I  —  £]  von 
{  =0  bis  £  =  20,  nnd  gewährt  somit  alles,  was  man  bei  Anwendung  der 
Gleichung  9)  zur  Erleichterung  der  Rechnung  braucht. 

Die  Tafel  U.  giebt  (e£—  I  —  £)  von  |  =0  bis  j  =  —  9  nnd  wird  da- 
her von  Nutzen  sein,  wenn  man  den  Coordinatenanfang  nicht  am  Oeachüta, 
sondern  in  einem  andern  Punkte  der  Bahn,  z.  B.  im  Scheitel  derselben  an- 
nimmt. 

Die  Tafel  111.  dient  in  Verbindung  mit  Nr.  I.  daan,  nm  auch  hei  grosse- 
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reu  Elevationswinkeln  it^  die  Goordinate  l^=ky  und  den  Neigungswinkel^ 
der  Bahntangente  vermittelst  der  Gleichungen  I)und2)  ;bu  berechnen,  welche 
zur  Erlangung  einer  besseren  Einrichtung  der  Tafel  III.  die  nachstehenden 
Formen  erhalten  haben: 

-4[!|'.-]+-"["'-"]} 

Tafel  III.  giebt  die  Logarithmen  von     -^  -^i '    u.s.w.  von  {=Obis  J=l. 

Für  grössere  |  entbehren  diese  Gleichungen ,  wenn  w  nicht  sehr  klein  ist, 
der  Convergena.  Der  Verfasser  hat  deshalb  für  diese  Fälle  noch  zwei  neue 
Gleichungen  der  Flugbahn  aufgefunden.    Unter  der  Voraussetzung,  dass 

X 

er  strr  rv 

ist  und  Ai^  Auy  Ajjj^  C/,  Cy/,  Cj/j  gewisse  bekannte  Functionen  von  a  und 
e*  bezeichnen,  hat  man  nämlich: 

i=atgw—tgw.  j^-^ ^  J  Ä 

—  H/'n^l j 

und 

igip  =  (gw  —  Igw.a  I — ^^  \ 

m\  -v»jl-[|.,],-|[««„]^+.^[»e„]».j 

-tf^n>\ j 

Diese  Reihen,  fUr  welche  die  Tafeln  VIII.  und  IX.  die  Wertbe  von 


92  lüemtmwittti^. 

geben,  cOfUTefgire&ltor  alle  a  Ik>  »Ii^i  dsM  iii  derÜegit  sdieR  dl«  mk 

Tafel  nr.  und  V.  &id  dnelTiiulleltaiig  d^  M  Jilire  IflM  tm  toi 
VerfaMer  heraiugegebenen  balliatisehes  Tafeln  und  bcidelten  liiäi  ut^ 
OleichnngS),  welche  hier  die  Fonn:         ' 

erhalten  hat,  nnd  nm  so  conTergmiter  if^  ^^Haeert  iriid.  Yen  |  =3sO  bu 
1  =  5  findet  man  Termittelst  Tafel  V.  tojf- r ^  =  —  %-?;— ^ 

und  in  Taffol  VI^  i^e  Werthe  T»  {^|^  [Uii    > und^P«.  DieGlei- 

chung  3)  giebt  also  unmittelbar  f»  'woraus  sich  die  anfkngUehe  Geschwin- 

^r  JH  Bf)  \  ■  .  ■•  '        •*  .      a      '  .'  5  .  -  *  '  " 

digkeit  cs=Ir  — ,  imd  wenn  WhAl  der  SinAdlswinkel  ^  beetimmi  worden 


ceöiw 


w»i  die  Wndgetrtiiügdig^^  ai<g;  lu  T  f  i  bateefaiea^lteit^        ^ 

Die  Tafel  VL  dient  in  Terbindnng  t^  Tafel  T.  rar  Berechnung  d^ 
y=r0  entsprechenden  horizontalen  8chuss weite  x^  wenn  der  Elevations- 
winkel  tv  gegeben  wird.  Wegen  y  =  0  reducirt  sich  hierbei  die  GleichuDg 
3)  auf 

und  man  erhält  vermittelst  Tafel  V.  einen  Näherangswerth  von  {,  welcher 
r  heisst,  aus: 

«•*  —  1  —  r      sin  w 


dann  ist  also: 


+  [i]ssin*fv  +  [^],sm*w 


e**— 1  — r       ei—l  —  i 

und  aus  dieser  Gleichung  hat  der  Verfasser  durch  ein  eigenthümliches  Um- 
kebrungsverfahren ,  unter  der  Bezeichnung 

l  ^ 

^^  =  M^  -  )1 — 7^ —  ^'  W» 

Id \:dr 

die  neue  Gleichung 

— » =  —7? Frl.  siti^  rv  —  Wr  sin^  w 

ßQ 1 {        smw        *• 
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abgeleitet.    Tabelle  VI.  giebt  die  Werthe  von  [r],  und  ^n  nnd  hat  man 

mit  Hülfe  derselben  -z berechnet  und  log r =  — log-z 

«*— 1-1  I  V-l~6 

gesucht,  80  findet  man  zu  diesem  Logarithmus  in  Tafel  V.  das  verlangte  |; 

sowie  endlich  o;  =  A:|  cos  tv, 

Taf.  yn.  dient  zur  Berechnung  des  Elevationswinkels  w^  wenn  x  und 
y,  mithin  -—  =  |^  und  t  =  f  bekannt  sind.    Setzt  man  noch 

14)  ^  =  «  +  |(^IZ^Z3+^*  "■»*"')' 

80  lässt  sich  die  Gleichung  3)  nach  der  Multiplication  mit  |^  auch  schreiben : 

|/Ä  =  i-j— ^^ sin^fv  +  I^IK],  m« «;  +  [|],  sin^  fv\. 

gfi  —  1  —  i 

0  X 

Ist  y  =  0,  mithin  ^=0  und  also  §^i{  =^  bekannt,  so  sucht  man  den 

Zahlenwerth  dieser  letzteren  Orösse  in  Tafel  YII.  für  drei  neben  einander 
stehende,  um  0,1  verschiedene  l''  auf,  von  denen  das  kleinste  kleiner  und 
das  nächstfolgende  grösser  als  das  gegebene  |^  ist.  Bei  jedem  dieser  drei 
£^  findet  man  einen  i^R  entsprechenden  Werth  von  w ,  und  aus  diesen  drei 
Winkeln  «;,  welche  mit  w^,  w^^  und  rv^^^  bezeichnet  werden  möge,  erhUlt 
man  durch  eine  leichte  Interpolation  den  gesuchten  Elevationswinkel  w,  Ist 

nämlich  der  gegebene  Werth  von  |^  um  — -  grösser  als  der  nächste  kleinere 

in  der  Tafel,  mithin  das  Intervall,  auf  das  man  zu  interpoliren  hat,  als 
Bruchtheil  des  Intervalls  ^  ausgedrückt  fr,  ferner  die  erste  und  zweite  Dif- 
ferenz der  drei  Winkel  w',  w^  und  w^^^  A^  und  A^ ^  so  wird 

w  =  w^  +  6^^— 46(1  —  6)  2i^. 

Tritt  der  verwickeitere  Fall  ein,  d.  h.  ist  y  nicht  Null  und  der  positive  oder 

negative  Winkel,  dessen  Tangente  = —  beträgt,  iF*,  so  nimmt  man  annähe- 

X 

X 

rungsweise  wieder  y  =  0,  dagegen  aber  anstatt  x  die  Schussweite  -, 

in  Rechnung,  findet  daraus  wie  oben  einen  Werth  von  w^  welcher  tvi  heisse, 
und  erhält  dann  für  den  gesuchten  Elevationswinkel 

War  y  nicht  gross ,  so  ist  dieses  n>  schon  hinlänglich  genau ,  für  grosse 
y  aber  dient  es  wenigstens  als  Näherungswerth,  um  vermittelst  der  Gleichung 
14)  die  Grösse  R  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  zu  bestimmen,  mit 
welcher  dann  die  Berechnung  von  n>  ganz  wie  im  ersten  Falle  geschieht. 

Die  Darlegung  der  Methoden  für  die  Auffindung  der  in  dem  vorstehen- 
den angeführten  ballistischen  Formeln  verspricht  der  Verfasser,  soweit  die- 
selben nicht  bereits  in  den  Bemerkungen  über  die  Umdrehung  der 


AnflSnng  desbftlHatlieben  Frobl«m«HtgiMB,imdB«ihMBt  s^t 
«attnisU  n^«l^  Hk^  «t  4m  Tmni  UmSthttmagOBg  tJmUfthiHtiim 
diese  Abbudlong  eine  weaentliebe  Berd^nroa^  Mr^Aa^frfiitUkMM. 
iJeberbMpt  eb«r  «MR  £«  vn4«cS»dM%e4iwW;S«j^Hlrif|^,Mifi  S^ 
•teilte  AnfFordenuig  n  ebier  Beintkeilimc  der  ^enea^ballMitiiehsa 
Tefeln  Beftmt^  i^^-  ^^^'^^^^^y^yffrfPltTl»^^TV:'^  auk  MnidhI 
dem  Verfener  denelbea  die  Aneik^^mg  ra^MUen,  wdeb»  näß»  dniaag* 
jlhi^  irafarbaft  b^wiihd«rä^gii*^t?3iKe  ArnUk^-  En  Aer  LOnng  d4<  bal- 
liatiaeben  ProUenM.TeidieBb.  .  ,  ;/  ..  t    -        >        ^'^  T^^graor. 


leibnitseni  Anspruch  auf  die  Erfindung  der  Differsnzialrechiinnir,  vnn 
n.  Sloman,  Df.    Lripzig,  1Ö&7. 

Es  ist  dorn  Referenten  eigenthiimlich  mit  der  vorliegenden  Schrift  ge- 
gangen, lauerst  erweckte  sie  in  ihm  den  Wnnscli ,  eine  ausffihrlidic  Be- 
eprecliiing  derselben  zn  liefern,  bei  näherer  Lectliro  ward  ihm  dns  UnnS- 
thige  einer  solchen  eingehenden  Beurtheilung  immer  klarer,  bis  zuletit  der 
Inlialt  der  S.  94  es  ihm  »ur  Pflicht  machte,  wenigstens  in  Kürze  seine  An 
sieht  darüber  ansziispreclien. 

Nachdem  nSmlich  Herr  Sloman  im  Verlanfe  der  Abhandlniig  uae 
ganze  Reihe  von  Mathematikern  der  fTttheren  wie  der  jetzigen  Zeit  sbzn- 
thun  sich  dasVergnflgen  gemacht,  ist  er  auf  der  erwähnten  Seite  so  freund- 
lich, auch  mich  zn  citiren,  den  er  „den  Recensenten"  in  der  Literatorsei- 
tang  der  Schlömilch'schen  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  nennt 
Auf  diese  Weise  persönlich  in  die  Sache  hineingezogen,  kann  ich  nicht  nm- 
bin,  mich  recht  sehr  dagegen  zu  verwahren,  daas  meine  frtther  in  der  Se- 
cenaion  von  Weisaenborn's  Principien  a.  s.  w.  ansgesprocbene  Meinung 
als  Stutzpunkt  für  die  maasslosen  Angriffe  angeführt  wird ,  welche  Herr  S. 
gegen  Leibnitz  richtet,  Ich  sehe  mich  gleichzeitig  dadurch  genöthigt,  noch 
etwas  bestimmter  zu  fassen,  was  ich  damals  (Liter aturztg.  Bd.  I.  8.  63)  viel- 
leicht in  zu  kurzer  Behauptung  aussprach,  da  ich  befürchten  musste,  auch 
so  schon  die  Grenzen  einer  gewöhnlichen  Recension  weit  ttberschritten  zn 
haben. 

Ich  glaubte  allerdings  (und  glaube  noch  jetzt),  dass  Herr  Waissen- 
born  von  der  Ansicht  durchdrungen  ist,  als  habe  Leibnitz  von  der  New- 
ton'schen  Fluxio&smethode  indirecte  Kenntniss  gehabt,  und  nnterschrieb 
dieses  Urtheil  vollständig  wenn  anch  ungern,  weil  dadnrcb  Leibnitzens 
Ruhm ,  als  ganz  selbständiger  Erfinder  der  Differentialrechnung  etwas  ge- 
schmälert wird.  Aber  es  ist  doch  noch  ein  bimmelweiter  Unterschied  da- 
swischen,  ob  man  durch  indlreote  Andeutungen  in  einer  schon  begonnenen 


Literaturzeitung.  95 

Untersuchung  unterstützt  wird ,  oder  ob  man  sich  eines  gemeinen  Plagiates 
schuldig  macht. 

Soweit  erstrecken  sich  aber  die  Anschuldigungen,  welche  Herr  S le- 
rn an  gegen  einen  Leibnitz  führt.  Es  sind  dann  freilich  auch  gar  gewal- 
tige Oründe,  welche  er  in  seiner  Anklageschrift  zusammenfasst,  und  von 
welchen  ein  unparteiisches  R^sum^  am  Platze  sein  dürfte. 

I.  Leibnitz  hat  Barrow's  Arbeiten  bei  ihrem  Erscheinen 
gekannt,  also  zu  seiner  Differentialrechnung  benutzt.  Frei- 
lich hat  schon  Oerhardt  gezeigt,  dass  Leibnitz  damals  die  Grundideen 
des  charakteristischen  Dreieckes  bereits  gehabt  haben  muss,  und  ich  glaube 
dieses-  in  der  schon  angeführten  Arbeit  S.  95  durch  das  Wort  praerepiam 
näher  nachgewiesen  zu  haben,  sowie  ich  auch  einen  neuen,  nicht  unwichti- 
gen Beweisgrund  aus  einer  Abhandlung  von  1686  hinzufügte. 

IL  Leibnitz  hat  die  Integralrechnung  aus  den  Vorarbei- 
ten von  Wallis  geschöpft.  Nur  Schade,  dass  bei  Wallis  lauter  un- 
gründliche Inductionen  vorkommen ,  welche  ebenso  leicht  falsche  als  rich- 
tige Resultate  liefern  konnten,  und  dass  trotzdem  Leibniz  offen  und  ehr- 
lich zugesteht,  dass  initia  Hugenius et  Waüisius  dedisse  videbanlur  (Gerhardt, 
Abhandl.  v.  1848  p.  31).  Die  Quadraturmethoden,  welche  Herr  Sloman 
S.  39  anführt,  „die  Nichts  anderes  als  die  des  Wallis  sind^^  können  über- 
dies auch  die  Mercator's  sein. 

III.  Der  Brief  Newton' svomDecember  1672  wurde  Leibnitz 
durch  Tschirnhaus  in  Paris  mitgetheilt.  Tschirnhaus  hatte  an 
Leibnitz  einen  Brief  Oldenburg' s  vom  30.  September  1675  (auf  den  Herr 
S.  besonderes  Gewicht  legt),  konnte  also  mit  Ersterem  erst  später  so  be- 
freundet werden,  wie  es  allerdings  der  Fall  war,  und  doch  enthalten  Leib- 
nitzens  Manuscripte  vom  October  1676  schon  die  Principien  der  Differen- 
tialrechnung. Ich  stelle  keineswegs  in  Abrede,  dass  Leibnitz  aus  diesem 
Briefe,  wenn  er  ihn  in  der  Zwischenzeit  sah,  Einiges  lernen  konnte; 
aber  selbst  Herr  Sloman  hätte  aus  diesen  kurzen  Andeutungen  gewiss 
nicht  in  drei  Wochen  die  Differentialrechnung  mit  ihrem  Algorithmus  zu- 
sammensetzen können.  Hat  doch  Jacob  Bernoulli  eines  viel  längeren 
Studiums  (fast  drei  Jahre)  bedurft,  um  die  viel  klarere  Abhandlung  von 
1684  zu  verstehen  (Sloman  S.  74). 

IV.  Ging  nicht  schon  der  ganze  Brief  nach  Paris,  so  zeigte 
ihn  natürlich  Oldenburg  oder  CoUins  in  London  an  Leibnitz 
(Sloman  S.  33,  Anmerkung).  Gegen  die  zwingende  Logik,  die  in  diesem 
„ natürlich ''  liegt,  ist  natürlich  Nichts  einzuwenden.  Solcher  Beweise  kom- 
men übrigens  mehrere  vor,  z.B.  S.  59:  „da  wird  ihm  Oldenburg  die  Ana- 
l^is  Newton's  gegeben  haben."  In  Bezug  auf  die  zuerst  citirte  Stelle 
ist  auch  noch  zu  bemerken,  dass  Leibnitz  und  Co II ins  sich  in  London 
gar  nicht  kannten  (Gerhardt,  Abhandl.  v.  1848  S.  20). 

V.  Leibnitz    hat  auch    frühere  Plagiate  an   Mouton  und 
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Mengol  begangen.  Diese  Anschaldignng  haben  nicht  einmal  die  frühe- 
ren Feinde  direct  auszusprechen  gewagt.  Leibnitz  war,  als  er  die  bei 
den  erwähnten  Antoren  schon  vorhandenen  Entdeckungen  machte,  zn  wenig 
mathematisch  gelehrt,  als  dass  man  es  ihm  znm  Vorwurf  machen  könnte, 
jene  Arbeiten  nicht  gekannt  zu  haben.  Wohlgemerkt,  Leibnitz  war  ma- 
thematisch u  n  g  e  1  e  h  r  t  (in  superba  pene  Maiheseos  ignorantid) ,  aber  deshalb 
nicht  mathematisch  unwissend.  Er  hatte  bis  1673  eben  nur  selbst  gear- 
beitet, nicht  oder  wenig  studirt.  Ganz  ohne  mathematische  Kenntnisse  hätte 
er  nicht  1666  den  ersten  wissenschaftlichen  Versuch  einer  Combinationslehre 
verfassen  können. 

VI.  Leibnitz  hat  äie  analysis  etc.  Newton's  excerpirt;  es 
findet  sich  kein  Datum  dieses  Excerptes,  das  Werk  selbst  er- 
schien 1711  im  Drucke,  folglich  hatte  Leibnitz  es  als  Manu- 
script  vor  1676  in  Händen.  Zum  ersten  Male  erfahre  ich  hierdurch, 
dass  man  gedruckte  Bücher  nicht  excerpiren  kann ,  was  meine  eigenen  bis- 
herigen Studien  mich  nicht  hatten  ahnen  lassen.  Gesetzt  jedoch,  Leibnitz 
habe  das  Manuscript  gesehen  \  so  beweist  das  Integralzeichen  (welches  zum 
ersten  Male  am  29.  October  1675  gebraucht  ist:  utile  erit  scribi  f  pro  omn, 
G  erh  ar dt,  Abhandl.  v.  1855  S.  125),  dass  das  Excerpt  erst  gemacht  wurde, 
als  Leibnitz  die  Differentialrechnung  nicht  blos  schon  im  Kopfe  herum- 
trug. Und  ferner,  glaubt  denn  Herr  Sloman,  dass  „die  diplomatische 
Feinheit  des  Advocaten  und  Staatsrathes  Leibnitz'*  (Sloman,  S.  57)  an- 
dererseits 80  gering  gewesen  ist,  dass  er  die  bodenlose  Dummheit  begangen 
hätte,  überhaupt  einen  Auszug  aufzubewahren,  welcher  seinem  Plagiate  als 
Grundlage  gedient  hatte,  namentlich  nachdem  ein  Streit  über  die  Erfindung 
ausgebrochen  war? 

Diese  Punkte  aber  sind  es  hauptsächlich ,  welche  Herr  S.  für  jetzt  zu- 
sammenstellt und  deren  Widerlegung  er  (S.  94)  verlangt.  Für  später  ver- 
spricht er  eine  Abhandlung  über  Leibnitzens  Notizen,  über  die  Herr 
Gerhardt  Freude  haben  soll.  Ich  hoffe  diese  Freude  seiner  Zeit  theilen 
zu  können. 

Was  die  übrige  Polemik  des  Herrn  S.  gegen  THopital  z.  B.  betrifft, 
so  könnte  er  vielleicht  noch  hinzufügen,  dass  man  in  Frankreich  ziemlich 
allgemein  der  Meinung  ist,  auch  die  Vorrede  zur  Analyse  des  infinemeni  pe- 
iils  habe  einen  anderen  Verfasser,  nämlich  Fontenelle. 

Die  neueren  Historiker  endlich,  über  deren  Charakter  sowie  über  de- 
ren Forschungen  der  Stab  gebrochen  wird,  die  Herren  Biot,  de  Morgan, 
Gerhardt,  Le fort  mögen  sich  selbst  vertheidigen,  oder  noch  besser  solche 

Angriffe  durch  Stillschweigen  richten.  ^ 

Cantor. 
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Beitrage  zur  Geometrie  der  Lage,  von  Dr.  Georg  Karl  Christ,  v.  Staudt, 
ord.  Prof.  in  Erlangen.  1.  Heft  zugleich  als  Fortsetzung  der  im 
Jahre  1847  von  demselben  Verfasser  erschienenen  Schrift  Über  die 
Geometrie  der  Lage.  Nürnberg,  Verl.  von  Bauer  &  Raspe  1856. 
Der  Herr  Verfasser  hat,  wie  bekannt,  in  der  im  Jahre  1847  erschie- 
nenen „Geometrie  der  Lage**  eine  strenge  Scheidung  dieses  genannten 
Theiles  der  Geometrie  von  derjenigen  des  Maasses  versucht  und  ein  System 
darin  entwickelt  und  ausgeführt,  welches  als  ein  seltenes  Kunstwerk  in  der 
Literatur  der  Mathematik  dasteht.  In  dem  vorliegenden  ersten  Hefte  der 
„Beitrüge"  giebt  er  eine  in  demselben  Geiste  gehaltene  Fortsetzung  seiner 
Untersuchungen  über  die  reine  Positionsgeometrie  und  wenn  man  einen  ge- 
wissen Mittelpunkt  auffinden  will,  um  welchen  sich  diese  neueren  Forschun- 
gen des  Herrn  Verfassers  gruppiren ,  so  kann  man  hierfür  den  Begriff  und 
die  Theorie  des  Imaginären  nennen.  Der  Begriff  der  imaginären  Grössen 
oder  Elemente  ist  in  der  üblichen  Fassung  ein  aus  der  Arithmetik  auf  die 
Geometrie  übergetragener  und  daher  mit  dem  des  Maasses  innerlich  ver- 
knüpft. Für  eine  reine  Geometrie  der  Lage  handelte  es  sich  also  zunächst 
darum ,  diesen  Begriff  selbstständig  hinzustellen  und  namentlich  von  allen 
arithmetischen  und  Maassbeziehungen  zu  isoliren^  oder,  um  die  Ausdrucks - 
weise  des  Herrn  Verfassers  beizubehalten,  folgende  Frage  zu  beantworten : 
„In  der  analytischen  Geometrie  nennt  man,  was  sehr  einfach  zu  sein 
scheint,  einen  Punkt  imaginär,  wenn  seine  Coordinaten  nicht  sämmtlich 
reell  sind.  Indessen  ist  hiermit  nur  die  Sprache  der  Algebra  auf  die  Geo- 
metrie  übergetragen,  keineswegs  aber  nachgewiesen,  dass  ein  imaginärer 
Punkt  gleichwie  ein  reeller  Punkt  etwas  vom  Coordinatensjsteme.  Unab- 
hängiges sei.  Wo  ist,  fragt  sich  wohl  Jeder,  der  imaginäre  Punkt, 
wenn  man  vom  Coordinatensysteme  abstrahirt?^*  Der  Herr  Ver- 
fasser löst  die  von  ihm  gestellte  Aufgabe  in  ganz  eigenthümlicher  Weise 
dadurch,  dass  er  die  Beziehung  des  reellen  oder  imaginären  Elements  zum 
ganzen  geometrischen  Gebilde  als  eine  combinatorische  hinstellt.  In 
der  That,  kein  Theil  der  Arithmetik  kann  nach  seiner  ursprünglichen  Be- 
deutung als  ein  passenderes  Seitenstück  zur  Geometrie  der  Lage  hingestellt 
werden ,  als  die  Combinatorik ,  in  der  man  von  Haus  aus  es  ebenso  wenig 
mit  der  eigentlichen  Zahl  zu  thun  hat,  als  man  in  der  Geometrie  der  Lage 
mit  dem  Maasse  etwas  zu  schaffen  haben  soll.  Im  Uebrigen  ist  der  Unter- 
schied der  reellen  und  imaginären  geometrischen  Elemente  ähnlicher  Weise 
auf  den  Sinn  der  Gebilde  basirt,  wie  sich  die  übliche  geometrische  Deu- 
tung eines  imaginären  oder  complexen  Abschnitts  einer  Geraden  auf  die 
Richtung  der  Geraden  gegen  eine  den  positiven  Sinn  repräsentirende 
Richtungsaxe  stützt,  oder  wie  der  imaginäre  Factor  y^l  geometrisch  als 
ein  Richtungsfactor  gedeutet  wird.  Die  Art  und  Weise,  wie  hierbei 
der  Herr  Verfasser  zu  Werke  geht,  lässt  sich  etwa  so  andeuten:  Die  drei 
Elemente  ^,  B,  C  eines  geschlossenen  Gebildes ,  welches  aus  einer  stetigen 
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Aufeinanderfolge  von  Punkten  oder  Oeraden  oder  Ebenen  besteht,  können 
'  ausser  dem  Stücke  ABC  desselben  auch  zugleich  durch  ihre  Aufeinander- 
folge von  dem  Elemente  A  über  das  Element  B  nach  dem  Elemente  C  den 
Sinn  bestimmen,  in  welchem  das  ganze  durch  ABC  bezeichnete  Gebilde 
beschrieben  zu  denken  ist,  und  welcher  auch  derselbe  bleibt,  wenn  die  Ele- 
mente A^  B,  C  in  dem  Gebilde  sich  bewegen,  so  lange  keine  zwei  derselben 
in  einander  fallen.  Der  Sinn  ABC  ist  derselbe  mit  BCA  und  CAB ^  aber 
der  entgegengesetzte  von  CBA^  BACj  ACB.  Diese  allgemeine  Definition 
des  Sinnes  der  Gebilde  wird  zunächst  auf  projectivische  Gebilde  gleich- 
artiger oder  ungleichartiger  Natur  angewendet  und  für  die  einzelnen  FSlle 
näher  festgestellt,  z.B.:  Ein  Strahlenbündel p^r  und  ein  gerades  Gebilde 
ABC,  welches  mit  dem  Büschel  in  einerlei  Ebene  liegt,  aber  nicht  durch 
seinen  Mittelpunkt  s  geht,  sollen  in  einem  und  demselben  Sinne  beschrieben 
heissen,  wenn  der  Sinn  s{ABC)  mit  dem  Sinne  p^r  übereinstimmt  u.s.  w. 
Die  Unterscheidung  des  Sinnes  bestimmt  hierauf  bei  involutorischen 
Gebilden ,  oder  bei  solchen  in  einander  liegenden  projectivischen  Gebilden, 
bei  denen  je  zwei  homologe  Elemente  einander  abwechselnd  entsprechen, 
die  Eintheilung  derselben  in  zwei  Classen.  In  der  einen  sind  diejenigen  in- 
begriffen, bei  denen  jeder  Sinn  der  projectivischen  Gebilde  sich  selbst  zu- 
geordnet ist,  oder  wenn  AA\  B B' , .  . .  die  Involution  bilden,  in  denen  der 
Sinn  AB A'  mit  dem  Sinne  A'B'A  übereinstimmt,  jedes  Ejementenpaar  also 
durch  ein  anderes  getrennt  und  kein  Element  sich  selbst  zugeordnet  ist. 
In  der  andern  Ciasso.  ist  jeder. Sinn  ABA'  dem  Sinne  A'B'A  entgegenge- 
setzt und  kein  Elementenpaar  durch  ein  anderes  getrennt,  daher  giebt  es  in 
diesem, Falle  zwei  sich  selbst  entsprechende  Elemente,  welche  der  Verf. 
Ordnungselemente  nennt.  (Bei  geradlinigen  Gebilden  sind  dijBse  Ord- 
uungselemente  die  sogenannten  Doppelpunkte).  „Wenn  man  nun,  sagt 
der  Herr  Verfasser  (§.  116),  mit  einem  involutorischen  (einförmigen)  Ge- 
bilde AÄ' .  BB'  ....,  welches  keine  Ordnungselemente  hat,  einen  be- 
stimmten in  demselben  enthaltenen  Sinn  ABA'  verbindet,  so  hat  man  ein 
imaginäres  Element  ABA'B'  erster  Art,  nämlich  einen  imaginären  Punkt, 
oder  eine  imaginäre  Gerade,  oder  eine  imaginäre  Ebene,  je  nachdem  das 
einförmige  Gebilde  ein  Punktgebilde,  oder  ein  Strahlenbüschel,  oder  ein 
Ebencnbüscliel  ist.  »Verbindet  man  mit  demselben  involutorischen  Gebilde 
den  entgegengesetzten  Sinn,  so  erhält  man  das  imaginäre  Element  A' BAB\ 
welches  dem  ersteren  conjungirt  heissen  soll.**  Elemente  werden  aber  der 
gleichen  Verbindungen  zweier  Begriffe  nur  aus  dem  Grunde  genannt,  weil 
sie  häufig  die  Stelle  von  wirklichen  (reellen)  Elementen  vertreten.**  Eine 
imaginäre  Gerade  aha  b'  der  zweiten  Art  wird  ähnlicher  Weise  erhalten, 
wenn  n^an  mit  einem  geschaart- involutorischen  Systeme  aa  ,hh\  welches 
keine  Ordnungslinie  hat,  einen  bestimmten,  in  der  involutorischen  Regel- 
scliaar  enthaltenen  Sinn  verbindet  Der  entgegengesetzte  Sinn  liefert  die 
conjun^irte  imaginäre  Gerade  ab  ab'  der  zweiten  Art.    „Ausser  diesen  be- 
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• 

merkten  imaginären  Elementen,  bemerkt  der  Herr  Verfasser,  giebt  es  keine 
anderen". 

Man  wird  aus  diesen  kurzen  Auszügen  erkennen,  dass  der  von  dem 
Herrn  Verf.  aufgestellte  Begriff  imagin&rer  Elemente  als  aus  einer  Verall- 
gemeinerung des  Begriffs  der  imaginären  Doppelpunkte  einer  Involution, 
bei  der  die  involutorischen  Segmente  in  einander  eingreifen,  hervorgegan- 
gen angesehen  werden  kann.  In  dieser  Hinsicht  liegt  nun  in  den  aufgestell- 
ten Definitionen  nichts  Befremdendes.  Wenn  man  indessen  berücksichtigt, 
dass  in  der  Arithmetik  der  Begriff  des  Imaginären  durch  gewisse  Rechnungs- 
formen uns  aufgedrungen  wird,  die  also  gegeben  sind  und  durch  deren 
Existenz  für  tins  die  Nöthigung  entsteht,  denselben  entweder  eine  bestimmte 
Deutung  zu  geben,  oder  dieselben  einer  solchen  für  unfähig  zu  erklären  — 
woraus,  kann  man  fragen,  geht  die  Nöthigung  hervor,  zwei  Doppelelemente 
bei  einer  Involution  anzunehmen,  welche  naclf  der  Beschaffenheit  der  in  ihr 
enthaltenen  projectivischen  Gebilde  keine  haben  kann,  und  diese  nicht 
cxistirenden  Elemente  als  imaginär  zu  bezeichnen?  Referenten  will  es  be- 
dünken ,  dass ,  während  die  anderweitigen  neueren  Untersuchungen  im  Ge- 
biete des  Imaginären  mit  darauf  hinausgehen,  einen  scheinbaren  Wider- 
spruch aufzulösen,  der  hier  aufgestellte  Begriff  geradezu  an  dem  des  Wider- 
spruchs fester  hält.  Ausserdem  dürfte  wohl  allgemein  in  der  Position  von 
etwas  nicht  Existirendem  nicht  das  Wesen  des  Imaginären  gesucht  werden ; 
sonst  müsste  man  z.  B.  die  ganzen  oder  rationalen  Werthe  oder  Wurzeln 
Diophantischer  Gleichungen ,  welche  nach  der  Beschaffenheit  der  letzteren 
nicht  vorhanden  sein  können ,  auch  als  imaginäre  Grössen  bezeichnen. 

Referent  bescheidet  sich  gern ,  diese  Fragen  als  nur  aphoristisch  hin- 
geworfene Einwände  zu  erklären  und  will  sie  keineswegs  als  unbestrittene 
Einwände  gegen  diese  so  tief  gehenden  Untersuchungen  des  Herrn  Verfas- 
sers hingestellt  haben.  Ein  weiteres  Eingehen  würde  aber  einen  grössern 
als  den  ihm  zugemessenen  Raum  beanspruchen  und  für  Leser,  welche  das 
vorliegende  Werk  des  Herrn  Verfassers  noch  nicht  eingesehen  haben,  leicht 
unklar  werden.  Da  nun  der  Zweck  unserer  Anzeige  mehr  dahin  geht ,  auf 
diese  neueren  Forschungen  des  rühmlichst  bekannten  Herrn  Verfassers  un- 
sere Leser  aufmerksam  zu  machen,  so  möchte  mit  dem  bisherigen,  auszugs- 
weise Gegebenen  es  sein  Bewenden  haben ,  alles  Uebrige  aber  einem  auf- 
merksamen Studium  vorliegender  Schrift,  wozu  wir  nur  eine  äussere  Anre- 
gung haben  geben  wollen ,  überlassen  bleiben. 

WlTZSCHEL. 
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lilegrttiM  dor  IHflteMitiftlgloininBf 

(«,  +  6,«)^"  +  («4  +  btx)  y  +  K  +  6tlf)  =0. 
V<m  SnJioM  Sfitsbe.  A«i  dmi  SitmogtbMielkfcai  dar  kaiteiUebra 
Akademie  der  lUtientelielteB,.  Bd.  XXY.  8*  ai»  bearaden  ab- 
gednleki.  Wim»  Gereld'a  Soka  in  Oomm&Mwm. 
Der  yerfaflser;  rOhinKdial  bekannt  dnrek  mdirere  Arbeiten  ftber  di» 
Amflöani^  algebraiaeher  Gleiehnngen  nnd  die  Integration  der  DtSwentlal« 
j^eiekitngen»  giebt  in  der  FOiliagenden  Sebrift  eine  ireitere  Anaftkmng  der 
HeAede«  w.elehe  er  in  Heft  fr,  Jaiiig.  IL  der  ^rorliegenden  Zeitaebiift  be- 
reite mitgetbeflt  kaft.  AneaMem  wird  üocb  geae^^,  wtai  aiek  daaaelbeVor- 
Miren  bei  geUriger  MedlbKkation  anf  die  DiffBrenaengleidinng 

(«.  +  M)2^+(«.  +  ^«)^  +  (i^  +  fc.ar)y=0 

anwenden  and  aneh  auf  lineaA  DiflhrentfalgMeiinngen  kOkerer  Ordnnagea 
anedebnen  liaet;  ale  Beispiel  hieran  dient  die  XKfltoentialgleiebnng 

(u,  +  b,x)tr  +  («•  +  *•«)•'  +  («I  +  ^*)*'  +  K+^i^)» =«• 
Beferent  iet  der  üeberaengnng,  daea  dieee  awar  kleine  aber  gehaltrofle 
Schrift  aüer  Aofinerkeainkeit  wertti  iet,  nnd  wllneclit  andereraeita,  daee  der 
Yerflueer  in  seinem  Vaieriande,  nnbei^  von  CbJkanea,  ,die  Terdiente  An- 
erkennnng  finden  mOge.  6cBiAmxLOB. 


Xssai  MUT  ie  sinus  integrai*    Par  J.  D.  FSnoUo.     Turin    imprimerie 
royale. 

Für  die  transcendente  Funktion       • 

X 

St  (x)  =  I  dx, 


■'■>  -/— 


welche  zuerst  von  Prof.  Bretschneider  in  Ootha  betrachtet  worden  ist, 
kennt  man  bis  jetzt  zwei  Berechnnngs weisen;  es  ist  nämlich  für  jedes  x 

^•(->=+T-*r:o+*rxr6- •• 

und  diese  Reihe  kann  recht  gut  zur  Berechnung  von  Si  (x)  gebraucht  wer- 
den, wenn  x  nicht  einen  beträchtlichen  Werth  hat,  dagegen  würde  für  grosse 
X  die  Convergenz  der  Reihe  zu  spät  eintreten,  als  dass  die  Rechnung  noch 
bequem  wäre ,  und  daher  bedient  man  sich  in  solchen  Fällen  der  Formel 

Qr\        ^                  P        '•2.           ,    (— 1)>'-M.2...(2n  — 2)( 
St(^)  =  j-cosx\^—^  +  ...+ ^^^j^ 1 

(l         1.2.3   ,          .    (— l)"- >  1.2...(2n  — 1)1 
—  stn  X  J— j h  . . .  +  ^ öT— ^^ -\ 

ix*  X*  X*'*  ' 

1.2...C2W  — O--^ 


+ 


^in 
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wobei  ^  einen  positiven  oder  negativen  ächten  Bruch  bezeichnet.  Der  Ver- 
fasser sacht  nun  weitere  Formeln  für  Si(a:)  zu  entwickeln  und  gelangt  dabei 
zu  einigen  bemerkenswerthen  Resultaten.  Auf  Seite  16  findet  er,  dass  die 
Gleichung 

.   (2*— l)a:} 


Ä(a:)  =  2  jl  sin^  +  J  W«^  +  ...  +  ^^j^jj *'« 


mit  um  so  grösserer  Genauigkeit  stattfindet ,  je  grösser  n  ist ;  auf  S.  21  wird 
gezeigt,  dass  man  nur  die  Funktionen  Si(n)^  Si{2n)y  Si{S7t)  etc.  zu  kennen 
braucht,  um  mit  Leichtigkeit  auch  si(x)  zu  erhalten,  nämlich: 

H ^ — —z ^ — -  «n  3x  + 

o 


Einige  allgemeine  Eigenschaften  des  Integralsinus  und  eine  Interpolations- 
formel, welche  sich  hierauf  basirt ,  machen  den  Beschluss  der  kleinen  Ab- 
handlung. Allem  Anschein  nach  ist  dieselbe  ein  Erstlingswerk  und  wir 
wollen  wünschen,  dass  ihr  noch  manche  ähnliche  Monographie  folgen  möge. 
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